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CONTRIBUTION Ä L'ETUDE DES COQUES CYLINDRIQUES
D'ÉPAISSEUR VARIABLE

par HENRY FAVRE, Professeur à

(Suite

4. Applications
Nous allons maintenant appliquer la solution obtenue

à la résolution d'un certain nombre de problèmes qui
se posent dans l'industrie. Il s'agira de conduites ou de

réservoirs dont une des extrémités est soumise à certaines
conditions d'appui, l'autre extrémité étant libre. Nous

supposerons essentiellement que les ouvrages en question
soient des coques cylindriques d'épaisseur linéairement
variable, satisfaisant aux conditions (31) et (32).

Dans tous ces problèmes, nous nous bornerons à

calculer le moment M0 et l'effort tranchant Q0 relatifs
à l'extrémité non libre. Ces deux grandeurs donnent la
clef de toute solution. Dès qu'elles sont connues, les
formules du § 3 — ou les diagrammes des figures 3 à 6 —
permettent en effet de calculer les déformations et les
contraintes dans une section quelconque. Bien entendu
il faut, dans chaque cas particulier, ajouter respectivement

à ces dernières grandeurs celles provenant
uniquement des forces extérieures données (pressions
d'un gaz, d'un liquide, poids propre, etc.), appliquées
à la coque libre à ses deux extrémités. Ces déformations
et contraintes se calculent d'ailleurs facilement, en
assimilant en général la coque à une membrane10.

* Voir Bulletin technique du 10 novembre 1950, page 419.

l'Ecole polytechnique fédérale, Zurich
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y
Mo=0

£<0

T

(-) I

I*-
0^-

--»I
.t..

Fie

1° Conduite soumise à une pression intérieure cons¬
tante p et fixée à une des extrémités (x 0), le long
de la circonférence, par une articulation.

L'effort annulaire de la coque libre est, dans ce cas,
N ap, et la composante wv du déplacement d'un

10 On peut démontrer qu'une coque cylindrique, satisfaisant aux
conditions admises ici, ae comporte approximativement, sous l'action
d'une pression normale intérieure, comme une membrane, pourvu
que cette pression varie suffisamment lentement en fonction de x.
Ce sera le cas dans les applications 1° à 7°, où la pression p sera
constante ou nulle. Par contre, dans les applications 8° et 9°, où p
varie linéairement de zéro à une valeur finie, nous avons estimé indiqué

de tenir compte non seulement de A* dans le calcul de la coque
libre, mais aussi de Mr, cette dernière grandeur pouvant n'être plus
négligeable.
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point de la surface moyenne, suivant la normale à cette
surface, est, à l'extrémité x 0 (fig. 7) :

Vf) x 0

Na
Eh0

a?p
Ë~h„

(46)

D'autre part, le déplacement w produit, à la même

extrémité, par un moment M0 et un effort tranchant Q0,

est, d'après le § 2, donné par la formule :

(<f) x=0 WDo[[i-lV^M''+{i-£)Qo\ .(29)

Puisque, dans la section x 0, le déplacement et le

moment de flexion résultants doivent être nuls, on a

les deux conditions :

a2p

2(33A, 1-,e pM0+(l-e)Ç0 EÊ-o, M0=0,
(47)

d'où, en tenant compte des relations (10), (17) et en

1
posant -. 1 y e :

__*p2_pD9at_ _p_
vo - m, E ^T£'2ßEh0 1

c'est-à-dirt

QoM 2B
(48)

On voit que si Vépaisseur diminue à partir de l'extrémité

où les parois sont articulées, ce qui est très souvent
le cas dans les applications (e < 0, fig. 7), Q0 est plus
petit en valeur absolue que lorsque l'épaisseur est constante
(e 0). Dans les cas considérés par nos calculs, cette
diminution de Q0 ne dépassera pas 10 %, E étant
inférieur ou égal à 0,1, en vertu de la condition (31). Au
contraire, si l'épaisseur augmente (e > 0), Q0 est, en
valeur absolue, plus grand que lorsque h est constant.

2° Conduite soumise à une pression intérieure cons¬

tante p, et encastrée à une des extrémités (fig. 8).

.6<0
Mo

(+)

Qo

(-)

0^-
x

Je.

Fis. 8

La composante du déplacement dû à l'effort annulaire
de la coque libre est, à l'extrémité .t 0, également
donnée par la formule (46). Il est ici nécessaire de cal-

(dwv \
cuier encore la dérivée | -, — c est-à-dire le

dx n

petit angle formé par la tangente à la ligne élastique
méridienne avec l'axe des x — afin de pouvoir formuler
la condition d'encastrement. On a, pour une section
quelconque, compte tenu de (7) et (11) :

a2p
~Ëh

a' p

Ehn 1o(l+~*)

d'où
dwp
dx

À ap

Eh0
a f

d(Vf

dx Jz o

"Kap

Ëh„
azßep

Eh„ (49)

dw
D'autre part, le petit angle -r- engendré par l'application,

à l'extrémité x 0, d'un moment M0 et d'un
effort tranchant Q0, est, dans cette section, donné par
la formule établie § 2 :

dw\
dx/a • o 2 ß2A, i ßM0 + C0). (30)

Quant au déplacement correspondant (w) x o, il est

encore donné par la formule (29).

Puisque, pour x 0, le déplacement et l'angle
résultants doivent être nuls, on a les deux conditions :

— 1

2pSD0

1

1 ?iEJpM0+(l-6)Ç0

!_) (2ßM0yQ0)y

a?p
Së/T„

a2ßep
~Ehn

0,

0.

(50)

Po
2ß

2ß2Z)0

En résolvant ce système par rapport à M0 et Q0 on
obtient, en utilisant comme précédemment les relations
(10), (17) et en négligeant les termes où figurent des

puissances supérieures de e (ce que nous ferons d'ailleurs

en général dans la suite) :

(51)

Ces formules montrent que si l'épaisseur diminue à

partir de l'extrémité x 0 (e<0), M0 est plus grand et

Q0 plus petit (en valeur absolue) que lorsque l'épaisseur
est constante (e 0). Cette augmentation et cette
diminution sont toutefois très faibles dans les cas

¦A- ¦ A 1 " £ °«1
considères dans nos calculs, au maximum 7 —y4 4
2,5 %, en vertu de la condition (31). Au contraire, si

l'épaisseur augmente, M0 est plus petit et Q0 plus
grand (en valeur absolue) que lorsque h est constant.

3° Conduite soumise à une variation uniforme de

température At et fixée à une des extrémités (x 0),
le long de la circonférence, par une articulation.

On a, ici :

(«'At)-=o — aaàt,

a désignant le coefficient de dilatation, et les deux
conditions à l'extrémité x 0 s'écrivent, compte tenu
de la formule (29) :
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2ß3A>

d'où

(l—|e)pAf0 + (!--)%

M0 0,

^ccaAt=0, Mo=0, (52)

aEhnAt
(53)

déplacements résultant des points des deux parties
de la conduite et les angles formés par les tangentes aux
deux lignes élastiques méridiennes avec l'axe Ox
doivent être égaux. D'où, en utilisant les formules
(29), (30), (46), (49) et en tenant compte du fait que les
axes x et x' ont des sens opposés, les deux conditions de
raccordement :

La valeur de Q0 donne lieu aux mêmes remarques
que celles formulées à propos de la formule (48) relative
au premier exemple.

4° Conduite soumise à une variation uniforme de

température At et encastrée à une des extrémités

(x 0).

La variation de température n'engendrant dans la

coque libre aucune inclinaison de la tangente à la ligne
élastique méridienne, nous avons ici :

Wtd)x cxaAt,
(dwtx(-y) o.
\ dx fx=o

d'où les deux conditions

— 1

l-ze ßM0+(l-E)C02p»ß0

2ß4ö0(1~ie)(2ßM° + v'o) 0'

Nous en tirons :

aaAt 0,

(54)

3 \aEhnAt „ 3 \aEh0At
i+ie)~yf~ (55)

Une diminution de Vépaisseur à partir de l extrémité

x 0 (e < 0) engendre donc, en valeur absolue, une
diminution de M0 et de Q0 égale, en pour-cent, à 0,75 £.

Cette diminution ne dépassera pas 7,5 %, dans les conditions

où nous sommes placés, en vertu de (31). L'effet
contraire a lieu dans le cas où l'épaisseur augmente
(E > 0).

5° Conduite formée de deux parties solidaires, de même

rayon, d'épaisseurs inégalement variables et
soumises à une pression intérieure constante p.

Nous supposerons que les deux parties aient la
même épaisseur h0 dans la section de raccordement et
soient faites de la même matière. Introduisons les axes
Ox et Ox' indiqués dans la figure 9a et désignons
respectivement par e et e' les nombres caractérisant les variations

d'épaisseur. Dans la section x x' 0, les

1

1

2p»D0

-e)PM0 + (1-e)Ç<0

i—y pA7'0 + (l_6')Ç'(

a P
Eh„

a^p
Eh„

arô(1-.')p>-w«+3?-
1 '¦-!¦¦) «w.+w-3?2|W>,

(56)

où M0, M0', Q0, Q0' désignent respectivement les

moments et les efforts tranchants relatifs aux deux
parties, dans la section x x' 0 (fig. 9b). Remarquer
que les quantités ß et D0 sont les mêmes pour les deux
parties, d'après des formules (10) et (17).

On a, d'autre part, en vertu de la loi d'égalité de
l'action et de la réaction :

M0' M„ Qo O» (57)

E + E

V/„ M»' 0o=-0 08ß:

En substituant ces valeurs dans les équations (56),
on en tire, en négligeant les termes du second degré :

38)

Remarquons tout d'abord que, dans le cas particulier
où e — e', nous avons M0 M0' 0, d'après la
première de ces formules, résultat évident, puisque les
deux parties en forment alors une seule d'épaisseur
linéairement variable.

Dans le cas général où £ y — e', les formules (58)
montrent que les variations d'épaisseur engendrent,
dans la section de raccordement, des moments M0 M0'

proportionnels à la somme E + e' des nombres caractérisant

ces variations, mais n'engendrent pas d'efforts
tranchants. Ces moments ont des signes contraires à celui
de cette somme. Ainsi, dans le cas de la figure 9a, où
e et e' sont supposés positifs, M0 et M0' sont négatifs.
Les deux parties de la conduite sont donc soumises,
sur une certaine longueur mesurée à partir de la section

6 ho £

vy/y^//7^77777^^^yyyyy^y ^^szzd
•0\ 'MnM,

Qo £

a- P a:

_V- ._.._.
x

¦<-- r-
Fie. 9a Fie. 9b
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£=0 £±0

y^y/^yy/À'Myyyyyyy^y^iy

X'
¦<-•

M0t-X

<?¦

Fie. 10a

X1

£'=£>0 <f>0

M0H\

P

Fie. IIa

P

£'=0 M0(+) e<o
L.y^v^v^y^r

Fie. 10b

*_

£' £<0 M0ft)
/

£<0

4v.,^./y.^.^.^>V^/j/vVxV\-^-v\-v\-vYvs-vV^
A,

Fig. IIb

<?:

de raccordement, à des moments de flexion Mx, M«, à
des efforts annulaires TV et à des efforts tranchants Q,

engendrés par les variations des épaisseurs. Ces moments
et ces efforts sont d'ailleurs petits, M0 M0' étant
de l'ordre de e et e'. On peut vérifier que les tensions

qu'ils engendrent ne dépassent pas, dans les conditions
admises, le 10 % des tensions dues à l'effort annulaire
primaire N — ap.

Examinons deux cas particuliers :

#0, e' 0. Les formules (58) deviennent :

M0 Mo =—8B2' 0o °- (59)

Les moments M0 et M0' sont donc négatifs si e > 0

(fig. 10a) et positifs dans le cas contraire (fig. 10b).

b) e e' y 0. Les formules (58) montrent que :

Il y a lieu de faire les mêmes remarques au sujet
des signes des moments que dans le cas précédent (voir
fig. lia et b).

6° Conduite formée de deux parties solidaires égales,
d'épaisseurs variables, serrées dans la section de

raccordement par une bride exerçant une force P,
constante par unité de longueur.

On a ici e e', et les conditions de raccordement
s'écrivent (fig. 12) :

P
~ 9"'00 2"ß^(1~ih)(2ßMo+Co) 0' <61>

La première de ces conditions est évidente. La seconde

exprime, à l'aide de la formule (30), le fait que la
tangente à la ligne élastique méridienne doit rester parallèle

à l'axe des x dans la section de raccordement, ce

qui exige que \~r~) 0. On tire des relations (61) :

M0 M0' V 0o O. (60) 00 (62)

£= £<0
y

£ <0
y.

X'
<-

yyyyyyyy/y^^yy\\y\y\y\^
J h0

.*.._.

?ig- 12
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D'où ce résultat intéressant : le

moment M0 et l'effort tranchant Q0

(relatifs à la section x 0) sont

complètement indépendants des variations

de l'épaisseur, s ne figurant
pas dans les formules (62). Mais il
est évident que, par contre, la répartition

des grandeurs M*, Mç, N et Q
le long de l'axe dépendra de cette variation,

comme le montrent d'ailleurs
éloquemment les diagrammes des

figures 4 et 6.

Calculons encore le déplacement
(iv)I=o. La formule (29) donne, en
valeurs (62) de M0 et Q0 :

£<0 £<0
\t ytj,,i u w v -'

yyyyy
*h I "0

introduisant

.- 1
2ß3A>

(63)

Ce déplacement dépend donc des variations de

l'épaisseur.

7° Conduite formée de deux parties égales, d'épais¬

seurs variables, et d'un raccord d'épaisseur constante

h0, de longueur 1, sur laquelle est appliquée

une pression extérieure radiale p, constante par
unité de surface, les trois parties étant solidaires.

Nous nous bornerons à esquisser la solution. La
continuité du raccordement de la partie centrale et des

parties d'épaisseurs variables est exprimée par les

équations (fig. 13) :

1

2ß3£0 l-£ E ßM0+ (1-E)0„

a p
Éhn

2A/0a2ß2
Ehn

N
2(?0a2ß

r^(l-|E)(2ßM0 + C0)

4M0a2ß3 2C0a2ß2
-Ëhy-x*w + —ËJL-X_(«),

où M0, Q0 désignent le moment et l'effort tranchant

pour x 0, et où a, Xi! X2> X3 ont ^es valeurs u :

(64)

oc=ßZ

choc + cosoc shoc — sinoc
Yi (a) ^ ; ; i y, (oc) ~i ; ; i
A1 ' shec + sina Ai v ' sha + sinoc

cha — cosoc
Xj (0t) sha + sin a '

(65)

(66)

11 Le lecteur trouvera dans l'ouvrage Plaies and Shells de S. Timo-
shenko (McGraw Hill Book Company, New York and London, 1940).

p. 402, une table donnant un certain nombre de valeurs de ces trois
fonctions (remarquer que nous avons posé pour simplifier ce [_>_ et

pi
non ot comme l'a fait S. Timoshenko).

Fiff. 13

En résolvant le système (64) par rapport à M0 et Q0,

on obtient :

M0=-
1— X2— 76 )p

5! fi2 1-X2-zbV -2 (l+Xi-6)(l+X3-t *

1+X3— 7E./>
(67)

(l~X*-?) -2(1+Xi-^)(i+X3-4b)

Connaissant M0 et Qo, il sera facile de calculer Mx,

Mtf, N et Q non seulement dans les deux parties d'épaisseur

variable, mais encore dans celle d'épaisseur
constante, de longueur l.

8° Réservoir cylindrique vertical, articulé à l'extrémité

inférieure, libre à l'extrémité supérieure, et rempli
d'un liquide.

Dans ce calcul, nous négligerons l'influence — en

général faible — du poids propre de la coque sur les

valeurs de M0 et Q0. Il n'y aurait d'ailleurs aucune

difficulté à tenir compte de cette influence séparément.
Soit y le poids spécifique du liquide et H, la hauteur

du réservoir (fig. 14). Calculons tout d'abord (w)x=o,

dw\ fd2iv\il et I 1-5-1 1 en supposant provisoirement
dx/x^o \dx2/x=o vr

la coque libre à ses deux extrémités.
La pression du liquide, dans une section x, est

y(//—x). L'effort annulaire engendré par cette pression

est égal ky(H — x)a et la composante normale du

déplacement d'un point de la surface moyenne a donc,

compte tenu de (7) et (11), la valeur 12:

y{H — x) a2

Eh
ya2(H — x)

Eh0(iyepx)

On déduit de cette formule

dw
_ ya2 (1 + eßff)

dx ~ Ehviiyeßx)*'

d*w
_

2eßyaa(l + gßfl).
dx2 Eh0(iyepx)3

(68)

(69)

(70)

12 La fonction w définie par (68) satisfait — à des termes très petits
près — à l'équation différentielle (1), où Z — — y [H — x), comme on
le vérifie facilement.
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dw\ ya2
ydx /J==0 Eh0=^r(l+Eß//), (72)

2Eßya2

d'où, pour x 0 :

yarH
(«0x=o — -ßfi-> (71)

d2w\

drw
La courbure 77 de la ligne élastique méridienne

aar
engendre dans la coque, d'après (3) et (70), des moments
constants :

^—(l + Eß/7). (73)

M*= ~ndy= -A>a + eß*)32_'

2Eßya2(l + £ß//)A,
Ehn

74)

Ces moments sont petits, étant du même ordre que
E 13. Pour réaliser l'état d'équilibre considéré, il faudrait
ainsi appliquer dans la section x 0 un moment
ayant la valeur (74)14. Ce moment va intervenir dans
les conditions d'appui.

Superposons maintenant, à l'état d'équilibre que
nous venons de considérer, l'état engendré par l'application,

dans la section x 0, d'un moment M0 et
d'un effort tranchant Q0. Ces deux grandeurs doivent
être choisies de façon que le déplacement et le moment
résultants soient nuls dans cette section. Compte tenu
des relations (29), (30), (71) et (74), on a donc les deux
conditions d'appui :

¦*i—h- niveau du liquide ¦*f~*-A =4,/^",

H\

T

£<0
1 <r

<^£=h0ft+£ßx)

->k-

à

H-x

të

\

-x k-
\h0\

Fie. 14.

Remarque. En calculant les valeurs résultantes des

moments Mx et My, il faudra, dans le cas traité, ajouter
respectivement aux moments engendrés par M0, Q0 et
donnés par les formules (38), (39), les valeurs des
moments relatives au premier état d'équilibre considéré.

Ces derniers moments seront déterminés par les
formules (74) et (4). Comme ils sont petits, on pourra
souvent les négliger.

1

2ß3£„ l-^E)ßM0+ (1-e)&

M„ Eßya*(l+__ß77)Z>-
Eh„

y arH
~~ËhV

0.

0,

75)

Ces deux équations, résolues par rapport à M0 et Q0

donnent, en tenant compte des relations (10), (17) et en
négligeant un très petit terme dans la seconde des
formules ci-dessous :

0

ey(l + eßÄ)
0_ 2ß3

(1 + e) fd// — (l + eß/7) e
y

2ß2'

Le second terme de la parenthèse [] étant en général
petit par rapport au premier, on constate qu'une
diminution de l'épaisseur (e < 0) engendre une
diminution de la valeur absolue de l'effort tranchant, comme
dans le cas où la pression est constante (voir 1°).
Quant au moment M0, il est petit et de signe contraire
à celui de £.

18 Nous ne pouvons pas, dans la parenthèse figurant au numérateur
de la formule (74), négliger le terme Ep* H, qui est du même ordre que
l'unité (e P H — 1 dans le cas extrême où l'épaisseur h est nulle au
niveau du liquide).

14 U serait facile de montrer qu'il faudrait également appliquer,
dans cette section, un petit effort tranchant, du même ordre que e2,

donc tout à fait négligeable. Nous ne le considérerons pas dans la
suite.

9° Réservoir cylindrique vertical, encastré à Vextrémité
inférieure, libre à l'extrémité supérieure, et rempli
d'un liquide.

En utilisant les notations de la figure 14, les conditions

d'appui s'écrivent, compte tenu des relations (29),
(30), (71) et (72) :

1

2ß3£0 i-1E)ß.yo + (i-6)0o y arH
"7Ë£T:

(77)

/l-|_)(2ß_fcf0 + C0) + g£(l + 6ß_?) 0.
1 2ß2£>0

On en tire, en tenant compte des relations (10), (17)
et en négligeant de très petits termes :

(78)

La remarque faite à la fin de l'application précédente
est évidemment encore valable ici.

Les applications numériques de ces formules montrent
qu'une diminution de l'épaisseur (s < 0^ entraîne une
augmentation de la valeur absolue de M0 et une
diminution de celle de Qq, toutes deux très faibles, comme dans
le cas où la pression est constante (voir 2e exemple).

pä)]sM0= 1 + TE B/_ l + e 1 + e

(2 + |) ß// 4-ep//)e]^— 1
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— Pour illustrer les conclusions des deux dernières
applications (8° et 9°), choisissons l'exemple suivant :

a=10_m, #=12,50 m, h0 0,36m, A —0,60, |
(79)

v 0,25, y 1 kg/dm3.

L'épaisseur ht de ce réservoir est, à l'extrémité
supérieure, en vertu de la relation (7) :

Jh h0 1 + - // 0,09 r (80)

La variation de l'épaisseur augmente donc la valeur

absolue de M0 de
12 170 — 11 830

11830 0,029, soit de

2,9 %, et diminue celle de Q0 de
17 250 — 16 820

17 250
0,025, soit de 2,5 % seulement. L'influence de la

diminution de l'épaisseur se manifeste cependant plus
fortement le long de la hauteur du réservoir, comme le
montrent éloquemment les diagrammes des figures 3 à 6.

Zurich, le 10 avril 1956.

Il s'agit donc d'un réservoir dont l'épaisseur décroit
linéairement, à partir de la base, de 36 à 9 cm, et qu'on
peut imaginer construit en béton armé.

On déduit des formules (10) et (11), en introduisant
les valeurs (79) :

3 (1 — v2

aïhl 0,682 m-1 e= s 0,0880.
aß -1

(81)

Les conditions (31) ct (32) d'application de nos
formules sont satisfaites, -car

| e | 0,088 < 0,1 et l // 12,50 > | 4,40 m.

a) Cas où le réservoir est articulé à l'extrémité
inférieure.

Les formules (76) donnent ici, en introduisant les
valeurs (79) et (81) :

M0 35 kg, ()„ — 8380 kg/m. (82)

On aurait, dans les mêmes conditions, mais si l'épaisseur

était constante (e 0), toujours en vertu des
formules (76) :

Mo=0, 00 ^ — 9160 kg/m. (82')
P

La diminution de l'épaisseur réduit donc la valeur

u a v a t. o j 9160 —8380
absolue de 1 eitort tranchant (J0 de

9160
0,085, soit de 8,5 %.

On remarque, d'autre part, que le moment M0
35 kg est ici négligeable. Il en est par conséquent de
même des moments Mx et A/q, relatifs au premier état
d'équilibre dont il a été question précédemment.

b) Cas où le réservoir est encastré à l'extrémité
inférieure.

Les formules (78) donnent, dans ce cas :

Af0 =12 170 kg, Q0 — 16 820 kg/m. (83)

Oh aurait, dans les mêmes conditions, mais si l'épaisseur

était constante (e 0), toujours d'après les
formules (78) :

y
!ß3

M„ (ßtf-1) K^3 11830 kg,

(83')

0o= - (2 ß H — 1) y^ — 17 250 kg/m.
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