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L’EMPLOI EN TOPOGRAPHIE DE L’AFFINITE
ET DE LA TRANSFORMATION D’HELMERT

par A. ANSERMET, ing. prof. EPUL

Généralités

Lorsqu’on exécute des travaux de génie civil de tres
grande envergure, tels que le percement de longs
tunnels, 1l faut disposer d’éléments topographiques
précis, sous la forme d'un réseau de points fixes servant
de bases aux divers tracés. Une solution consiste a
utiliser, en la complétant, la triangulation existante.
Parfois on préfére créer un réseau autonome ; ce fut
le cas lors de la construction du tunnel du Simplon ou
on cut recours 4 une mensuration de caractére local.
Les déformations résultant de la représentation plane
¢taient alors négligeables ou presque ce qui est un
avantage. Dans le systéme de coordonnées ayant son
origine & Berne ces déformations sont sensibles; la
transformée plane d’un coté du réseau a une courbure
variable, exprimée par une fonction /¥ en coordonnées
conformes (voir [3]) et en un point (z, y) :

do: ds = Fl(z,y, K, )
ou K est le rapport de similitude, développé en général
sous forme de série, tandis que o varie avec 'orientation
de ds.

En tenant compte de ces délormations et en appli-
quant les formules connues de la géométrie analytique
on peut transformer les coordonnées et passer du sys-
teme local au réseau général et réciproquement. Un tel

calcul est nécessaire car certains points, au nombre de n,
sont communs aux deux réseaux. Or des discordances se
révélent qu’il est impossible ou presque d’analyser et
d’interpréter. C’est ce probléme complexe que les
praticiens s’efforcent de résoudre depuis de nombreuses
années et qui tend a éliminer ces discordances, tout au

moins partiellement ; ce calcul ne vise donc pas a

compenser les éléments mesurés.

Les méthodes modernes d’aéromensuration donnent
lieu a des diflicultés analogues quand on compare les
coordonnées déterminées au sol et celles obtenues par
les levers aériens, appelées parfois les coordonnées de la
machine (appareil a cartographier).

Parmi les multiples solutions envisagées nous en
retiendrons en principe deux, en traitant le cas général
(3 dimensions) :

19 on renonce a éliminer complétement les discor-
dances ; bien qu’il ne s’agisse pas d’une véritable
compensation on applique le principe des moindres
carrés. C'est la méthode d’Helmert comportant,
pour les figures spatiales définies par un double sys-
teme de coordonnées, des déplacements et amplifi-
cations (variations d’échelle).

Considérons un cas concret : celui de 4 points dont
on connait les 12 coordonnées dans un systéme (ayz)
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et 12 coordonnées dans un autre systéme (z'y'z’). A
ces 24 éléments devrait correspondre un tétraédre
unique et bien déterminé ce qui n’est pas rigoureuse-
ment le cas, Il est impossible de trouver des formules
de transformation donnant autre chose qu’une solution
approchée ; des discordances subsistent. Désignons par

T et 17" ces deux tétraédres, matérialisés par 4 points

sur le sol. On peut déja pressentir le role de la trans-

formation affine.

20 Ja transformation d’Helmert n’éliminant pas complé-
tement les discordances, de nombreux praticiens,
surtout a l'étranger, ont suggéré de fractionner la
figure spatiale constituée par les n points en mailles
(Maschenweise Abbildung) ; en général c’est Paflinité
qui trouve alors son application plutot que ’homo-
graphie qui donne lieu déja a des calculs assez
laborieux.

Transformation d'Helmert

Emettons I'hypothése que seules de petites discor-
dances subsistent encore ; chacune d’elles est la résul-
tante de trois composantes et I'on peut écrire le systeme
de 3 n équations résiduelles ci-aprés (voir [2]) ou
les I, I', I” sont ces composantes :

It + vy = da + x; dm + zidn — ydC
(1) l; + vye = db + yy dm — z,dE + 2;dT
I+ 0y = de + z; dm + yd§ — aydn
1=1,2,8,...n

les vz, ¢, v. sont les résidus, dm une variation d’échelle
et non une différentielle, d€,dn,dl des petites rotations,
da,db,dc des translations dont I'élimination est impli-
citement réalisée si :

[zl=[yl=[z1=[] =[I'] =[I"] = 0 (mise en coin-
cidence de Iorigine et des centres de gravité). De plus
ces trois inconnues donnent lieu aux équations normales:

[;)z]:[‘)y]:[(‘ﬂzo []:Z
o aly N LT : I
(2) ()E;:} = 0 entraine : [av;] + [yoy] + [20:] = 0

ou les termes 4 coeflicients non-quadratiques s’éliminent.
On en déduit le poids de dm : Py, = {[xx] + [yy] + [zz]}
expression assimilable & un moment d’inertie polaire,
done indépendante de 'orientation des axes de coor-
données, ce que l'on pouvait présumer. Rappelons
I'hypotheése faite: coincidence des centres de gravité
et de l'origine. La méthode est parfois dite du « centre
de gravité» (Schwerpunktverfahren).
Il ne reste plus que trois équations normales :

(3) [ye:] — [z99] = 0, [205] — [a0:] = 0, [av,] —
= yea) = 0

et I'on s’efforcera de réaliser les conditions :

& layl =0, [az]20, [yz1==0

car les coeflicients quadratiques seuls subsistent et 'on
a, pour les poids :
(3) Pg = {lyy] + [z=]}, Pn = {{zz] + [z=]},

PC = {[2z] + [yyl}

On voit combien ces relations (4) simplifieraient les
calculs; on le constatera encore davantage ci-apres. Les
discordances ¢g qui subsistent encore, aprés la trans-
formation, si on les assimile a4 des forces, constituent
un systéme en équilibre. (Théoreme de S. Finsterwalder.)

9 2 p
B=vit vtk

Variante

La méme hypothése que précédemment est faite en
ce sens que la nouvelle origine des coordonnées et les
centres de gravité, amenés en coincidence, sont con-
fondus. Entre les n points de chaque systéme on peut,

; o i n(n—1)
par des combinaisons binaires, calculer - —

2
longueurs ce qui fournit autant de valeurs pour I'in-
connue dm. Admettons comme définitif le résultat
obtenu en moyennant ces valeurs (calcul pondéré).

On applique les formules connues de transformation
a 9 cosinus liés par les relations dont on fait provisoi-
rement abstraction

a2 + a2 + at = 1
I

(6) F + g+ =1 _
ab; 4+ azby + azby = 0
biey + bycy + byes = 0
ae; + oasey + ase, = 0

ces a, b, ¢, étant des cosinus dont on connait des valeurs
provisoires. Les équations résiduelles deviennent (voir

l fi + v2i = xiday + yiday + zidag
(7) fi +opi= 4 xdby + yidby + z;dby

1 fi + ¢t = + ey + yidey, + zideg
les da, db, dc étant, non pas des différentielles, mais des
accroissements tandis que les termes absolus /, /', /" et
les résidus ne sont plus les mémes qu'avant. Enfin les
coordonnées ay, y;, z; tiennent compte ici de I'inconnue
dm déterminée ci-dessus.

Les 9 équations normales sont caractérisées par une

certaine symétrie :

( [2vz] = [yoz] = [

(8) 1 [l = lyoy] = [z)]
| fa

et st on peut négliger les coellicients non-quadratiques

le gain réalisé est considérable.

Deuxtéme stade des calculs. 11 faut tenir compte des

"

conditions (6), ce qui donne lieu & des résidus o7, ¢, o7

] = [y =[] =0

s'ajoutant aux ¢, ¢j, ¢.. D’autre part les neuf inconnues
seront surcorrigées en ce sens qu'aux neuf accroisse-
ments da, db, de s’en ajouteront d’autres que nous
désignerons par (1), (2), (3) ... (9).

Les équations (6) peuvent étre développées en fonc-
tion de ces nouvelles inconnues ([1] p. 271) :

’ A1) + Ag(2) + AgB3) + ... =w,
9) Bi(1) + By(2) + By3) + ... =w,
Fi(l) + Fy2) 4+ Fy(3) + ... =wy

ou certains coellicients sont nuls.
On forme ensuite les coefficients dits transitoires (Uber-
p. 272):
(Ay) = AyQn + Aol + A0 + - ..
(Ag) = 4,0 + AgQps + A3l + - ..
dhtgr- PP e e s s s ey
(By) = B,Qn + 62()12 + B3 + ...
(By) = ByQg1 + Byl + Bylas + - -

1

tragungskoeftizienten) ([1]
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Ces coeflicients Qg (h =9, j = 9) sont déduits des
équations aux poids dont les éléments sont fournis par
les équations (8); seuls les coeflicients quadratiques
(h =j) sont différents de zéro si les conditions (4) sont
réalisées. Finalement on a :

(J' = (Ayky + (Byky + (Codks + ...
(2) = (Ag)ky + (Bo)ky + (Co)keg + ...
= (Ag)k; + (By)ky + (Cy)ks + . ..

les coellicients k, au nombre de six, étant déduits du

systéeme

ke +[AC) s+ ... = o,
+ [B(O)kg+ ... = w,

51 les conditions (4) sont remplies on a done :
011=0Qu=0rn=1: [zz] Q=0 hs#j
(13) 9o=05;=0gs=1: [yy] lasimplification est
Q33=0=049=1: [2z] manifeste. Il y a
encore d’autres va-
riantes.

Méthode des mailles (affinités)

Les praticiens ne s’accommodent pas toujours de la
transformation d’Helmert qui laisse subsister de petites
discordances. Considérons tout d’abord le cas ou
n=4; les vingt-quatre coordonnées (ayz) et (2'y'z’)
devraient définir un tétraédre unique au lieu de deux
(T et 7). 1l y a quatre discordances a trois composantes
chacune et un probléme fondamental est le suivant :
Déterminer en un point quelconque les trots composantes
(x—x), (y—vY'), (z—2") connaissant les douze compo-
santes (x;—X'), (yi—Y'), (zi—z) o 1= 1, 2, 3, 4.
Ce calcul est assimilable 4 une moyenne pondérée.
Auparavant rappelons les propriétés essentielles de
I'aflinité : elle donne lieu au calcul de 12 parameétres au
lieu de 7 dans la transformation d’Helmert ; les éléments
de volume sont amplifiés dans une proportion qui dé-
pend des parameétres et non des coordonnées ; enfin
le plan a I'infini se correspond a lui-méme. Analy-
tiquement on a :

I 2 =a+ dix+ gy + gz

Y = b+ hex + dyy + g3
] 7 =c¢ + hyv + hyy + dyz
Posons, comme pour la transformation d’Helmert :

2] =[y]=[z]=0 []=[]=[T=0
Iorigine des coordonnées et les centres de gravité de
T et 7" coincident ; les parameétres a, b, ¢, sont éliminés

(14)

dans cette hypothése mais en général on a : (2’ — ) =

=dv=a+ (dy— 1)z 4 g3y + g.=.

doy 1@y yy 7
dzy 1 5 Yy 25

[
o

(15) dzy 1 24 y4 25
dxg 1 2594 24
dv 12 y z

ou les quatres paramétres sont éliminés. Les mineurs
des éléments de la premiere colonne sont, en valeur
absolue, proportionnels aux volumes de cinq tétraédres,
le cinquieme étant la somme des autres. Le rapport

entre ces volumes n’est pas altéré par la transformation.
Il en résulte que :

» A
(16) dzv = “EP‘L‘ ol [pdx|= pydx, + pyday + pgdas +

]
+ pyday

Les poids p étant proportionnels aux volumes de quatre

tétraédres ayant leur sommet commun au point consi-

déré. On peut faire un caleul graphique.

Au centre de gravité du tétraédre 7" on a :

Pr1=P2=Ps=Pa

et en chaque sommet, successivement :
pi=I[pl,pa=pP3=ps=0
pe=1[Pipr=p3=ps=0

Le calcul pour dy et dz est analogue :

dy [pdy] ;. _ [pdz]

[p], (p]

Dans le plan ce mode de calcul est d'un usage courant
(mailles triangulaires). Rappelons encore deux pro-
priétés de D'affinité : dans les équations (14), si l'on

fait abstraction des paramétres a, b, ¢, on obtient
(voir [4])

' —x = (rgz—rgy) + (8,2 + sgy + s,2) ou

148,=4d,

an Y= )+ (s By s o

1+ 8,=d,

2 —z=(ry—ry) + (sv + sy + 83z) ou

1+8;,=d,

et 29y =h;+ 8 2s5=hy+ g 2s3="h3+ g5

‘ ‘
2ry=h,—g 2ry=g,—hy 2rg=h;—g;
Les bindmes entre parenthéses définissent une rotation
(composantes 7y, o, r5) et les trindmes une déformation
pure ou irrotationnelle ; de plus en chaque point, il y

a trois directions dites atropiques, pour lesquelles
’

’ ’
z—: g—zf et dont la détermination dépend d’une
équation de 3¢ degré.

En pratique les diflicultés commencent lorsque n > 4
car une maille unique ne suffit plus. Déja dans le plan,
si n = 4, on peut constituer deux mailles triangulaires
dont le coté commun est I'une ou 'autre des diagonales
du quadrilatére. Certains praticiens ont alors songé a
lever cette ambiguité en ayant recours a la transfor-
mation plus générale bien connue, a mailles quadran-
gulaires :

s _ o+ by + ¢ lf:azw"{“bzl/‘f‘c‘z

ar + by + 1 ax + by + 1

mais ils y ont le plus souvent renoncé. Dans I'ensemble
ce vaste probléme reste posé, actuel, et le sera longtemps
encore sans doute. C’est pourquoi il a paru opportun

d’y consacrer quelques lignes dans le Bulletin Technique.

LITTERATURE

[1] Kovr, O.: Methode der kleinsten Quadrate. (Springer,
Berlin.)

[2] Kunvy, W.: Festpunktlose rdaumliche Triangulation.
(Wittwer, Stuttgart.)

[3] An~sermer, A.: Le calcul des déformations en géodésie.

[4] An~sermEer, A.: Quelques aspects de la transformation
affine appliquée aux mensurations. (Revue des men-
surations n° 4, 1949 ; n® 9, 1954.)

[5] Merker, H.: Zur maschenswveisen Abbildung. (Vermes-
sungs Nachrichten, 1934.)



	L'emploi en topographie de l'affinité et de la transformation d'Helmert

