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CALCUL DES TUBES CYLINDRIQUES DE REVOLUTION
D’EPAISSEUR VARIABLE, SOLLICITES A LA FLEXION CIRCULAIRE

Le calcul des déformations et des contraintes d’un tube
cylindrique de révolution d’épaisseur variable, sollicité par
des efforts circulaires, a été effectué de diverses maniéres par
plusieurs auteurs (bibliographie n° 1, 2, 3, 4); les méthodes
proposées conduisent & des calculs beaucoup plus compliqués
et plus longs que dans le cas particulier du tube cylindrique +
de révolution a épaisseur constante.

Introduction

par JACQUES PASCHOUD, ingénieur E.I. L.

s=h'
h

|
\‘ sections limites du tube.

dx

Le présent travail tend a donner la possibilité de calculer | E module d’élasticité monoaxial.

. .

les tubes cylindriques de révolution d’épaisseur variable avec |

d, :
y = —/ rotation de Ja fibre moyenne.

| r rayon moyen du tube, perpendiculairement a l'axe.
r . . ‘
— = Cte. facteur de forme du tube (voir paragr. 2).

@ abscisse comptée sur I'axe du tube, & partir d’une des

y déplacement radial d’un point de la fibre moyenne.

la méme facilité et la méme rapidité que les tubes @ épaisseur |

constante ; son but étant essentiellement pratique, la justifi-
cation de la méthode est placée en fin d’article (paragraphe 8)
et réduite au strict nécessaire.

La méthode est tout d’abord expliquée briévement, puis
illustrée par des exemples de calcul numérique.

La méthode de calcul

1. Notations et signes
La figure 1 indique les sens positifs adoptés.

h épaisseur du tube, variable ou constante, comptée radia-
lement.

. Ak wlsl g ; s ¢

h' = — dérivée de h par rapport 4 @, c’est le taux de varia-

dx I §

tion de I'épaisseur le long de 'axe.

[ longueur du tube.

fibre moyenne aprés deformation

-~
Ly —
To {_/._I y'
= 1Y
MD il
’ \ \ h\
|
|
|
1
|
I
|
N S
t
ig. 1. — Notations el sens positlifs adoptés

(en réalité les moments et efforts tranchants positifs
provoqueraient des rotations y’ négatives).
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M moment fléchissant, uniformément réparti sur la circon-
férence du tube, et rapporté a Uunité de longueur de la
circonférence moyenne.

T effort tranchant dirigé radialement et réparti comme M.

A longueur d’amortissement: c’est 'abscisse & pour laquelle,
dans le tube illimité, les valeurs de y, 8, M et T sont le
1/,s des valeurs respectives 4 lorigine. La désignation
« croissant » ou « décroissant » mise en indice sert & indiquer
le sens dans lequel le tube est considéré (tube a épaisseur
croissante ou décroissante).

v coefficient de Poisson, pris égal a 0,3.

A =d.z.E angle en radians sans signification spéciale
rappel : 1 radian = 57,3°.

— *Eps® . .
y= 10.92° %z extension radiale réduite
[ EW o ou 10,92 = 12 (1-v?)
0 = .Y rotation réduite

10,92 \/rh
T—= T\/E effort tranchant réduit.
= A . : Sy
A= \/T longueur d’amortissement réduite.

The
o ; :

E=_—— abscisse réduite.

20/rh,

m, m’r L, t,y Y: YI} Z7 ZI; mo, ml;; to, tl;y Yﬂ: Yt’h ZO’ Zé: Bv ds z
sont des facteurs n’intervenant que numériquement, et
sont donnés par leurs courbes représentatives (voir fig. 3,
4 et 5 et paragraphe 6).

«o» indice de la section origine du tube.

«l» indice de la section terminale limite du tube.

«f» indice rappelant qu’il s’agit de grandeurs se rapportant

aux «tubes fictifs » (voir paragraphe 5).

Remarque : Les tubes seront répartis en trois catégories sui-
vant leur longueur :
10 tubes longs : 1 > Aeroissant™> 0 ; ce sont les tubes dont
la longueur est plus grande que Ja longueur d’amortisse-
ment comptée dans le sens de I'épaisseur min. a I'épais-
seur max. (sens croissant), lorsque cette longueur d’amor-
tissement est positive ;
20 tubes courts : 1 < Agrojssant ;
30 tubes trés courts : | < Ngécroissant OU Acrojssant << O.

2. Limautes d’application de la méthode

Un tube cylindrique de révolution est un corps creux pré
sentant la symétrie de révolution autour de I'axe du tube
et dont la couche moyenne (qui est la surface radialement
équidistante des surfaces intérieure et extérieure du tube) est
a une distance radiale r de l'axe, distance qui peut &tre
considérée comme constante sur toute la longueur du tube.
L’épaisseur h comptée radialement doit étre faible par rap-
port au rayon r du tube. Les sollicitations doivent non seule-
ment présenter la symétrie de révolution mais étre cons-
tantes sur toute la longueur d’une méme circonférence
moyenne du tube: ce sont les sollicitations circulaires ; elles
provoquent évidemment des déformations également circu-
laires, vu la symétrie de révolution du tube.

La méthode exposée est rigoureusement applicable aux
tubes dont I’épaisseur varie selon la loi

h = (a + bx)?

a et b étant deux constantes quelconques ; de tels tubes ont
Bl
un facteur de forme s = h' 7 qui garde une valeur constante

en toutes sections du tube. Pour toute autre loi de variation
de I'épaisseur, le facteur de forme s varie le long du tube.

La méthode sera cependant encore applicable, par extension,
a des lois quelconques de variation réguliére de Iépaisseur ! ;
en particulier elle permettra de calculer les tubes a variation
linéaire de Uépaisseur, 4 condition de prendre alors, pour le
facteur de forme s, la valeur résultant de la figure 2 qui

[ . s 3
donne la courbe représentative du rapport — (ou s, est la
So

r ot . - s
valeur de A’ ; a lorigine du tube linéaire) en fonction du

hy
h
du tube a I’épaisseur h, dans la section origine ; étant spécifié
que pour la détermination de h; la longueur & considérer du
tube doit étre au plus égale 4 la longueur d’amortissement A
dont la valeur résulte de la figure 3 ou de l'expression du
paragraphe 6 et qui est différente suivant le sens croissant
ou décroissant dans lequel le tube est parcouru. Comme la
figure 3 et I'expression du paragraphe 6 donnent M en fonction
de s qui n’est pas encore connu, la valeur de s, sera prise en
premiére approximation et corrigée successivement ainsi que
la valeur de A correspondante.

Ceci revient a assimiler le tube a variation linéaire de
I'épaisseur a un tube équivalent de méme A, et r et ayant
cette valeur de s. Lorsque le tube est court (I <X ou A < 0),
il conviendra de noter que la valeur absolue de s n’est alors pas
nécessairement la méme pour les deux tubes fictifs dont il sera
question au paragraphe 5.

rapport de Iépaisseur &; dans la section terminale limite

3. Relations entre les forces intérieures et les déformations dans
une section quelconque du tube axialement illimité.
En faisant usage des notations précédentes (paragraphe 1),
ces relations sont les suivantes :

s - T I [
M=—my—m'.0 y—EY.IVI+EY.T
1 1 !
T=2y+1t.6 GZ%EZ.JVI——EA.T

! Voir bibliographie n° 3, paragraphe 12.

Fig. 2. — Pour le facteur de forme du tube
a variation linéaire de I'épaisseur.

r . N

So= Iz,’\/,_ = valeur a 'origine du facteur de forme du tube
1,
o

a variation linéaire de 1'épaisseur.
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Les coeflicients m, m’, t, t', Y, Y’, Z, Z' sont donnés numé-
riquement par leurs courbes représentatives en fonctions du

facteur de forme (voir paragraphe 2) s = A’ ;—1 pour les valeurs

les plus fréquemment utiles — 0,6 < s < 4 0,6 (voir fig. 3);
pour d’autres valeurs exceptionnelles de s, ces coeflicients
seront calculés au moyen des expressions données plus loin
au paragraphe 6.

Ces relations I permettent le calcul immédiat des hypersta-
tiques a Uorigine d’un tube assez long (I =\ > 0).

Elles servent également au calcul des tubes courts (I < A ou
A < 0) selon le procédé indiqué plus loin au paragraphe 5.

4. Lois de variation des forces intérieures et des déformations
d’une section a une autre du tube axialement illimité.

Avec les notations du paragraphe 1, les relations expri-
mant ces lois sont les suivantes :

M=e—B%€. <%masinA + cosA> : M0+(% m, sin A) .7,

(—tosinA).Ma+<—%t,§sinA+cosA> g

i =TT

Yy =e—BE. L(% Yo sinA+cosA> Yot <% Yea sinA) 2105

T = e—P€.

6 —e—P:t.

(—ZosinA). 7, +<—%Z§ sinA+cosA> . 6o

B

|
B

04 'MW

Sl I

WA 0 0 0z 8 04 s

Fig. 3. — Coefficients des formules I ;

longueur A d’amortissement réduite.

les coefficients my, mo, to, toy Yo, Yo, Zoy Zg, B, d sont
donnés numériquement par leurs courbes représentatives en

r

fonctions du facteur de forme (voir paragraphe 2) s = h'\/%

pour les valeurs les plus fréquemment utiles —0,6 <s < --0,6
(voir fig. 4) ; pour d’autres valeurs exceptionnelles de s, ces
coeflicients seront calculés au moyen des expressions données
plus loin au paragraphe 6 ;

le coefficient z est donné numériquement par sa courbe
représentative en fonction du produit (.s), de Pabscisse

z
réduite £ = —— par le facteur de forme s (voir fig. 5);
iy

la valeur de I’exponentielle =< est donnée par sa courbe
représentative en fonction du produit (Bzz) (voir fig. 6);

enfin angle A, exprimé en radians, est égal au produit
(dzg). 1l est rappelé que 1 radian = 57,3°.

Ces relations II permettent le calcul rapide des déformations
et des forces intérieures dans une section quelconque d’un tube
assez long (I = A > 0), en fonction de leurs valeurs dans la
section origine de ce tube.

Elles servent également au calcul des mémes lois dans les
tubes courts (I <A ou A < 0) selon le procédé indiqué au
paragraphe 5.

5. Calcul des tubes courts

Le calcul des tubes courts c’est-a-dire

(l < )‘croissant) N

o e

-06 -08 -04 -03 -02 -01 0 +01 02 403 04 05 *06

Fig. 4. — Coeflicients des formules II.
Pour z et A voir courbe spéciale du coefficient z, fig. 5.
Pour ¢—Pz§ voir courbe spéciale, fig. 6.
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T

Fig. 5. — Coefficient z des formules II; & = ————
20 Vrh,

s’introduit également dans A = d.z.%
Pour d, voir courbes des coefficients des formules II, fig. 4.

tels qu'il ne soit pas possible de négliger I'influence d’une
extrémité du tube sur Pautre extrémité, s’effectuera selon
les relations I et II par approximations successives, de la
maniére expliquée ci-dessous pour le cas particulier ou ce
sont les forces intérieures qui sont imposées aux deux extré-
mités du tube ; les autres cas se traitent de fagon similaire ;
lorsque par exemple les déformations sont imposées, il suﬁit
de remplacer, dans ce qui suit, M par y et T par 6.

Le tube & calculer est solhc1te dans sa section omglne 0,
par M, et T, et, dans sa section hmlte L, par M; et T; impo-
sés; il a la longueur I (voir fig. 1).

Ce tube est remplacé par la superposition de deuz tubes
fictifs, illimités axialement, 'un 1 au-deld de la section L,
Pautre 2 en dega de la section O, et chargés uniquement dans
leurs sections origines respectives O et L par My et Ty,
respectivement My et Ty .

1) Porigine du tube 1 est la section 0. Cette section O
étant chargée par My = M, et Ty = T,, les relations Il
permettent de calculer les forces intérieures en z = [ (sec-

Fig. 6. — Courbe de e—Pz§ des
z
20V rh,
Pour B, voir courbes des coeflicients
des formules II, fig. 4.
Pour z, voir courbe du coefficient z
des formules II, fig. 5.

formules II; & =

tion L) de ce tube fictif; elles seront notées AM; et N1

2) Porigine du tube 2 est la section L. Cette section L
étant chargée par My = M;— AM; et Tz,= =T - AT_"z,
les relations Iljs, ou lon introduit My et Ty a la place
de M, et 7‘0, permettent de calculer les forces intérieures
en ¥ =1 (section O) de ce tube fictif; elles seront notées
AM, et AT,.

1') refaisant le caleul 1) a partir de My = M, — AM, et

TgL—- s + AT,, il vient en z = I (section L): AM{ et
ATY 5 -

_ 2') refaisant le calcul 2) a partir de My = M; — AMj et
Ty=—Ti+ AT/, il vient en z =1 (section 0): AM; et

AT; qui permettent de répéter le calcul 1) d’ou A MY et

AT{" qui permettent de répéter le calcul 2')... et ainsi de

suite jusqu’a des résultats invariables 4 la précision désirée,

résultats correspondant aux valeurs de :

pour le tube 1: My et T.,/ dans la section omgme 0 et
AM; et ATy en z =L

pour le tube 2: My et Ty dans la section origine L et
AM, et AT, en z = L.

Les relations Is4 permettent alors de calculer
pour le tube 1 : §or et By en @ = O puis A et Ag en o =1
pour le tube 2 : Ty et 6y en @ = O puis A¥, el A, en & = [

Les relations II permettraient également de trouver les
forces intérieures et les déformations dans toutes les sections
des tubes fictifs, si cela était désiré.

La superposition des forces intérieures et des déformations
de ces deuz tubes fictifs fournit enfin les forces intérieures et
les déformations du tube court proposé. A remarquer, pour ce
faire, que le tube 2 est considéré dans le sens inverse du
tube 1 et du tube proposé ; dans la superposition, les valeurs
de Ty et 8 de ce tube 2 deyront donc changer de signe ; d’ou :
pour le tube réel

Mo="My+ AM,; To= Ty—2AT,
My = My + AMy; Ti=—Ty+ATh
Yo = Yo + BYo ; 8o = 8y — AB,

Y=Yy + Dy 6= 0y + Af

ITT

1 A est ici le symbole d'une variation, et non pas I'angle A =
n’apparait que précédé du signe trigonométrique sin ou cos.

d:§ qui
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TABLEAU DES VALEURS NUMERIQUES

s - 0,6 - 05 s ) 0 +0,2 + 0,4 +0,5 +0,6
m =t 2,299 2,607 2,939 3,305 3,715 4,189 4,749
m’ 1,522 1,837 2,187 2,571 2,987 3,437 3,922
¢ 3,129 3,438 3,802 4,248 4,807 5,524 6,463
Y=2 5,426 4,466 3,676 3,026 2,491 2,051 1,688
¥’ 3,591 3,148 2,736 2,354 2,003 1,683 1,394
7 7,385 5,889 4,755 3,890 3,223 2,704 2,297
mo = 1 3,483 2,904 2,617 2,000 1,634 1,307 1,008
Yo | 1,650 1,597 1,566 1,556 1,566 1,597 1,650
% | 4,888 3,893 3,143 2,571 2,130 1,788 1,520
Yo=25 | 1,503 1,627 1,791 2,000 2,261 2,585 2,988
7 1,897 2,081 2,301 2,571 2,909 3,344 3,917
B | 8444 7,275 6,175 5,142 4175 3,275 2,444
d 4,849 5,010 5,109 5,142 5,109 5,010 4,849
X 1,222 1,344 1,691 1,870 2,505 3,600 6,07 8,34 13,02
E.s ~0,080|—0,075|—0,070 0,065 —0,060‘—0,055 ~0,050|—0,045|—0,040 —0,035|—0,030|—0,025|~0,020|—0,015|~0,010/~0,005| O |+0,005
z 10,059| 9,242| 8,600 8,075/ 7,636/ 7,260| 6,931 6,643| 6,385 6,154 5,945| 5,753 5,579| 5,417| 5,268 5,130| 5,000 4,879
£.s +0,010/--0,015 +0,020'+0,025 +0,030|--0,035|+0,040(-+0,045 0,050 |+0,055|-+0,060|+0,065 +0,070|+0,075|+0,080 +0,085 0,090 |+-0,095
z 4,765| 4,659 4,558} 4,463 4,373 4,287| 4,206] 4,129| 4,054 3,984 3,917| 3,852 3,7901 3,731\ 3,673| 3,619 3,566| 3,515
‘ | l
B.z.€ 0,001 0,002 0,004 0,007 0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,06 0,07 | 0,08 | 0,09 00 | 0,42 | 0,45 | 0,20 | 0,25
—Pp? 0,999 0,998 0,996 0,993 0,990/ 0,980 0,970/ 0,961 0,951 0,942 0,932 0,923 0,914 0,905 0,887 0,861| 0,819 0,779
|
‘ J ‘ | \ : \
B.z.€ 0,30 | 0,40 = 0,50 060‘ 0/0 0,80 | 0,90 1,0 | 1,2 20 | 25 (30 (35 |40 |50 |60 |70
eP€ 10,7408/ 0,6703 0, 6065/ 0,5488 0,4966 0,4493 0,4066 0,3679, 0,3012 0, 2231 0,1353 0,0821 0,0498 0,0302 0,0183/0,0067| 0,0025, 0,0009

Dans le cas des tubes tres (I < Nageroissant OU
Meroissant < 0), qui, cela doit étre noté, ne présentent qu’excep-
tionnellement un intérét industriel vu leurs sollicitations
généralement défavorables, le procédé précité d’approxima-
tions successives ne converge que lentement, et il peut y
avoir intérét & résoudre directement le > systéme des quatre
équations III precedentes avec Moy, Toy, My, Ty comme
inconnues, A Mo, AT, et AM;, ATy étant liés par les relations
II & My, Ty et respectivement Moy, Toj; cette résolution
est aisée car chaque équation ne contient que trois inconnues.
Cette maniére de faire, si elle est jugée préférable, est d ail-
leurs applicable pour toutes les longueurs de tubes.

courts

6. Ezpressions analytique‘s des coefficients des relations I et 11

Les courbes des figures 3 et 4 donnent les valeurs de ces
coeflicients lorsque le facteur de forme (voir paragraphe 2)

g= h’% est compris entre —0,6 et 0,6 ce qui correspond

aux valeurs les plus fréquemment utiles ; ces courbes, ainsi
que celles des figures 5 et 6, ne sont que la traduction gra-
phique du tableau suivant des valeurs numériques qui per-
mettront, au lecteur qui le désirerait, de tracer ces courbes
a une échelle supérieure a celle des reproductions ci-jointes,
pourtant le plus souvent suffisante (voir le tableau des valeurs
numériques au haut de la page).

Pour toutes autres valeurs de s, qui correspondent d’ail-
leurs 4 des formes de tubes moins couramment réalisées, les
coeflicients seront calculés, en posant :

Z‘fl Z,-’)'” —_——— signe -+ pour 2y
= 4
| 2b I/ \/ 1.+0, OH“ ).8 '_() 3215 signe — pour 29,
€ == |,5 + 2y
au moyen des expressions suivantes :

D :
A== ( 25 —1 ) longueur d’amortissement réduite
l 1.5 2 2 ’ J‘ e
m = — (€% 4 45%).s? m :7()e+1) @
4 2 3
t = (2e—3).m.s T =m >
4 ~
10 ' g
Vo s R yr 1N =
W) m =
m -+ jnz s S
) 2
B om0 7 =Y 8
t o
5]
MNinek: . 4 —_
me =2 my = 5—
20 2%.s .
S
; 1 8 (e—2)—(€*+4d2) v =
f — —ii S = m
i 2 2 ; ’ ®
~
= € @
Y; =2 75 ¥ =lm, B
d 2
A im.m,’, =Yy _§
=
5
B =2(e—4).s d = 2,2d.s S

Enfin, dans le cas exceptionnel ol (E.s) n’est pas compris
dans l'intervalle —0,080 & 40,095, la valeur de z sera cal-
culée par I'expression :

1 151

z 13 .logye (1 4+ 10.85).

! Lorsque la valeur de X est infinie (pour s = 4 1,341) il n’y a aucun
amortissement dans le sens considéré (croissant) du tube, c’est dire que
dans ce sens les lois de y, §, M et T sont alors purement sinusoidales.

Lorsque la valeur de A est négative, au lieu d’amortissement il Yy a au

contraire amplification dans le sens considéré (croissant) du tube.
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7. Exemples numériques

Les exemples numériques maintenant développés per-
mettent de préciser la marche des calculs.
= )‘croisanb> 0.

Il s’agit du méme exemple précédemment traité par les
auteurs cités en bibliographie n% 2, 3 et 4.

Calculer les déformations origines, fleches et rotations, des
deux tubes cylindriques, croissant et décroissant linéaire-
ment, donnés par :

r=>50 cm, h, =5 cm, ' = + 0,02, [ = 200 cm

sous les deux cas de charges origines suivants :

B =
)Mo=y —way T =0
E.h3

B) My=0, To= g = - V rh, .

En voici le calcul complet fait a la régle (les valeurs supé-
rieures sont celles du tube croissant, les valeurs inférieures
sont celles du tube décroissant) :

selon le paragraphe 2: 5, = h’\/Z = + 0,0632
(4

Ier exemple : tubes longs :

selon la figure 3, avec s = s,: X = {%:;g d’ou A = {gg é gz
1 (147
alors =10.86
ALY s 0,976 s 0,062
et d’aprés la figure 2 : 7 — {1’024 d’ou s= {i0,065
les courbes de la figure 3 permettent de relever :
12,84 r_J2,24 _ /3,65 r_ J2,86
Y=1323" Y =1241" Z=1514> Z =133
Les relations I donnent alors immédiatement :
S ___ER =
a) Tubes sollicités par M, = 21— et' T,=0
- 12 (1 —?)
en multipliant par “ER :
0,284 ot b (71,0 em
=10,323 o Yo = 180,7 cm
Yo _ [—0,730 Lot . [— 11,54
Yo =
\/rh }—~0828 |— 13,09
= E.h}
b) Tubessollicités par M, =0 et 7T,= 0 _l -\/rh,
multipliant par Rll=sf) 1
en multiplian —_—
ey E.1 \/rh
Yo _ 0,224 _ {881 cm
rh, . \/rh, 10,247 976 cm
Yo _ [—0,286 ., . _1 71,0
m, 1 —0323 40 w=)_gyy7

Le tube & épaisseur constante conduit a des calculs en
tous points semblables & partir de s = 0.

2¢ exemple : tube court :

successives)

I < Aeroissant  (par approximations

Calculer les moments fléchissants aux extrémités d’un
tube a épaisseur variable donné par:
r=100 c¢m, h,=7,5 cm, ly=4 cm, hj=—0,1098, [=37 cm
I'épaisseur variant selon la loi h = (a + b2)?,
et dont les déformations sont imposées aux extrémités :
Y, = 1000,8, =0 et 7= 6, = 0.

(’est intentionnellement qu’'un tel tube, & considérer
comme déja trés court puisque ! < Mggcroissant, a été pris
comme exemple du procédé d’approximations successives
qui est alors suffisamment développé pour que le lecteur
puisse s’en faire une idée exacte. Dans les cas les plus cou-
rants de tubes moins courts, le procédé est beaucoup plus rapide
parce que la deuxiéme approzimation est alors suffisante.

Voici le calcul complet fait a la régle (selon le paragraphe 5) :
a) sens décroissant : s = — 0,40 ; tube fictif 1
selon figure 3: % = 1,49 d’o0 A = 41 cm > I,
les courbes figures 3, 4, 5 et 6 permettent de relever :

m = 2,60, m' = 1,835, Y,=1,627, Y, = 1595, Z, = 2,08
Z; =15627, b= 7,27,:d =.5,01.

Le calcul donne & (en z = 1) = 0,0676, &.s = — 0,02704
a quoi correspond (fig. 5) z = 5,83. Alors Bzf; = 2,865
ce qui donne (fig. 6) e—P=€ = 0,057 ; puis A; = dzg; = 1,974
d’out sin A; = + 0,920 et cos A; = — 0,391.

Les relations I et II permettent d’écrire (en remplagant
comme expliqué ¥,, 90, Y1y 8 respectivement par ,;,
Ay, Ael) .

a) M =—260.5y—1,835.8

a;) A= 0,02032.%50 + 0,0418.80;;
— 0,0650. 8,

sollicitations réelles a I'origine 7, = 1000, 8, = 0; ce sont

les valeurs a prendre en premiére approximation pour o

et 8, du tube fictif 1.

b) sens croissant : s = -+ 0,40 ; tube fictif 2

X=6,07 dou A =121,5 cm > I;

de la méme fagon que précédemment, il vient successivement:

(& noter que Y;, d et A; restent inchangés)

m=14,20,! m''= 3,43, V= 25687 ;=="1 595/ 7,1 = 334

Z; = 2,58, B = 3,27 ; § =0,0925, &.s = 4 0,03700,

z = 4,25, pzr1 = 1,286, e—ﬁzél = 0,273

d’ou (en remplagant comme expliqué yo, 60, 71, & respecti-

vement par ¥y, O, Afo, AB):

b) M =—4,20.5 —3,43.8

by) Ao = 0,2182. 7 + 0,2005.6y ; A8, = — 0,840. 7 —

— 0,431 .6y

sollicitations réelles a Dextrémité: = 6 = 0; ce sont les

valeurs a prendre en premiére approximation pour les solli-
citations origines du tube fictif 2.

A8 = — 0,1091. 50 —

Procédé d’approximations successives :

a) oy = 1000 ; B0y = 0 d’ou par ap) : Az = + 20,32; A = — 1091
b) yy =0—2032=-—2032; 6y =0—109,1 =—109,1 d’ou par by) : Ay, — — 26,31 ; AB, = + 64,1
Ja') o= 1000 + 26,31 = 1026,31; 8y =0+ 64,1 = + 64,1 d’ot par ay): Af = + 23,53; AB = — 116,1
| &) yy =0—2353=—2353; 8y = 0 —116,1 = —116,1 d’ou par b,): Ay, = — 28,41 ; A, = + 69,8
]a") Yo = 1000 + 28,41 = 1028,41; 0y = 0 + 69,8 = + 69,8 d’ou par ag): Ay = + 23,81 ; A8 = — 116,7
l ") yy = 0—23,81 = — 23,81 ; 0y = 0—116,7 = —116,7 d’ou par by) : | Ay, = — 28,59; A8, = + 70,3

[
v

op = 1000 + 28,59 — 1028,59 ;
Tipr= 0= 28,84 = 23,84 ;

0,y =0+ 70,3 = + 70,3
0y =0—116,8 = —116,8

d’olt par ap): | Ai = + 23,84; Ag

= —'116,8
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Les valeurs encadrées sont les valeurs définitives a la
précision de la régle (il aurait d’ailleurs été suffisant de s’en
tenir & la troisiéme approximation).

II vient donc:

Tube fictif 1 :
Yoy = 102859 ; 8, = + 70,3

Brotphi o) vyt dgpg X8 <O

Ay = + 23,84 ; A® = — 116,8

d’ott ‘par a;): AM; = + 152,3 ligc.f:gl
Tube fictif 2 :

yiy = — 23,84 ; 8y = — 116,8

d'oit par by) : My= 4 501 <E-O

Ay, = — 28,59 ; AB, = + 70,3

d’owt par by) : AM, = — 1215 118;‘:2 ,

La superposition des deux tubes fictifs (comme expliqué,

les signes de By et A®, doivent étre changés) donne les valeurs
du tube réel :

Yo= 4 1000; 6, =0; M,= — 2925 kg . cm
cm

yi=0; B—0; My— + 65358
cm

Ici encore le calcul serait le méme pour le tube a épaisseur
constante ; une simplification s’introduit cependant par le
fait que les relations aj2) et b1s) sont identiques pour s = 0.

Cet exemple pourrait également se traiter par la méthode

d’élimination du tube trés court (voir paragraphe 5 et troi-
sitme exemple).
3¢ exemple : tube trés court : | < Aeeroissant OU Acrojssant < 0.
Il s’agit d’un exemple déja traité par les auteurs cités en
bibliographie n% 3 et 4.
Un tube cylindrique & épaisseur variable selon la loi
h = (a 4 bz)%, donné par
ho =56 mm, r=1150 mm, s=-—2355; =90 mm,
hy =19 mm, est sollicité dans la section origine par

M= ebn L= et a l'autre extrémité par

1—v2’

et Ty = —0,0717.

E
1—v2
M; = 26,49.

1
17

E
1 —v2
fleche y, 4 Dorigine.

Calculer Ja

E
1—v2’

La valeur de s étant extérieure a I'intervalle — 0,6 & + 0,6,
les coeflicients seront calculés par les expressions du para-
graphe 6 ; le calcul suit la marche indiquée au paragraphe 5 :
a) sens décroissant : s = — 2,355
selon le paragraphe 6: X = 0,429 d’oi A = 109 mm > [
Y =2681, Y'=28280, m,=29,49, m =546, t, = 80,0
t,:5=129.49; B = 21,59, d = 1,464, By ==40,01773;

B.s = —0,0418, ' z=6,47, = BzE = 2,478, A;= dzf; —
= 0,1680 radians, e—P=§ = (,0839, sin A; = 0,1672,
cos Ay = 0,986,

d’on :
a) 7§ =2,681.M + 0,880.T

ay) AM; = 0,2896. Mo + 0,03832.T,; ;

AT, = — 1,122. Moy — 0,1242. Ty
sollicitations réelles a Iorigine :
E = E
Mo:m et Ta=+253,8m

s = + 2,355
X< 0:il n’y a donc pas d’amortissement dans ce sens, 1l
y a au contraire « amplification ».
Y =0,3415, Y’ ' =0,1830, m,=—2,671, m,= 5,46,
5=1,019, to = — 2,671, B=--1,956,,,. d—1.464
5 =0,03044 &.s =4 0,0717, z= 3,77, BzE; = — 0,2245,
A7 = 0,1680 radians, e—P28 = 1,252, sin A; = 0,1672,
cos A = 0,986,
d’ou :
b)) y = 0,03415.M + 0,01830.7.
by) AM,= 4+ 0,956.My + 0,573.Ty ;

AT, = —0,2138. My + 1,517. Ty,

sollicitations réelles a I'extrémité :

E = E
Mz:26,4£).1__v2 et Tl=—10,60.1__v2.
Pour un tube aussi court, le procédé d’approximations
successives converge trop lentement ; les équations III (voir
le paragraphe 5) s’écrivent donc, au moyen de a,) et b,)

b) sens croissant :

;@ L==v3
<tout est multiplié par i ):

Mo=Mo+AM,=1. Mo+0,956. My+0,573. Tyy= + 1
Tom=Top— ATl To+0,2138. My—1,517. Ty= + 253,8
M= My+AM;=0,2896. M5+ 0,03832.T o+ 1. M= + 26,49
—Ty=Ty—AT; = 1,122 . My+0,1242 .Toy+1.Ty=+10,60
Par substitution de Mo et Tof tirés des deux premiéres

équations et élimination de My, il vient successivement et
alsément :

Ty =+ 877, AT, = — 183
My= 4+ 24,38, AM;= 4+ 211 le facteur T2
jwo/: — 27,35, AMa == + 28’35

Ty = + 261,85, AT, = + 8,05

J est sous-entendu !

Ces valeurs introduites dans a;)et b;) donnent :
tube fictif 1: 7, = + 156,9
tube fictif 2: Ay, =+ 1,116

et par superposition :
5 el
tube réel : y, = + 158,0 d’ou y, =~]—§L~yo = + 696 mm.
h

o

Calculs effectués a la regle.

Ici encore les calculs seraient les mémes pour un tube a
épaisseur constante, les équations ay) et byg) étant cepen-
dant alors identiques puisque s = 0.

8. Justification de la méthode

Dans une précédente étude (voir bibliographie n® 3, en
particulier le paragraphe 8), l'auteur avait montré que
I'équation différentielle de I'élastique du tube cylindrique
de révolution a épaisseur variable, soumis a des sollicitations
circulaires,

() 12— =0
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était satisfaite, lorsque & = (a + bz)?, par I'expression

L3
y=~h (r+3) .[A, cos (b Log k) + B, sin (d Log h)] +
i 3

— ht (yy‘ﬂ .[A, cos (d Log h) 4 B, sin (d Log h)],

Log étant le symbole du logarithme népérien, T et d ayant
la méme signification qu’au paragraphe 6.

Le paragraphe 10 de I'étude précitée donnait la méthode
générale de calcul des constantes A et B en fonction des
conditions aux limites ; cette méthode s’exprimait par une
suite d’écritures symboliques, a développer numériquement
dans chaque cas. S’il avait été possible de traduire analyti-
quement jusqu’au bout les écritures symboliques, des expres-
sions analytiques auraient été trouvées, en fonction des
données, pour les constantes A et B. La complication inex-
tricable de ces développements analytiques a conduit &
n’envisager alors que les cas beaucoup plus simples des
tubes axialement illimités. C’est le développement analytique
complet de la méthode générale symbolique, dans le cas des
tubes axialement illimités, qui conduit aux relations I et II
et aux expressions de leurs coeflicients données précédemment.

Le calcul des tubes courts a partir des lois des tubes illi-
mités se justifie aisément :

L’expression de la fleche y, rappelée ci-dessus, est linéaire
et homogéne en les Ay, By, Ay, B, Le tube illimité a deux
constantes nulles : A; et By si le tube est décroissant, A, et
B, s’il est croissant. Ainsi le terme en A; et B; correspond
a la loi du tube illimité croissant et le terme en A, et B,
correspond 4 la loi du tube illimité décroissant de mémes
données. Les constantes A; et By d’une part, A, et B, d’autre
part s’expriment donc en fonction des sollicitations limites
inconnues respectives de ces deux tubes illimités. En addi-
tionnant les deux termes, c’est-d-dire en superposant les
deuz lois des tubes illimités, on revient & I'expression initiale
compléte de la loi du tube court, & laquelle correspondent les
sollicitations limites imposées de ce tube. Ecrire cette corres-

pondance conduit a déterminer les sollicitations limites incon-
nues des tubes illimités dits «tubes fictifs», ce qui donne
les relations I[II. Le fait que ces relations peuvent générale-
ment étre rvésolues par approximations successives est si
naturel, vu lamortissement des lois des tubes illimités,
qu’il est superflu d’insister sur ce point.

Enfin I'étude précitée donnait déja un moyen de déter-
miner le tube équivalent — dont I'épaisseur varie selon la
loi h = (a + bz)*> — remplacant le tube a calculer dont la
loi de variation de I’épaisseur peut étre quelconque. La
détermination de trés nombreux tubes équivalents a conduit
4 la solution pratique rapide donnée au début de la présente
note pour les tubes & variations linéaires de I’épaisseur.

9. Remarque

Il est intéressant de souligner en terminant que le tube cor-
respondant a | s| = 1,341 ne provoque aucun amortissement
des lois de 7, 8, M et T dans le sens croissant et au contraire
un amortissement trés rapide dans le sens opposé (3,6 fois
plus rapide que pour le tube & épaisseur constante corres-
pondant) ; les tubes dont le facteur de forme s est plus grand,
en valeur absolue, que 1,341 provoquent méme une ampli-
fication des lois susdites dans le sens croissant ; ce fait n’est

pas sans signification pratique.
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Résistance des matériaux et élasticité (cours professé a I'Ecole
des Ponis et Chaussées), par Gaston Pigeaud, inspecteur général
des Ponts et Chaussées, chef du Service central d’études tech-
niques du Ministére des travaux publies. Troisieme édition.
Librairie-imprimerie Gauthier-Villars, 55, quai des Grands-
Augustins, Paris (6¢). — Tome I: un volume 16 X 25 cm de
xv + 510 pages, avec nombreuses figures ; 1948. Prix : broché,
2000 fr. francais. — Tome II: un volume 16 X25 cm de 522
pages, avec nombreuses figures; 1950. Prix: broché, 3000 fr.
francais.

Voici la troisieme édition — et méme la quatriéme, si 'on
tient compte que J'une d’elles a donné lieu a deux tirages —
d’un cours, enseigné pendant plus de vingt ans aux éléves
de I’Ecole nationale des Ponts et Chaussées.

L’auteur, outre ses fonctions de professeur, dirigeait en
méme temps le Service d’études techniques du Ministére des
travaux publics, et a ce titre a eu soit a faire, soit & faire
faire, soit 4 connaitre la plupart des projets d’ouvrages, tant
métalliques qu’en béton armé, exéeutés pendant cette période.

C’est dire que le traité, dont voici I'édition définitive, a
subi les deux sanctions redoutables et de I'enseignement et
des réalisations pratiques, et il est devenu, au moins pour
les pays de langue francaise, un véritable classique en la
matiére.

Il a été congu pour un auditoire spécial, celui des éléves
de I'Ecole nationale des Ponts et Chaussées, dont la culture
scientifique est élevée et dont Tactivité professionnelle aura

surtout a s’exercer dans le domaine des ponts et charpentes.
Il leur faut surtout des notions générales et des méthodes
d’ensemble, reposant sur des bases aussi larges et aussi bien
assurées que possible, a la fois souples et fécondes, afin de
s’adapter facilement & 'immense variété des cas concrets de
la pratique, et avec toutes les réserves nécessaires quant aux
frontiéres d’un domaine d’application légitime. Les ingé-
nieurs, qui ont des besoins analogues aux leurs, peuvent sans
doute se soumettre avec profit aux mémes disciplines.

Dans une premiére partie, on trouve un exposé complet et
élevé de la théorie mathématique de I'élasticité, ce qui permet
d’en faire ensuite le support des théories plus simplistes et
beaucoup plus assouplies de la résistance des matériaux,
dans le domaine qui leur est commun, celui qui est appelé
domaine élastique et qui répond aux grandes hypothéses de
continuité et de proportionnalité.

Les différents cas qui peuvent se présenter a I'ingénieur
constructeur sont, apres une discussion minutieuse des hypo-
théses de base, examinés en détail et poussés assez loin pour
permettre leur utilisation pratique et réelle dans les bureaux
d’étude.

La 3¢ édition comporte des remaniements importants,
notamment sur les deux problémes de Boussinesq, sur les
principes théoriques et pratiques des fondations sur pieux,
sur le calcul des ponts suspendus & une ou plusieurs travées
et & poutre de rigidité, et enfin une discussion minutieuse de
Papplication de la résistance des matériaux a I'étude des
matériaux non continus ou non isotropes, avec une consi-
dération particuliére pour les ouvrages en béton armé.
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