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RISQUE DE VOILEMENT DES POUTRES PLEINES OU AJOUREES
Calcul graphique

par A. PARIS, ingénieur civil, professeur honoraire a I'Ecole polytechnique de I'Université de Lausanne

La tendance du prisme a fléchir pour échapper a une
pression axiale se manifeste pareillement dans la simple
colonne, dans les membrures retenues élastiquement par des
poteaux flexibles insérés dans des entretoises, et dans la zone
comprimée dun poitrail, auquel sa hauteur confére une
relative liberté de déformation locale. Les comportements
different par contre sensiblement.

La colonne
raideur R = E.J d’Euler ; J]a membrure du pont Vierendeel

libre résiste au fléchissement par sa seule
ajoute a cette raideur Ja résistance élastique des cadres, qui
unissent entre eux les poteaux et les fortes entretoises du
tablier inférieur ; la zone comprimée du « disque » formé par
la poutre-poitrail reste solidaire de la région tendue, tout en
gauchissant le corps plan.

La sinusoide exprime le flambage isolé ; elle reste 'argument
essentiel des deux autres phénoménes tout en subissant un
amortissement qu’on tentera d’assimiler 4 une exponentielle :
dans I'exemple numérique ci-aprés, le jeu des approximations
suce

sives tendra a4 I'éliminer dans le cas supposé d’appuis
parfaitement libres ; la réalité serait intermédiaire. Le pro-
fesseur Timoshenko a montré la concordance entre les résul-
tats de cette méthode d’approximations successives, que
nous appliquons ici graphiquement, et ceux de l'analyse
appliquée aux cas intégrables; cette conformité permet
ensuite d’étendre le procédé aux cas d’espéces, qui demandent
une liberté plus grande.

I. Voilement des parois pleines

Le Dr L. Prandtl a, dans sa thése de Munich (1899),
étudié I'équilibre élastique d’une paroi homogéne tenue en
console sous I'effet d’une charge isolée. Le professeur Timo-
shenko a étendu I'étude au cas de la poutre simple soumise
a un couple de moment constant ; il en a exprimé les moments
de flexion latérale et de torsion comme dérivées secondes des
élastiques de déplacement ; il arrive ainsi, dans sa Stabilité
élastique, a I'expression du moment fléchissant critique

Mo TVET

si

/;ﬁc'bij raideun e revenEs]

B= 5 £ (raideur transversale)
3

C'= c_}])_ 1 — 0,630 %) G (raideur & la torsion).

Ces formules supposent un matériau homogéne, sans
fissure ; elles sont done optimistes dans le cas du prisme de
béton armé, ou les efforts tangentiels favorisent les glisse-
ments, et introduisent la phase II du béton tendu fissuré.

Dans la poutre en béton armé sollicitée par fléchissement
latéral et torsion consécutive, le déversement se fait autour
d’un axe, qui differe de celui de gravité du profil intact ; si
on admet que les génératrices verticales du plan médian
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Fig. 1. — Torsion du profil.

restent droites, on les voit pivoter inégalement autour d’un
axe de distorsion, que la grande déformabilité de la zone
comprimée rapproche de 'armature tendue ; nous suppose-
rons que cet axe reste droit.

La distorsion de la poutre appelle, tant dans la zone com-
primée que dans I'armature, des réactions transversales qui,
devant s’équilibrer entre elles dans une poutre libre, auront
des signes inverses entre la région médiane et les deux extré-
mités de la portée; ces réactions, égales et antagonistes
entre les centres de pression et de traction du profil, se tra-
duisent par des moments de torsion, dont la recherche forme
le nceud du probleme.

La figure 1 illustre ce cas, en coupe et en plan. La distance r
des deux centres de pression et de traction dépend de la
déformation élastique des éléments béton et fer, donc de
leurs contraintes ; nous I'admettrons néanmoins constante et
déterminée par les résistances ultimes de I'ouvrage.

Les influences des deux composantes sont inégales. La
pression D agit par une tendance au flambage qui donne,
sous une poussée h constante, un fléchissement latéral maxi-
mum (fig. 1/b), issu de la formule usuelle,

5 P8 5 1-h 0,62 l4]
Ui e e = e T ———r Y,
384 EJ 384 Ey Ji  ab® Ey
si nous adoptons pour J;, 'expression (1) ci-apres. L’armature
par contre agit comme chaine funiculaire tenue & ses extré-
mités par sa traction Z ; elle subit de ce fait un déplacement
médian, calculé ici pour i constant
2
H —3 Fu O’“l’P IIV — ]l. 8
12
p==———Ah
8Fa Oupp

n

3) ;

que nous calculerons a
S la limite apparente, puis-
y % que le flambage est un
phénomeéne de rupture.
Le rapport des deux or-
données w et ¢ fixe 'axe
de distorsion a

0,622
aP B

0,62 (2 ( 1 >
a b3 Ey 8 Fa Ouapp

r
Jd
g4

Mr ’L//aa

o \ Y
Uj\ﬂy/drﬂ 5 7
5 4y \g\ 4(8y/83)

Vibg

Fig. 2. — Différences finies.

Cette évaluation est approximative, puisque la poussée h
varie ; mais elle le fait aussi bien pour u que pour ¢ ; 'erreur
reste ainsi modeste. L’axe de distorsion se place aux environs
du tiers inférieur du bras de levier r.

Le moment d’inertie transversal de la zone comprimée se
traduit par I'intégrale d’un diagramme triangulaire, de la
moitié du rectangle limité par I'axe neutre

% 05 e
imposé par les efforts extrémes aux approches de la plasticité

0‘lz/O'a = ﬁb/o-app D) 1/10

Il atteint ainsi
L G b3
M) Ll

L’effort transversal h crée dans chaque élément Az de la
poutre un état de torsion (fig. 2), qui trouve son équilibre
entre ses deux sections terminales (fig. 3). Au milieu de la
portée, ou la poussée h atteint son maximum, le moment
de torsion W -— AW s’annule, pour croitre ensuite aussi
longtemps que la poussée ne change pas de signe, ce qui se
produit probablement & faible distance des appuis.

L’équilibre de rotation

W =W — AW — h;. Az.r

donne la relation

— AW = h,.z.r (__W__.__
dont résulte la poussée ==
> Z==2h
. 1 AW o S5
(2) h = — = — . =
r Az =
La distorsion spécifique (fig. 2) LN—A,_‘W
VA Fig. 3. — Equilibre
(3) 0 4 de torsion.

~ e
s’exprime par la formule habituelle de I’angle di au moment
de torsion local W
6 s b(a2+ %) W
4 hon o = S
(%) 1 Ax P g R
La relation (3) transforme la (4), qui devient

Ay @5 4@+ W

G 04E.

A==t X = X s
Nz Az a? b G
ce a quol la définition de Timoshenko
) Wee,

—_ = X ——
DNz G Ya b3
donne la forme

AN BNy,

Az~ Ya b® b G
Le facteur empirique v varie de 1/6 & 1/3 pour a/b entre
1,0 et Pinfini; il prend, pour a/b de 2,5 & 3,0, la grandeur
moyenne 0,25.
La condition 2, qui définit la poussée A, introduit la dérivée
du moment de torsion ; elle conduit a

AL\' L _ Ya b? s A%y

o8

P A

et 'on éerit, en fonction de la seconde dérivée de I'élastique

transversale
APy
Az? rs

(5) h=—D
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La poussée h apparait lors du premier déversement de la
zone comprimée ; elle suppose donc la préexistence de la
force critique de flambage

sz
= Eo X (J0).

/

(6) Py=

= l y |4 |% l Vit
X oz, |0
A t 4 &
o
A=B-3(hdy)
A
Fig. 4. — Actions préliminaires.

La raideur [;(J;) est celle du prisme comprimé solidarisé
avec la zone tendue; le moment d’inertie (J;) vaudrait le
double de J; si la solidarisation disparaissait ; ceci n’étant
pas le cas, nous admettrons une augmentation modeste
Jusqu’a

(Js) = 3J..

On obtiendrait une meilleure approximation en considérant
le cas du flambage du barreau sur appui élastique continu,
les génératrices verticales étant considérées comme fibres
flexibles encastrées dans la zone tendue ; ce procédé, évidem-
ment long, ne toucherait pas a la résistance par torsion du
disque.

A partir de cet instant, la réaction h de torsion apporte
un supplément trrandlssant la résistance au flambage ; le
maximum P de ce supplément s’ajoute 4 P, et conduit a
la force critique totale

(7) P.=P,+ Pl

La résistance complémentaire atteint sa vraie grandeur a
Iinstant ou la derniére ligne élastique se fait pratiquement
identique a la précédente. Nous rechercherons ce résultat
par une épure d’approximations successives, qui tendra
rapidement 4 une position limite, si la courbe de départ a
été opportunément choisie.

Nous le ferons d’abord en supposant la poutre sollicitée
par un couple extérieur constant.

La force critique primitive P{ produit une surface de
moments, donc une flexion contre laquelle réagissent les
poussées h. Nous supposons connue cette élastique initiale,
qui aura P'allure d’une sinusoide dont les points d’inflexion
se placent aux extrémités de la poutre, libre d’encastrement.

Le moment fléchissant en un point (x; y,) de I'élastique
de départ

/ Uz
M, =+ A <.) '1'1> - E h. Az (v — 2;) — Py,
(8) U2 . U2 Ao
A :E hes A= D \1 I/ Az
=0

conduit, griace 4 la condition 5, au moment déterminant de

la force additionnelle au milicu de la poutre
1/2
— N2y

- 12
M=P! .u=+D| + \1 2\’/ Vo Az AT,_]

9) z= *'

La force critique P conserve son bras de levier y, afin
que reste cohérent le systeme de déformation des y et des
A%y/Aa* dans élastique appliquée a la formule 9 ; & mesure
que s’aflirme la courbure générale, les ordonnées et leurs
dérivées secondes tendent & la proportionnalité entre les
deux derniéres élastiques, limite ol se précisera la composante
effective P7.

L’ordonnée w est celle de la ligne élastique issue de la
courbe de départ, celle qui correspond 4 la courbe des moments
de charge (fig. 6/g); nous la désignerons par ¢ en seconde
approximation.

La ligne élastique de départ intervient donc dans cette
équation 9 par son ordonnée maximum y, et par ses dérivées
secondes, dont le diagramme fait aire de charge ; cette combi-
naison peut figurer pratiquement une certaine proportion-
nalité entre ligne de charge et élastique si I'on part d’une
courbe Initiale du genre

4P i/

g

—/*/ e

Fig. 5. — Elastique préalable.

ne - @
(10) y=1yo(l —sink).et* EF— 1L ;T

Nous avons choisi le facteur de I'exposant k = 1 car, les
ordonnées y diminuant a partir du milieu de la poutre, la
premiére dérivée est négative

+ cos & + k.sin E=F.

A Tlexpérience, I'épure de I'exemple numérique a fait
tendre ce facteur & vers zéro.

L’élastique initiale donnera satisfaction si les moments

fléchissants (éq. 9) conduisent par le dynamique des poids
élastiques

w= M. Az

a un funiculaire de seconde approximation assurant la pro-
portionnalité des ordonnées ; ce ne sera sullisamment le cas
dans I'épure, que pour le funiculaire (fig. 6/j) construit sur
celut des u pris comme ligne de charge.

Les relations analytiques, qui précédent, supposent I'action
d’un moment fléchissant constant. Si la flexion résulte de
Paction d’une charge répartie arbitraire sur la poutre, au
moment maximum équivalent au milieu de la portée corres-
pondra une élastique moins accentuée, des dérivées secondes
le moment fléchissant déter-
minant (fig. 6/f ou 1) en sera diminué, mais encore plus I'or-
donnée sous le sommet de I'élastique, ce qui profitera a la

par conséquent plus petites ;

sécurité au flambage.

La charge critique, étagée le long de la zone comprimée,
se développe proportionnellement au moment fléchissant
extérieur ; ses actions localisées a des éléments Az de poutre
se proportionnent, par un nouveau facteur k a calculer, aux
efforts statiques

AM,

Pl =) —L="C () Q = effort tranchant

et donnent au moment de llamhug‘v I'expression

(1) Mu=Y Pi{y,—y): \ 202 (n—y)
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qui s’égale au membre de droite de I’équa-

s tion 9, aprés adjonction en négatif du moment
8 s de la pre‘miére composante critique.
& 5m L’élastique de départ tiendra compte de
A s ey ; } ce changement de régime pour abréger le
‘r‘a—‘ Yz = 2005 Taa . travail d’approximation, qui restera soumis,
—s & 3 §~ T par l’équation 11, aux conditions de charge
S < = :: ; R e % en service.
R e § S L’exemple numérique ci-aprés, basé sur
b Elastigue préslable & e le cas simple intégrable du moment fléchis-
J’=)};//~9/I/%)e%¥ m[ 7z = sant constant, montre le degré de concor-
| dance entre le tracé graphique et le calcul théo-
'.’ v 2 rique du profil g
2 VAL s q profil proposé.
R ALCUL ALY T i .
s s\ & CALLOL ANALYTIQUE L Aortée (- qogn Eremple numérique. Considérons une poutre
S o P rectangulaire de largeur b = 8 cm et de hauteur
+ 3‘ 6"‘.4 : utile @ = 50 cm ; cette poutre supporte un couple
“ :3 Frofil oe /5100[//fe flechissant M = 3,0 mt constant sur sa portée

l =400 cm; la traction dans l’armature, égale
a la composante de pression au centre D, atteint
pour

r =0,833.50 cm = 41,6 ecm

! la grandeur
\ Z =300 em.t: 41,6 cm =7,2 t
a quoi correspond une section d’acier

- 1006

g
S Fap= 5 cm?

Les modules d’élasticité du béton sont admis a
Ey = 300 000 kg/cm? G ~ 120 000 kg/cm?2.

Le moment d’inertie transversal du triangle de Navier des contraintes de pression,
calculé a limite d’élasticité, atteint

| | I sx;| 3
| SN & S
! : QI 5

d Fremieres differences

a.b® 50. 83
= ="""" =535 4
t 43 43 535 cm?.
Les facteurs
1
f 0,62 l2 o 0’62 X 4002 sz
| @.6%. B, _ 50 cm x 8° cm® X 300 000 kgjom? — V013107 ke
| 1 1
| 5 = 3 ko—1
] 8 F, Oapp 8 X 5,7 cm® X 3500 kg/om® 0,006.10—3 kg

F Moments de

placent I’axe de distorsion a

Fflexion
r7_ 0f d=20F4J, = 320 - 10° Fem® s =41,6 cm X 13 : (13 4 6) = 28,2 cm
- =773Am3 du centre de pression.
’ E Wo-1 ! Les facteurs de raideur (éq. 5 et 6) sont
| & 0,30 X 50.8% cm*
8 < 41,6 em 28,2 cm
-~ I
1 N “ X 120000 kg/em? = 10%.785 kg
[
g0 L 5 R = E.J, = 300 000 kg/cm?.534 cm?® =
A = = = 10°.160 500 kg/em?.
& L’e t d’une élastique exponentielle sinu
: : 5 W W épure par 3 ) -
9~ Funiculaire alep/?/ﬂ/E/P approx/maJ‘//oﬂ soidale, d’ordonnée maximum y, = 40 cm et déve-
] loppée conformément a I’équation 10. Nous divi-

sons la portée de la poutre, I = 400 em, en seize
segments égaux

Az = 25'cm.

J- 100”JI, - 1605 MY Le travail, s'il comporte plus d’une approxi-
.2500/’7"‘ '"'*77’ u}a‘tion, se fait par détermination graphique des
Wo-r =177 k différences secondes A%y/Aa?; 'exactitude de ces
/ courbes, bonne pour la différence premieére Ay /A,

I'est bien moins en seconde dérivation ; les tracés

(fig. 6/c et e) le montrent: I'erreur maximum entre
le funiculaire g et la courbe initiale b, amplifi¢e
pour obtenir une fleche égale, atteint 15 95 envi-
ron ; c’est trop, et il a fallu une seconde approxi-
mation toute graphique. La premiére opération a
¢té faite en partant de la courbe exponentielle
définie par son équation; on l'a ensuite corro-
borée, pour renseignement sur I'exactitude du tracé
pratique, par une détermination graphique; le
Fig. 6. — Epure de voilement d’une poutre pleine. résultat apparait a la figure 6 : il n’est évidemment
que partiellement satisfaisant. Les grandeurs trou-
vées apparaissent au tableau que voicl.

e -/00-114

[_HZ:

/. Seconde approximaltion

3 (W) <1279 m't




BULLETIN TECHNIQUE DE LA SUISSE ROMANDE 229
(Tableau)
08 . z l Yy = ' 2 2 } 2 2

N sin & e | 901 —&in) eE‘ d?y |dx ? l—a i A (Ay|Az) | A%y Az

| | |

Calcul analytique ‘ Tracé graphique ‘
i
} cm [ cm cm |
|
0-1 0,098 1,105 | 39,9 | — 2,73.10-3 12.5 187,5 — 0,060 — 2,4.10—3
1-2 1 0,290 1,343 } 38,3 | — 3,07.10—3 375 162,5 — 0,100 — 4,0.10—3
2-3 | 0,471 1,634 | 34,5 — 3,12.10—3 62,5 137.5 — 0,080 — 3,2.10—3
3-4| 0,634 1,983 | 29:1 — 2,71:10-3 87,5 1125 — 0,050 — 2,0.10—3
£-5| 0,773 2,419 22,0 — 1,62.10—3 1125 ‘ 87,5 — 0,030 — 1,2.10—3
5-6 | 0,882 2,940 | 13,9 + 0,41.10—3 137,5 | 62,5 -+ 0,035 + 1,4.10—3
6-7 | 0,957 3,579 | 6,2 + 3,71.10—3 162,5 | - 37,5 -+ 0,085 + 3,4.10—3
Ji=8 il .0,995 4,539 0,9 + 8,55.10—3 187,5 | 12,5 -+ 0,200 + 8,0.10—3
+ 12,67.10—3 ? +12,8.10—3
} —13,25.10—3 j —12,8.10—3
| Sommes : — 0,58.10—3 | ‘ | 0

Les poussées h proportionnelles a4 la dériv ée seconde, prise ici
analytique, suscitent selon éq. 8 la réaction
Ay

N

A=—D x = — 10—3.785 kg (— 0,58.10—3).25 = + 785.14,6 kg
qui trouve sa réponse au bas de la poutre, & 'appui. La formule
8, du moment {léchissant, introduit la force critique initiale

(Jp = 3.J;, = 1600 cm?)
P; = 300 000 kg/cm? X 1600 em? x w2 : 4002 cm? = 30 000 kg.

Ces données conduisent aux résultats basés sur ses dérivées
d2y [da?
M, = + 785 kg [+ 200 cm 14,6 —25.6 cm + 2,73.12,5 +
+ 3,07.37,5 + 3,12.62,5 + 2,71.87,5 + 1,62.112,5 —
—0,41.137,5 — 3,71.162,5 — 8,55.187,5] — 30 000 kg.
X 40,0 em = 10% (4 31 700 — 1200) = + 30 500.10% em. kg,
puis pareillement

M; = 4 29 830.10° em.kg M, = + 27 650 cm.kg, etc.

selon figure 6/f. Cette ligne de moments constitue 'aire de charge
pour l'élastique de premiére approximation ; les poids élastiques
sv = M.z apparaissent au dynamique 6/h, dont la projection
conduit au funiculaire de la premiére élastique ; la distance polaire
est arbitraire puisque toutes positions de flambages sont désormais
possibles : on I’a choisie, par commodité, au vingtuple de la rai-
deur R, donc a
d =20 x 160,5.10% t.cm?,

Le funiculaire a, au milieu de la portée (fiz. 6/g), et pareille-

ment amplifiée, une ordonnée maximum

u=20 X 1,42 m = 28,4 m

ce qui donne comme quotient du moment maximum
”
P, =318,0: 28,6 = 11,1 t.

La concordance entre la courbe de départ 6/b, amplifiée, et le
funiculaire 6/f ne donne pas satisfaction, car la courbe de moments
se gonfle au milieu de la portée, ce qui augmente le moment maxi-
mum (313 mt) aux dépens de la fleche médiane du funiculaire
(1,42 m).

Une seconde approximation prend le départ au funiculaire 6/g.
Les moments, basés sur la formule 8, atteignent

My=1123 8 mt M, = 1114,2 mt M, = 1025,0 mt, etc.,
chiffres ainsi grossis par I'ampleur relative de la courbe de départ.

Les poid, élastiques w = M.Awx, qui sont w; = 280,0 m2.t
wy = 268,0 m?%.t, etc., font un total Zw = 1427,9 m2.t; projetés
par la distance polaire, portée au centuple,

d =100 X (E,.J;) = 1605 m?.t,
ils donnent le funiculaire de troisitme élastique, avec une ordonnée
maximum
¢ =100.1,14 m = 114 m.
La composante complémentaire

Pl =11238 m.t: 114 m = 9,85 t
porte la charge critique a

P, = 30,0 + 9,85 = 39,85 t

accusant une sécurité au voilement
P, 22 —39,85:27,2/= 555,
Ce chiffre conduit au moment critique
M, = 5,55 X 3,0 mt = 16,7 mt.

La formule de Timoshenko, qui s’applique & ce cas simple,
donne

44 3 4
By= °°'812-°3 X 300 000 kg/cm? = 875.10° kg.cm?
3 4
- iiﬂ (1 — 0,630 %) %120 000 kg /cm? =102,0.105 kg . cm?

_ w1 875.102 x 108

M. =
400 em

= 2350.10% kg.cm = 23,5 mt

er

indiquant une sécurité de 7,85 au lieu des 5,55 trouvés ci-dessus;
ce résultat parait optimiste dans le cas du béton armé hétérogeéne.

Le cas non intégrable du moment arbitraire se résoudrait par
voie graphique avec un égal degré de probabilité.

Il. Flambage d’'une membrure comprimée

La poutre ajourée porteuse du tablier d’un pont bas se
comporte, en gros, comme une paroi soumise au voilement ;
la torsion de I’ensemble se mue en flexions locales, a quoi
s’ajoute une torsion propre des membrures, dont on négligera
I'influence favorable.

La charge de service du pont crée une pression axiale dans
la membrure supérieure libre ; cette force croit en proportion
de la charge du pont; elle deviendrait a la limite la force
critique de la colonne (éq. 6), premiére composante de la
résistance effective au flambage. Cette premiére étape atteinte,
la courbure latérale s’annonce et provoque des réactions
transversales aux nceuds supérieurs des montants ; le second
stade commence, dont résultera la mesure de la composante
complémentaire P! ; la charge critique effective atteindra
alors

(12) Py = P; + Pj.

Les déplacements y des tétes de poteaux répondent a deux
nécessités. Clest d’abord un effet de flexion latérale par
flambage de la membrure, représentée a I'épure 8 par I'élas-
tique de départ (c), qui donne des bras de levier & la force P;.

(Cest ensuite I'élasticité des cadres ouverts (fig. 7) exprimée,
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en fonction des masses adjointes
m = s/E.J des poteaux et entre-
toises, par I'équation

3y

h? .
y=H (mp-— + mh
3
<\ I
que, h désignant la hauteur, o bz

2 b
By M= T T

transforment en Fig. 7. — Cadre transversal.

HE k2 7 b
-3 SR Y
Y=g <3J,,+2J,> ¢

/ h® [my
o= —+ |5 + m
Ey \ 3
Les réactions H doivent s’équilibrer d’un bout a l'autre
de la membrure pour assurer 'équilibre 4 la rotation ; la

y
Ym

7 ’\TA ’ |
\

7 — | —

my =

condition
A
(14) N (H)=0

conduit alors a4 un déplacement paralléle Ay, qui fait che-
vaucher la membrure sur son axe primitif, suivant les ordon-
nées y — Ay.

La condition d’équilibre

JAN)
(1) SO et Ve

permet le calcul de la correction Ay, puis celui des forces
individuelles par

(16) H—Y—2y.
a

I’ élastique définitive, réalisée entre les pressions P et les
réactions 1, résulte tant de la force critique P; agissant de
bout en bout, par commodité mais qu'on pourrait répartir
aussi s'il en valait la peine, que des forces additionnelles A P7
introduites par les nceuds successifs. Ces efforts croissent
avec la pression axiale statique D, aussi bicn des extrémités
vers le milieu du pont, que en proportion de I'accroissement
des charges au-dela des chiffres de service; on peut donc
écrire en introduisant un facteur de proportionnalité f

Pr KP4 AP AP

17
D\ APt — knDy. APL = k.AD,.

La composante primitive reste

2
T B di.

I’ équilibre des moments implique la coopération de la
force axiale primitive P; et des suppléments A P; aux nceuds,
ainsi que des réactions /7 ; la force P{ intervient par ses
ordonnées y sur la corde de 'élastique préalable, en fonction
de laquelle on calcule les réactions I ; I'aire de moments,

(18) P, =

qui en résulte, produit un supplément de courbure avee une
accentuation des réactions [1 appelant les suppléments de
charge critique, fonctions de la charge utile,

AP =k
Cet équilibre se traduit par la condition

A A
M, = )_] H.(@—a)—Pry= )Y, OAPl.u

Z=1; =T

qui doit se réaliser en tous points de I'élastique nouvelle u,
dés qu’il y aura concordance des deux derniéres approxima-
tions ; nous trouvons ainsi au sommet de la courbe

A 4
(19) M,= Y, (H.a)—P,.yo= Y AP .u.
z=0 z=0

Le moment M, étant calculé, les conditions (17) permet-
tent d’écrire

4
(20) M,=k Y, AD.u
=0
équation déterminante du facteur k& & introduire dans les
formules (17).
L’ordonnée maximum u, apparait au funiculaire (fig. 8/f)
tracé sur les poids élastiques (fig. 8/d)

(21) w=M.\x = % (a + 6b + o).
La charge critique atteint ainsi
A4
(22) Pi= P+ k. Y, (AD) = P, + k.D,
=0

puisque la pression axiale D, en service est la somme des
apports AD aux nceuds dés 'appui jusqu’au milieu de la
portée.

*
* *

Exemple numérique. Nous avons adapté, dans la figure 8, les
dimensions d’un pont-route existant a Hotzenplotz, en Moravie
(Manuel d’Emperger, VI, 1911), aux besoins de notre développe-
ment. L’ouvrage a une portée théorique de 23,1 m et une largeur
utile de 5,0 m. Sous sa charge maximum par chariots et foule,
une paroi supporte les moments extérieurs

My =290 mt M, =287 mt M, =265 mt M,=225 mt
M, =168 mt My;=90 mt M;=0.

La pression D dans la membrure libre croit progressivement
par les apports successils

_ My — M, 290—287 o
SDGET o ei
puis aux autres montants
AD, =8,85 t ADg = 16,20 t AD, = 23,00 t
ADg = 31,45 t ADg = 36,30 t

pour atteindre au milieu de la portée
D =3%AD =290 mt : 2,475 m = 117,0 t
Les montants, qui transmettent ces apports AD par leurs

efforts tranchants en long du pont, ont en travers les moments
d’inertie et les masses adjointes

403
1 et 2) section 30.40 em?® J, =30. o — 11602403 ;cm?

12
¢ 180 em
J, 160 cm?
3) 40.40 em?® J, = 214.10% em* E.m, = 0,840.10—3
4) 50.40 em? J, = 267.10° em* E.m, = 0,675.10—3
5) 60.40 cm?® J, = 320.10° em* E.m, = 0,564.10—3
6) 80.40 ecm? J, = 428.10% cm? E.m, = 0,422.10—3
Les entretoises ont une inertie propre et une masse adjointe
250 em
2.1140
On compte le module d’é¢lasticité a
E = 300 x 10® kg/em®.
La formule 13 donne les facteurs a aux nceuds
247,52 cm? 1,120 :
300109 kg/om? ( 3 T "'“0) RET SR
1

— 0,980.10— "
kg

Ey.m, = =8 =71.120/:10=3" =3

J; = 1140.10° cm*  E.my = . 10— = 0,110.10—3 cm—3

1 et 2) o=
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£ Elashgue resullante

3) a=0,79810—* 4 a=0,690.10—4 5
6) a=0,512.10—L

a = 0,608.10—¢

Les poussées H (éq. 16)

Hy = 10* (39,4 — Ay) : 0,980 = 10* (+ 40,2 — 1,02 Ay)

H, =10 (36,6 —1,02 Ay) Hy =104 (35,3 —1,25

H, = 10% (25,0 — 1,45 Ay) Hy =104 ( 9,5 —1,65
Hg =10 (0—1,95 Ay)

Ay)
Ay)

dont la somme s’annule, donnent I'équation

10* (+ 146,6 cm — 8,34 Ay) =0
et par conséquent la correction
Ay = 17,6 cm

Les réactions, qui correspondent a I'¢lastique préalable, attei-
gnent ainsi les grandeurs

H, = (+ 40,2 —1,02.17,6) 10 = + 22,2.10% kg

H, = + 18,6.10% kg Hy = + 13,3.10% kg

Hy = — 0,5.10% kg Hy = —19,4.10% kg
Hg = — 36,3.10% kg

faisant ensemble

S (H) = (4 54,1 — 54,2) 10 ~ 0

Le moment d’inertie horizontal de la membrure

403
l12 =-847 .10% em?
porte sa résistance critique propre a
[)’ — 12 300 000 kg/em? x 347.10% cm?*
‘ 23102 cm?

I = 65

=195 t.

= 195.10° kg

Les moments horizontaux des membrures atteignent, sous les
efforts P; et I, les chiffres
milieu My = (— 22,2 kg.105 ¢em — 18,6.315 — 13,3.525 4
+ 0,5.735 + 19,4.945 + 34,3.1155) 10* — 195 000 kg.40 ¢cm =
- + 42 390.10% ¢m kg 4239 mt

Ug=5%06/5m

b, [OU/OE Fig. 8. — Epure de

flambage.
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M, = + 4237 mt
M, = + 1813 mt

M, = + 3777 mt
My = + 710 mt

Les poids élastiques pour le second funiculaire (fig. 8/f), corres-
pondant aux aires partielles de la formule 21, sont (dynamique 8 /e)

M,

+ 2929 mt
M, 0

2,10 m 5 et =
wy = T (4 8777 + 6.4237 + 4237) mt = 8750 m?.¢
wy = 7830 m2.t wy = 6090 m2. t w; = 3810 m®. ¢
71 2t
s = 1590 m2. t W = é 2,10 m. ’°+“- = 250 m?. ¢

La distance polaire amplifi¢e

d=5E,J, =5 x 300000 kg/cm? X 347.10% cm? =
= 52050.107 cm2.t = 52 050 m2. t

fait apparaitre un fléchissement médian sur la corde par les
extrémités
ug =5 X 0,815 m = 4,075 m.
Les parts d’effort AD transmises par les montants successifs,

agissant chacune par son bras de levier u propre sur I'élastique,
donnent le moment

Z(AD.u) = +1,20t.0 +°8,85 t.0,340 4 16,20 t.0,950 +
+ 23,00.1,920 + 31,45.2,900 + 36,30.4,075 = 301,60 mt

[’équation 20 donne par conséquent le facteur
k=4239m.t:301,6 m.t = 14,1
qui porte la charge critique a
P, =195t 4 14,1.117,0 t = 1840 tonnes
et la sécurité au flambage latéral &
1840 ¢ : 117 t ~ 16.

Ce chiffre, suffisamment fort, nous dispense d'une seconde
approximation, que linsuffisante concordance des élastiques
(fig. 8/f) et rendue nécessaire dans d’autres circonstances, par
son erreur maximum de 15 9.
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