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Introduction élémentaire de l'ellipse d’erreur moyenne

par W.K. BACHMANN, professeur a I'Ecole Polytechnique de
I'Université de Lausanne

L’introduction de ellipse d’erreur moyenne dans la théorie
des erreurs présente toujours quelques difficultés, qui pro-
viennent essentiellement du fait qu’on a I'habitude de faire
intervenir la théorie des observations équivalentes. Cette

P'unité de poids (voir fig. 1.1). Notons que u est indépen-
dant du systeme de coordonnées introduit pour le calcul du
point ; il ne dépend que des mesures et du principe de com-
pensation adopté, qui est par hypotheése celui des moindres

derniére théorie est entiérement analytique, tandis que carrés.
ellipse d’erreur, elle, est un &tre géométrique. Si Pellipse En attribuant au point Py un déplacement différentiel 3P

d’erreur joue un role important dans la théorie des erreurs, (vecteur), celui-ci vient en P§ et les gisements des cOtés

¢’est précisément parce qu’elle est indépendante du systéme PPy, P,P,, ..., PP, subissent des variations que nous dési-
de coordonnées choisi, ce qui n’est pas le cas pour les erreurs gnons respectivement par de;, de, ..., d¢,. Pour chaque

moyennes a craindre sur les inconnues. Vu cet état de choses, déplacement différentiel P, du point compensé, la somme
il est indiqué d’introduire Pellipse d’erreur moyenne d’une

facon purement géométrique, afin de faire apparaitre des le

o€? + de3 + ... | e}

début son indépendance de tout changement de coordonnées.

Pour rendre notre exposé aussi simple que possible, nous
nous bornerons ici au cas de deux inconnues, mais il va de
soi que ces développements restent encore valables pour un
nombre quelconque d’inconnues, puisqu’il suffira d’introduire
un espace a n dimensions (n > 2) pour obtenir exactement
de la méme facon un ellipsoide d’erreur a n dimensions. De
plus, nous traiterons, pour avoir un exemple pratique concret
sous les yeux, de la compensation d’un point de triangulation,
mais il va sans dire qu’il ne s’agit 1a que d’une image concréte,
cette théorie étant tout a fait générale.

§ 1. Définition géométrique de Uellipse d’erreur moyenne
Soit P un point déterminé A partir des points de triangu-

Jation donnés Py, Py, ..., P, a l'aide de visées exlérieures,

ayanl toutes le méme poids. Supposons qu’on ail procédé a
une compensation de ces mesures el qu’on ait ainsi oblenu

le point compensé P, et lerrenr moyenne w a craindre sur g, 1.1.
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prend une valeur numérique bien déterminée, mais la réci-
proque n’est pas vraie. Nous pouvons par conséquent cons-
truire sur la figure 1.1 les courbes pour lesquelles nous avons

[de.de] = constante

ou [be.d€] représente la somme def + de3+H ... 4 de2 De
toutes les courbes ainsi obtenues, nous n’en retenons qu’une
seule, dont I'équation est

(1.1) [be-de] = u?

et nous Pappellerons ellipse d’erreur moyenne relative au
point compensé Pg. Si les poids P; des différentes visées ne
sont pas les mémes, on choisira au lieu de I'équation (1.1)
la suivante

[pdede] = u2

Voila donc la définition géométrique dont nous avions parlé
au début de cet exposé. On constatera qu’aucun élément
analytique n’intervient dans cette définition et que la courbe
ainsi obtenue est par conséquent bien indépendante de tout
systéme de coordonnées ; elle ne dépend que de la configu-
ration du systéeme de points Py, Py, ..., P,, des mesures
effectuées et du point compensé.

§ 2. Equation de Uellipse d’erreur moyenne

Apreés avoir introduit ellipse d’erreur moyenne par une
définition purement géométrique, nous pouvons maintenant
faire intervenir un systeme de coordonnées (z, y) quelconque
pour I'exécution des caleuls algébriques, puisque nous sommes
assurés d’avance que le résultat ne dépendra plus du sys-
teme de coordonnées que nous adopterons. Si (z, y) désigne
un systeme de coordonnées rectilignes (oblique ou ortho-
gonal), dans lequel le déplacement 8P, a pour composantes
dz et dy, nous avons

(2.1) des=adz + bdy 1=1,2,...,n

a; et b, étant les coeflicients de direction du coté PP
L’équation (1.1) de Pellipse d’erreur devient ainsi

(2.2) [aa]da® 4 2[abldxdy + [bb]doy? = u2.

Cette équation est bien connue, mais grace a la définition
géométrique donnée, nous savons qu'elle représente un étre
géométrique indépendant du systéme de coordonnées adopté.
De plus, l'interprétation géométrique nous montre que la
courbe (2.2) ne peut avoir des points a I'infini ; ¢’est done
une ellipse ou un cercle.

La détermination de la longueur et de Iorientation des
axes de lellipse étant un probléeme de géométrie analytique
élémentaire, nous n’y reviendrons pas ici.

Il ne nous reste maintenant plus qu’a chercher le rapport
qui existe entre 'ellipse d’erreur d’une part et les erreurs
moyennes a craindre sur les inconnues d’autre part ; car les
erreurs moyennes caractérisent la précision avee laquelle
nous avons pu déterminer les inconnues. Mais ellipse d’er-
reur est également un critérium de la précision du point
compensé¢ Py Au lieu de caractériser cette précision par deux
nombres W, et p,, nous faisons intervenir une figure géomé-
trique, qui est ellipse d’erreur. Si cette derniére est grande,
nous disons que la précision est petite, et vice versa.

Cherchons maintenant les relations qui existent entre les
erreurs moyennes a craindre sur les inconnues et ellipse
d’erreur. Afin d’éviter toute confusion possible, pouvant
éventuellement provenir d’une différentiation, nous change-
rons les notations et écrirons, au lieu de (2.2)

(2.3) [aa] 8% 4 2[ab]En + [bb]n2 = u2

ce qui ne change rien a la question, puisque £ et 1 remplacent
tout simplement dx et dy (voir fig. 2.1).

i

>

7max

Fig. 2.1.

Calculons la valeur maximum n,,,, de n dans (2.3). Nous
Iobtenons en tracant une tangente a Iellipse, paralléle a
s . : dn
I'axe des . Mais pour cette tangente, nous avons — (1},

dz
Différentions la formule (2.3)

laa] EdE 4 [ab] {Edn + ndE} + [bb]ndn = 0

. dn dn
, / fie — =
[aa) & + [ab] {E pra +n } + [bb]n P 0
dn -
{[ab]E 4 [bb]n} T + {[aa]& + [ab]n = 0.
. , dn :
On obtient par conséquent o= 0 lorsqu’on a
(2.4) [aa)E 4+ [abln =0

et I'ensemble des deux équations (2.3) et (2.4) définit le
point de contact de la dite tangente avec Iellipse. Puisque
nous cherchons la valeur de n = ,4;, nous éliminons & entre
ces deux équations. Dans ce but, nous écrivons (2.3) sous
la forme

[aa] & 4 [ab]n} & l
[ab]E + [bb]n)n |

Il
b =

I

9 & \
(2.5) :
\

et en tenant compte de (2.4), nous obtenons

(2.6) [ab]E + [bb]n = 2

(2.4) [aa] & + [ab]ln = 0O




et en éliminant £ :
2

{[aa] [bb] — [ab] [ab]}n = % [aa)

ou bien, en divisant les deux membres de cette équation
par [aa)

[ab] [ab)

9 7 - 2 2
(2.7) [bb] 6] n uz.

Mais on a, en appliquant la symbolique propre a la méthode
des moindres carrés,
[ab] [ab]

[aa]

[bb] — = [bb.1]

et I'équation (2.7) devient ainsi

u2

9 8 2 .
(-‘b) Nonax [b[). 1]

Mais le second membre de I’équation (2.8) est égal au
carré de Uerreur moyenne a craindre sur y, soit p2. En effet,
a partir de (2.1), la théorie classique des observations médiates
nous donne les équations aux poids

[aa] Qzy + [ab] Qp = 0

(2.9) e '
[ab] Qey + [bb] Qyy =1
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d’ott nous tirons, en éliminant @, :

{ [aa] [bb] — [ab] [ab]} Qo = [aa]
[ab] [ab)

(T Ll B L0 S
R e

[55-1] Q = 1

1
Qw = [bb.1]

(2.10)

et en appliquant la formule bien connue

My = Qun® = T’

la proposition énoncée est démontrée. Pour des raisons de
symétrie, nous obtenons un résultat analogue pour £, ce
qui fait que Uellipse d’erreur donne lieu aux deux équations

2 2 2
£

(")’ 0 1]) maz — Mz n:znn.: = My

la correspondance entre lellipse d’erreur moyenne et les
erreurs moyennes a craindre sur les inconnues est ainsi
établie.

Oeuvres et souvenirs de René Thury (1860-1938)

Conférences données a I'Assemblée générale de I‘ASEV, le 2 octobre 1949, a Lausanne!

Souvenirs
par J. PRONIER, Genéve

M. René Thury a laissé a sa famille, & ses amis, a Llous
ceux qui Pont connu ou rencontré, des souvenirs si profonds
et si respectueux de sa personne, que nombre d’entre eux
les ont notés ou publiés pour perpétuer la mémoire de cette
grande et belle figure.

Ces notes et publications ct les opinions orales frappent
par leur parfaite unanimité sur les qualités de cet éminent
ingénieur. Aucune idée discordante, aucune réserve avouée
ou cachée ne vient flétrir un jugement toujours égal, simple
et lumineux. Il n’y a pas trace de critique ou de regrets
dans les souvenirs de ses amis proches ou lointains, de ses
contemporains ou de ses cadets. Rien, absolument rien, ne
ternit ses qualités de ceeur ni sa dignité.

‘n suivant sa carriere, deés les débuts de Papprenti de
14 ans jusqu’aux derniéres années de sa vie, on est étonné
de la multitude extraordinaire de problémes qu’il a résolus
soil par le raisonnement, soit par I'essai ou par son propre
travail manuel, et de tous les domaines de la technique ou il
se mouvait avec aisance.

On pourrait alors s’imaginer qu’un homme qui eut le
gotit de s’intéresser 4 tant de questions diverses ait eu un
caractére ou un tempérament changeant, peut-étre méme
fantaisiste. Eh bien non, ¢’est tout le contraire que nous
constatons. La vie de René Thury révéle une remarquable
continuité dans ses qualités essentielles qui sont un désin-

! Ce texte a été publié, avee quelques illustrations, au n® 23, 1949, du
Bulletin de U Association suisse des électriciens. (Réd.).

téressement extréme, une sérénité sans défaillance et une
grande bienveillance envers tous ceux qui avaient affaire &
lui.

Rappelons brievement son origine et quelques dates
importantes de sa vie.

Ses parents, Jean-Marc-Antoine Thury, né en 1822 &
Nyon, originaire d’Etoy, mort en 1905 & Genéve, et Marie
Boisot, de Lausanne, eurent treize enfants ; René, le onziéme,
vit le jour & Genéve — plus exactement dans le quartier de
Plainpalais — le 7 aott 1860. Son pére, homme cultivé,
savant épris de la nature et de probléemes de mécanique,
fut appelé, aprés avoir enseigné I'histoire naturelle au degré
secondaire, 4 occuper la chaire de physiologie végétale a
I’Université de Genéve. Il donna aussi dans cette ville des
cours de mécanique théorique.

A 14 ans, le jeune Thury doit commencer son apprentissage
parce que ses parents n’ont pas les moyens de lui accorder
le privilege de faire des études. Trés doué, comme son frere
Emile, pour la mécanique de précision, il entre a la « Société
pour la construction d’instruments de physique», devenue
par la suite la «Société genevoise des instruments de
physique ». Aux cotés d’Emile Biirgin, I'électricien balois
de grand renom, il travailla plusieurs années en atelier a la
fabrication de machines électriques d’aprés
Théodore Turrettini, inspirés des conceptions de Siemens.

les plans de

Biirgin fut, & son départ de la Genevoise, remplacé par Thury
et le salaire de celui-ci porté de 25 a 35 centimes I'heure.
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