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Sollicitation et danger de rupture des corps solides
par M. ROS et A. EICHINGER, Zurich

(Suite et fin.) !

II. « Nouvelle théorie de I'élasticité et de la résistance »
de H. Brandenberger ?.

la limite d’élasticité o, respectivement la premiére
limite d’écoulement o; qui coincide avec o, et
la deuxiéme limite d’écoulement 0;” = oy (limite appa-

Les considérations du DT /. Brandenberger sur 'état actuel A
rente d’élasticité) (fig. 14)
o /

du probleme de la sollicitation respectivement du danger de

rupture des matériaux tenaces sont basées sur son hypo-
thése des contraintes spatiales et de réseau, qui prétend s’ap-
procher davantage du mécanisme réel effort-déformation des
matériaux tenaces et expliquer plus justement le phénomene
d’écoulement. H. Brandenberger applique également sa
théorie au cas de I'épuisement de la résistance par fatigue.

Partant du fait connu que les contraintes principales 0y, ,
et 05 agissant sur les faces du cube élémentaire engendrent
une déformation élastique (fig. 3), il subordonne les contraintes
de réseau Oy, 04y et 0y aux déformations principales élas-
tiques €y, €, €, et la contrainte spatiale o5 au changement de
volume élastique NV, = € + €, 4 €; = 3¢,

La contrainte spatiale 0, se superpose aux contraintes de
réseau et engendre un changement de volume 3¢, propor-
tionnel a oy,

Comme points particulierement caractéristiques du dia-
gramme contrainte-déformation de I’état de contrainte & un
axe (et en général & plusieurs axes), H. Brandenberger choisit

' Voir Bulletin technique du 8 octobre 1949.

¥ Nouvelles bases de Uessai el de la résistance des matériaux. « Les rapports
des valeurs de résistances statiques et dynamiques », par H. Branpexner-
cenr, DT és sc. techn. Schw. Druck- und Verlagshaus, Zurich 1948.

« Schweiz. Bauzeitung » (Revue polytechnique suisse), 65¢ année 5 n° 37,
49 et 50, sept. et dée. 1947, 66° année ; n° 9, février 1948,

« Schweiz. Archiv.», 13° année, n% 8 et 9, ao(it et sept. 1947,

et dans le domaine élasto-plastique, il base aussi ses considé-
rations sur la théorie de I'élasticité (fig. 3).

Dans le cas d'un état de contrainte a trois axes, les con-
Lraintes principales 0y, 0, et 05 sont exprimées en fonction des
déformations principales élastiques correspondantes €, €, et
€, par les équations (3) écrites selon Lamé.

Si, dans ces équations, I'on pose pour les constantes du
matériau :

3mkb ml

I’;]g = e el ]L‘q = —_—
i m —+ 1

(m 4 1) (m—2)
il vient plus simplement :
0, Erem + Ey ¢
0, = Egem + E, € (15)
03 = Epemn + Eje

H. Brandenberger introduit alors les nouvelles notions et
notations suivantes :

Ox Eg €m contrainte spatiale

on = By ¢
Ope = By €, contraintes de résean

Oy Eqy ey
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Traction monoaxiale 0] , o0;-0;=0. ) Fig. 14. — Lignes contrainte-déformation
Diagramme 0-€ reel pour la traction monoaxiale.
o m,suL"']
&+ 7
1 anmtl'zA_dz “/,‘;‘ ‘Tg_ilf‘_ 2 ﬂ'q‘-— o
e /ﬁ‘ I DeucEne Tinfe
sgl= ‘ ‘écoulement =
0p=03=0 | limite J'zl-Zu)em:nm;
) RPN o
130, =0, Premiere limite d€coulement
3°°F Zlimite délasticite’ oy
Fig. 15. — Lignes contrainte-déformation

pour Ja traction biaxiale 0, = 0,; 03 = 0.

Traction biaxiale 0j=0, , o;-0.

Les figures 14, 15 et 16 montrent les lignes
contrainte-déformation présumées selon la
nouvelle hypothése de H. Brandenberger.

» Caleuls relatifs & Ia Fig. 16 "

1) Les deformations elastiques sonk données par:*

— woir équations 2 —

a,0
e s RN TP
Eeg A =tt-gl =072t
o
e .9 _O+3 _0O 3, _ a
=&yt~ g = =) =005 ¢
Gr&E 2, 2 0 08 0
L T L 1
2) A la limite d'élasticite 0; | on a :
=mE _ 10
by =mr=mwE .
O = € =Ey 01§ =Froj op=0
o

A b
soif 0 = 503 resp [,:1.3E
et Gy=0; (=00 -0, -0 =§g§

3) Conditions 3 la limite découlement

Q

R TN
soif E,=£,=-g3=—!,s?5=—€,)

3mE 45

Conme: £y = oy = B
e g -0, g§,=-o‘9‘ , il vient
o N .
oi):as_u;ﬁ_zv..(g;.gj):-(rg 5
Doy - 1950y - 0; L ol Y s T
_ErErty 624300 _ 0y 1_‘757
dopc €, = R B

doi [on hre Q=—E'§(—"¥¢ 243)=6 1,3?'57 =66,

Dans ce cas le rapport des € a la limite

o7
137
e

) E:86p:€y =1i-Fimg
tandis que dans le domaine 5Iaquue, il est
€6 &y a il ek,

conlraipement aux deux aukres cas, soif
0;:0y:0y =1:0:0 ek 1:4:0,

&
6 ,,_,5 d'écoulement se modifie comme suit -
6E,

i’(tc

‘ \5\” <, oy le rapport reste le méme — Fig. #4 et 15 —
3

€6 & il &bty ik

Iig. 16. — Lignes contrainte-déformation
: 4 L% 1
pour la traction triaxiale 0, — 04— 9 0.
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de sorte que les équations (3) écrites selon Lamé deviennent

0, =0z + Op
0y = O + 0y (16)
03 = Op + Oy

H. Brandenberger appelle la valeur

ImE

Er= o I m—9

module d’élasticité relatif a la contrainte spatiale

et la valeur
. ml

¢ ma 1
module d’élasticité relatif aux contraintes de réseau.
Ce dernier est égal au double du module de glissement
Eg=12G

Les équations (15) et (16), sur lesquelles H. Brandenberger
base son hypothése des contraintes spatiales et de réseau sont,
quant a leur signification mécanique, identiques aux équa-
tions d’élasticité (3) de Lamé. ‘

Selon Dinterprétation de H. Brandenberger, le second
membre de ces derniéres représente la contrainte spatiale —

premier terme — et les contraintes de réseau — deuxiéme
terme — celles-ci étant d’aprés son hypothese seules déter-

minantes pour la sollicitation. La comparaison des équa-
tions (3) de Lamé avec les équations équivalentes (4), mais
décomposées en composantes de contrainte engendrant un
changement de volume pur et un changement de forme pur
(fig. 2) montre clairement la différence entre les composantes
de contrainte déterminantes dans I'un et l'autre cas, soit
les contraintes de réseau d’aprés H. Brandenberger et les
composantes de contrainte réellement déterminantes pour le
changement de forme pur (voir équations (7) et (8).

Les contraintes de réseau sont proportionnelles aux défor-
mations principales €, €, et €, tandis que les composantes
de contrainte engendrant le changement de forme dépendent
des composantes de déformation

/
€ = €—€nm
€y = € — €n

€3 = €3 — €m
(fig. 1 et 2)

L’hypothése de H. Brandenberger est basée sur les deux
théorémes suivants :

1. La limite d’élasticité o, respectivement la « premiére
limite d’écoulement o,/ » qui lui est identique (fig. 14 et 17)
est, pour des états de contrainte quelconques 0, > 0, > 04,
une fonction de la plus grande contrainte de réseau Oy €n
valeur absolue, contrainte dont la valeur limite 6," est une
constante dépendant uniquement de la matiére (ou maté-
riau) et qui, par exemple pour lacier, prend la valeur
0 = 0,77 E.€; (équation (7). La contrainte spatiale 0, n’a
par contre aucune influence sur la sollicitation. La limite
d’élasticité o; sera atteinte chaque fois que la contrainte de
réseau 0y atteindra la méme valeur constante o,

Etant donné que les contraintes principales 0, (= 0,), 0, el
0, sont données par I'essai, la relation

0; = El{ €m + /'/‘g €)= 0Op = 0'“ ( O'J) ([7)

permet de calculer la contrainte spatiale 0, et par conséquent
la constante 0, du matériau.
Le calcul de la limite d’élasticité o, pour trois états de
contrainte différents, soit
Contraintes principales

état de contrainte & un axe 0;; 0= 03 =0

état de contrainte a4 deux axes 0, = 0,; 03 =0
. Ly o,
état de contrainte a trois axes 013 0y = 03 = &

4

ressort des figures 14, 15 et 16.

Comme d’aprés fl. Brandenberger, la plus grande valeur
absolue de 0,” = 0,77 E.€; correspond a4 une caractéristique
du matériau, ¢’est-a-dire 4 une constante, le premier théoréme
fondamental est identique a 'hypothése de Uallongement mazi-
mum ¢ui, comme nous I'avons déja vu, a été clairement réfu-
tée par les essals sur métaux mentionnés précédemment 8 et
ceci aussi bien pour les limites d’élasticité et d’écoulement -
que pour la limite d’endurance (fig. 18).

2. La deuxiéme limite d’écoulement of (fig. 14 et 17) ou
limite inférieure d’écoulement selon I'appellation usuelle en
essal des matériaux (fig. 14) est atteinte pour la plus grande
contrainte principale o; lorsque, la sollicitation correspondant
a Iétat de contrainte 0y > 0, > 0, croissant au-dela de la
limite d’élasticité, la contrainte de réseau 0,5 de la plus
petite des trois contraintes principales a atteint la valeur
limite négative constante —0,’, la valeur limite de la con-
trainte de réseau 0,y de la plus grande contrainte principale o
restant stationnaire a partir de la limite d’élasticité, c’est-a-
dire 0, = -+ 0,/ = invariable par suite d’une « paralysie »
de la contrainte de réseau 0.

Diagrammes o€ .

>0, > 0
0y > 0 > 03 Rapports
Limite d€coulement
Limite délasticite
o traction monoaxiale : 1,54
1 ) biaxiale - 1,08
” kriaxiale : 215
cisaillement pur 100
b 40
R
0| ofs
S \
=€ | Deuxieme limite
oo d'écoulement =
© LQL’ sy
oS limite d€coulement a
HE !
- % } 'v
i track biaxiale 2 0g N
1860, A~ 0,0, 0,0 ;
| N 1
’ “(\“a- -0
',393 } 3t (“61,“3 s
., G 7’ !
10, o 9 {
[/ /" cisaillemenF pur I
| 37"V 0p=0 ’ '
I | £
- - — =
0 & Ie, B¢, 6,
Allongement fotal &,
Fig. 17. Récapitulation des diagrammes contrainte-

déformation présumes.
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La détermination de la deuxiéme limite d’écoulement o,
pour les trois états de contrainte examinés sous I ressort
des figures 14, 15 et 16.

En considérant de plus prés les rapports réciproques des
contraintes principales 0; > g, > 03 a la limite d’écoulement,
ou l'on a

0, = Or + 0y

(I(’”‘

03 = O — Oy

on voit que le deuxiéme théoréme fondamental satisfait a la
condition de la contrainte de cisaillement (glissement) maxi-
mum Tmae selon hypothese de Mohr, qui admet qu'a 'écou-
lement la différence entre les deux contraintes principales
maximum et minimum 0, — 0y = 2Ty, = constante eslt
déterminante. Comme on le voit aux figures 14, 15 et 16, on
a 4 la limite d’écoulement ;

0, — O3 = Oy — Og3 = 20, = constanle

’

car 0y = + 0, = conslante el 0,5 = — 0y

Les figures 14, 15 et 16 donnent les diagrammes contrainte-
déformation, soit contrainte principale mavimum 6, — allonge-
ment principal €, pour les trois états de contrainte cxaminés
sous 1 et 2.

Ces diagrammes sont ¢galement représentés a la ligure 17.
L’allongement principal total € correspondant & la contrainte
principale 0; résulte des relations suivantes :

a la limite d’élasticité, pour 0y, 0y = 0y = ()
(traction suivant un seul axe)

Ge 50,
512721,3]?'/

Etant donné que Ihypothése de 'allongement maximum
est considéré ici comme valable, on devrait aussi obtenir la
méme valeur pour tous les autres états de contrainte, autre-
ment dit on a d’une maniére tout a fait générale

T o,
€ — 1,3 =4 = =0 N
E E,

a la limite d’écoulement, si 'on se restreint aux états de con-
trainte dans lesquels la contrainte principale maximum en
valeur absolue 0 est une contrainte de traction et les deux
autres contraintes principales 0, et 0y sont égales entre
elles, il vient, en se tenant rigourcusement a la méthode de
calcul de H. Brandenberger sans en vérifier la légitimité :
€y — €3 = G(;
2 3 /Dy
el comme
0, = 0z + 0

03 = Op— O’

a O
€ —2 L
o ‘{_ 63 , "y ]
Op=—"o—"=¢tmn Ep="— T Ep
d’ou
2 ’
€ = é 0, + G ) Oy
) K 3 Al =
2 M l/,j

Dans le cas ou 0, = 0, = 0 (fig. 14), on obtient, en admet-
tant

100 i s o 45 10
m:§,dou ER—%E et ngEE
10 o,
A,

o p
et pour 0y = o3 = — (fig. 16) cette valeur atteint méme
I 5 (fig

9,

6Eg-

Une hypothése ne peut prétendre étre une théorie que si des
essais exécutés en connaissance de cause ont confirmé son
bien-fondé. Ici aussi, Uexpérience est la source de la vérité.

La comparaison des résultats auxquels conduit la nouvelle
hypothése de I'élasticité et de la résistance de H. Branden-
berger avec les résultats fournis par les essais du LFEM ®
permet de faire les constatations suivantes :

a) La théorie établie par le LFEM pour la sollicitation
statique ou I'épuisement de la résistance des matiéres solides,
tenaces, quasi isotropes, soumises a un état de contrainte a
un ou plusicurs axes, a été vérifice et confirmée par Jes
essais du LFEM (fig. 9 et 10). Cette théorie, basée sur la
constance de la contrainte de cisaillement Ty ou du déplacement
S, du centre de gravité de la face de I'octaeédre inscrit dans
le cube élémentaire (fig. 5 a4 8) est applicable aussi bien au
domaine élastique qu'au domaine plastique. Dans le domaine
élastique, elle est identique & I'hypothese de la constance de
Uénergie de changement de forme de Mawxwell — Huber —
p. Mises — Hencky — Haigh.

Comme mesure de la sollicitation, elle utilise la contrainte
de comparaison O ou l'allongement de comparaison cor-
respondant dy. (fig. 6, 9, 11 et 12).

b) I’étude de la nouvelle hypothése de H. Brandenberger
montre qu'elle est équivalente a U'hypothese de Uallongement
maximum €pge pour la limite d’élasticité o, (identique a la
premiére limite d’écoulement o' d’aprés H. Brandenberger)
et a Phypothése de la contrainte de cisaillement maximum Taz
selon Coulomb-Guest-Mohr pour la limite d écoulement oy
elle-méme (identique 4 la deuxiéme limite d’écoulement
d’aprés H. Brandenberger), cette contrainte de cisaillement
Tpae dans le plan diagonal du cube élémentaire devant étre
déterminante dans le cas de sollicitation ou d’épuisement de
résistance considéré.

Les résultats auxquels conduit cette hypothése n’ont pas
été vérifiés par des essais de son auteur ; pour la limite d’élas-
ticité et pour la limite d’écoulement, ils ne concordent pas
avee la théorie du LFEM qui a été confirmée expérimentale-
ment (fig. 18).

Les écarts obtenus sont les suivants :

A la limite d’élasticité :

Traction Traction  biaxale Cisaille-
pure 03: 0y 0g: 0q ment pur
15:4 122
Hypothese de Branden-
berger 1948 . . . . 1 1,43 1,18 0,77
Iissais et théorie du
LFEM 1926-1929 . . 1 1 1.45 0,58

Ecarts en % . . . . . 0 + 43 + 3 + 33




A la limite d’écoulement :

Hypothése de Branden-

berger 1948 . 1,54 1,54 1,54 0,77
Essais et théorie du

LFEM 1926-1929 . . 154 1,54 1,78 0,89
Ecarts en %. . . . . O 0 —13 —13

Les écarts sont, dans certains cas, considérables. Pour la
limite d’élasticité 6, et en tout cas pour les métaux, la nou-
velle hypothése de H. Brandenberger, qui équivaut a I'hypo-
thése périmée de l'allongement maximum, doit étre consi-
dérée comme erronée. Pour le deuxiéme état-limite — la
limite d’écoulement oy — elle s’approche davantage de la
réalité, car elle est identique & la théorie de Mohr, ainsi
que le LFEM I'a déja prouvé en 1926 ¢ (fig. 18).

¢) D’aprés la nouvelle hypothése, le rapport

limite d’écoulement oy

limite d’élasticité o,
pour la traction monoaxiale est exactement 1,54 (fig. 14) et
ceci indépendamment du genre de matiére. Ce rapport peut
évidemment étre égal 4 1,54 pour un matériau déterminé.
Cependant pour I'acier doux ayant subi un traitement ther-
mique et mécanique normal, sa valeur moyenne est en réa-
lité, a la température ambiante ordinaire

limite d’écoulement marquée o7

=~ 1,05.

~ limite de proportionnalité

Cette valeur dépend plus ou moins du genre d’acier et de
sa sensibilité aux influences thermiques et mécaniques 19,

De la sorte, le rapport réciproque des états de contrainte
a deux axes a la limite d’élasticité et a la limite d’écoulement
se présente d’une maniere tout a fait différente et s’¢loigne
beaucoup d’une concordance (fig. 18).

Le diagramme contrainte-déformation d’aprés la nouvelle
hypothése de I1. Brandenberger, avec ses points de brisure aux
limites d’élasticité et d’écoulement, s’écarte du diagramme
réel. Pour la traction monoaxiale par exemple, cet écart est
trés prononcé, en particulier si 1'on observe les limites infé-
rieures et supérieures effectives d’écoulement (fig. 14).

=

d) Pour la limite d’endurance, par exemple, la limite de
fatigue aux efforts répétés oy = o (contraintes oscillant entre
une limite inférieure trés proche de 0 et une limite supérieure
-+ oy, nombre de répétitions 10%) et la limite de fatigue aux
efforts alternés op = o+ (contraintes oscillant entre deux
limites de signe contraire, égales en valeur absolue, nombre
d’alternances 109), la non-concordance entre la réalité, c’est-
a-dire les résultats des essais, et la nouvelle hypothése est
encore plus marquée, car selon cette derniére, la limite de
fatigue aux efforts alternés o+ et la limite de fatigue aux
efforts répétés o doivent étre égales, la premiére a la limite
d’élasticité, la seconde a la limite d’écoulement. La compa-
raison des rapports

limite de fatigue aux efforts alternés g, 0+

Timite de fatigue aux efforts répétés oy ot

correspondant & la nouvelle hypothése et aux essais™ donnent
en réalité les écarls suivants :

10 M. Ro¥ et A. Ercumincun : Propriétés de résistance des aciers aux haules
températures. Rapports n® 87 et 138 du LFEM, Zurich 1934 et 1941,

M. Ro8 : Qualité des matériaux et sécurité dans la construction et dans
Uindustrie des machines. Rapport n® 143 du LFEM, fig. 54 ¢t 55, Zurich 1943,
L'électrode Sécheron SCW. Rapport n® 150 du LFEM, fig. 36, Zurich 1944,
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Traction  Traction biaxiale Cisaille-
monoaxiale (déduction) ment
(par analogie)
1 1,43 0,77
Hy ese . : = 0,65 = =10,93 ==
ypathiss 5 " IBET 0 0T
EiS5aiS o o i fen i e ~ 0,65 ~ 0,65 ~ 0,7
Ecarts en %. . . 0 ~ -+ 43 ~ + 43

La nouvelle hypothése de Uélasticité et de la résistance de
I. Brandenberger ne présente pas d’idée conductrice. Elle
repose sur une conception trés complexe en soi el ne permet
pas de se représenter clairement le rapport causal entre
Peffort et le mécanisme de déformation. Les lois de la théorie
de I'élasticité ont été adoptées pour les déformations totales
dans le domaine élasto-plastique. La continuité de la courbe
contrainte-déformation n’est pas observée. Seuls sont traités
les états-limites aux limites d’élasticité et d’écoulement, les
états de sollicitation intermédiaires étant simplement passés
sous silence (fig. 14 a4 17). Les contraintes principales, dont
les composantes déterminantes pour la sollicitation, aux-
quelles sont imputables le changement de volume pur, d’une
part, et le changement de forme pur, d’autre part, sont
décomposés en une contrainte spatiale et en contraintes de
réseau auxquelles sont attribuées des fonctions qui, comme
les essais exécutés le prouvent, ne correspondent pas a la
réalité, car les valeurs-limites obtenues d’aprés la nouvelle
hypothése ne concordent pas avee les résultats des essais
(fig. 18).

Dans Je cas des métaux, la nouvelle hypothése de H. Bran-
denberger est infirmée pour la limite d’élasticité, la limite
d’écoulement et la limite d’endurance; la contrainte de
réseau 0" correspondant a I'état-limite n’est pas constante.
Cette hypothése n’éclaircit pas le mécanisme réel effort-
déformation des matériaux tenaces et n’enrichit donc pas,
pour autant que nous le sachions, nos connaissances sur la
sollicitation et le danger de rupture des corps solides. Il est
évident que sur cette base, on ne peut également pas expli-
quer Ueffet dit de Bauschinger.

La théorie du LI EM, basée sur Ueffort de cisaillement résul-
tant 7y et le déplacement résultant concomitant sy dans la face
de Poctaédre inscrit dans le cube élémentaire, celui-ci étant
sollicité tout a fait généralement suivant trois axes, est bien
le contraire de cette hypothése. En effet, elle procéde d'une
conception d’ensemble dominée par une seule et méme idée
et 'on a pu prouver par des essais sa concordance avec la
réalité (fig. 9 et 10).

Au moyen de la contrainte de comparaison Oy et de I'allon-
gement de comparaison O, elle permet d’évaluer correcte-
ment la sollicitation déterminante et la déformation conco-
mitante dans les domaines élastique et plastique des corps
solides sollicités suivant plusicurs -axes par des efforts sta-

tiques ou dynamiques 2,

2 La fatigue des métaux. Rapport n® 160 du LFEM. Pavis-Zurich 1947,
La [atigue des soudures. Rapport n® 161 du LEEM. Paris-Zurich 1948,

M. Ro8 et A. Ercmincen: Le danger de rupture des corps solides. Zuvich,
septembre 1949,
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