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SUR UN TYPE DE PLAQUE CIRCULAIRE ENCASTREE
D’EPAISSEUR LINEAIREMENT VARIABLE

par HENRY FAVRE
Professeur a I'Ecole polytechnique fédérale, Zurich

(Suite et fin).1

§ 3. Cas d'une force agissant au centre en posant :
Considérons encore la méme plaque, mais supposons qu’on 2(14v)[(2—v) (1—nsr—oe) 4 (a;—0) n1+2] 4
1 - > ) ey D narallele A love e ao1eQs P P g
lui appll'qlu une force [ l)cll:ll!(,l( a l'axe et agissanl au ) + (1 — 5v) [(0, + v) ner—a2 — g, — v] (36)
centre (fig. 7). Les calculs relatifs a ce cas sont analogues u 127 (1—v) [(li—fict per—— lh—-—ra‘]ﬁ' =
a ceux du paragraphe précédent. Aussi nous bornons-nous 4 g

a n’en donner que les résultats, en utilisant les mémes nota-
tions que précédemment et en supposant encore v = 1/3. b \ } y . .

ou n = et ou a;, a sont les racines données par les for-
mules (15). Les variations @y et @, des pentes relatives aux
‘ domaines n < & <1 et 0 <& < n ont respectivement les
--------------- > | valeurs :

AY Y :
N W o N SN, >h ‘ 2 (1 P
3 ' 7 ; y ‘ = ( V) (., qu /)/ zQ l o
| | P | 1= mt Ecda® ( t B g )’ Lo
\| “b“h“b‘)‘ | \
| & kAxe | |
| S o e R R TSNS - AR : 3 v) P, |
> > | Py _T(r_ITIﬁF (I't + G’ Logk), (38)
Fig. 7 | O
| N
on
On trouve pour le moment de flexion My = (M,),~) relatif ‘ ) [6(1—v)mu +2—v]n——2 &gy +v
aux points du contour séparant les deux domaines : ¢ (o, V) nsi—as ay v : )
My = P, (35) o B0 —vm 2 Vns—tta by | (39

a; + v— (tg 4 v) no—x

! Voir le Bulletin l/"‘/lllil]'l!' du 27 aoht 1949, l'./ l T /lTUll T ‘1 “+V) l‘”;—’ s (&4 | V.
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L’équation de la surface élastique (rapportée au feuillet
moyen avant la déformation) est,

pour n<ZE< 13

- 2 (14 v) n®a?P
° w Ehd
(o4 D’ 1 (#0)
Y 1_Ecu+1 jig) = 1_2024—1 e |
[al—i—i( )Taz—}—i( )TE ’
pour 0 <<&E<nm:
3(1—v)a®P . G’
0= ———— A 2 g2y L
: S ERS [( 2> affmer
(41)
+ G’ (n? Log n — &2 Log E}:I + (Lo)g=n
1 2(l +v)nr2a®P | C ,
ou (LoJg=n = — nEhi [a,1 g (I—n=td) £ l
D’ (42)
— (1 — nootl) + n—1 — l]- l
Og 1 I
La fléche au centre de la plaque est :
3 t_J —V) azl)
f'_' (Za‘§=1x o N Vﬁ_’ﬂ'T/lg’ .
1 (43)
[Fr A (Log n— ﬁ)] + (Lo)g=n-
st
pAxe de /2 plague ) S‘g:}ﬁ
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Fig. 8. — Plaque circulaire encastrée de la figure 7.

Représentation graphique de Z, en fonction de & = o

b
pour différentes valeurs du rapport n g

Les valeurs des moments de flexion sont :

pour n <& <1: (44)
M= — . C' (0 + V) B2 L D (0, +v) E* 24 v |,
6 (1 —v) 2 ‘ 2
M,= —f— C'(1+va VERTRLD (1+va )£°’+2+ 1. =297k
6 (l —v) ! - 2 i
M, :% [F — 14 G’ Log zJ,
+
pour 0 <&E<n: B (45)
M, = P [1"' -—v -+ G’ Log E] :
7

Les figures 8, 9 et 10 donnent les diagrammes de z,, M,, M,,
(6,); et (g,); calculés en supposant v = 0,25. La figure 8,

: , ; r e
qui représente Z, en fonction de ¢ = — pour différentes
a

b :
valeurs du rapport n = o ost analogue a la figure 4 relative

au cas ou la surcharge est uniformément répartie dans tout
le domaine de la plaque ; elle ne donne lieu a aucune nouvelle
remarque . Par contre, les diagrammes M, M, (fig. 9) et
(6,)i;, (o,); (fig. 10) sont fonciérement différents de ceux
obtenus dans le paragraphe précédent, car dans le cas d’une
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Iig. 9. — Plaque circulaire encastrée de la figure 7.
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Fig. 10. — Plaque circulaire encastrée de la figure 7.
Représentation graphique de (oy); et (0y); en fonction

r e
de £ = o pour différentes valeurs du rapport n = -
a

force P agissant au centre de la plaque, les moments de
flexion et les tensions normales deviennent infiniment grands
en ce point.

Or on sait qu'au voisinage du point d’application d’une
force concentrée, la théorie utilisée dans le présent calcul
doit étre révisée. Dans le cas o une force P agit au centre
d’une plaque circulaire simplement posée, d’épaisseur cons-
tante hy et de rayon b, A. Nadai et S. Woinowsky-Krieger
ont montré, par une analyse délicate du probléme, que les
tensions o, et o, aux points A et B dela figure 11, sont don-
nées par les formules ? :

-+ v)B| (46)

(00, = (0, = 01— 25 |~

i) ],+2v_
e

D l/
(0’,\3 = (01) 5 = ;2 [(1 + v) (0,485 Log /’l -+

ol 0 ok
(47)

’

4+ 0,52) + 0,48

oi ¢ désigne le rayon du petit cercle ou la force P est sup-
osée agir uniformément et g; est la tension normale en A
p g 1

1 Les figures 4 et 8 permettront en particulier au lecteur de comparer
la fleche due 4 une surcharge uniformément répartie dont la valeur totale
est P = Ta*p, i celle engendrée par une force concentrée de méme valeur,
appliquée au centre de la plaque.

2 Voir S. Timosnesko, Theory of Plates and Shells, p. 75. Voir aussi
A. Napau, Elastische Pletten, p. 308, et S. Woinowsky-Kniecer, Ing. Archio,
ol. 4, 1933, p. 305.

que donne la théorie ordinaire des plaques en tenant compte
de la répartition de cette force. Quant a g, c’est un coeffi-
cient dépendant du rapport e/hg.

¢
T
P

Dans les applications, on peut cependant se contenter de
ne calculer que la tension au point B, qui est une traction,
car la tension relative au point A est une compression de
caractére local qui occasionne trés rarement la rupture de
la matiére . La formule (47) donne donc la valeur de la
tension dangereuse au centre de la plaque de la figure 11.

Cette formule peut étre appliquée au cas étudié ici, &
condition d’ajouter au second membre la valeur de la trac-
tion produite en B par le moment M, = p'P agissant sur
le contour r = b de la partie centrale de la plaque (fig. 7).
Ce moment M, engendre dans le domaine 0 < r < b des
moments constants et indépendants de la direction de I'élé-
ment considéré, égaux a M. La traction supplémentaire est
& M, 6y
ainsi : (0r), = (00) , = 173_[6 = 7z b

En ajoutant cette valeur a celle donnée par (47), on obtient
donc pour la tension dangereuse aw centre de la plaque :

( R T ‘ e b
(Or)y = (Ot)g= 7 [‘\1 + v) (0,485 Log i it

h: o (48)

o

1+ 0,52) + 6p’ + (),481~

En résumé, les tensions (o,);, (o), relatives a la plaque de
la figure 7 sont données par les diagrammes de la figure 10,
sauf aw voisinage du centre, o la tension dangereuse, qui se
produit aw point B, est donnée par la formule (48).

Ajoutons que la comparaison des figures 6 et 10 montre
que Pinfluence du renforcement dit a I'épaisseur variable
sur les tensions (g,); et ()¢ relatives au contour de la plaque
(= 1), est sensiblement la méme dans les deux cas que
nous avons étudiés icl.

Remarque. En vertu des hypothéses faites dans le § 1, il
est évident que les résultats obtenus dans cette étude ne
seront applicables que si h, et H sont petits par rapport a a *)
et si Z, est lui-méme petit par rapport a h,. Pour s’affranchir
de ces conditions restrictives, il serait nécessaire d’introduire
dans les calculs I'étirement du feuillet moyen et les déforma-
tions dues aux efforts tranchants, influences que nous avons

neégligées.

Zurich, le 29 juin 1949,

1 Voir S, Tivosnenko, loc. cit.

2 Les profils de plaque esquissés dans les figures 4 et 8, en haut, satis-
font a cette condition (sauf pour n = 0,2 et peut-étre pour n = 0,4). Ce
n'est par contre pas le cas des figures 1, 3a a ¢ et 7, ou 'on a intention-
nellement exagéré les dimensions verticales, pour la clarté du dessin.
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