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Contribution a I'étude de phénoménes transitoires
a l'aide de suites de temps

par MICHEL CUENOD, ingénieur, E. P. F.

i. Introduction

De méme que les autres formes de la connaissance, I'évo-
lution des mathématiques s’exerce en deux directions
apparemment opposées : si d’une part, elles explorent des
domaines qui deviennent de plus en plus abstraits, voire
inaccessibles aux non-mathématiciens, d’autre part, elles
tendent 4 se simplifier et 4 offrir un instrument de plus en
plus souple et commode a disposition des non-spécialistes.
La définition et I'utilisation de « suites de temps » représentent
un pas dans cette deuxiéme direction dont I'ingénieur est le
tout premier bénéficiaire. Le principe de ces suites a été
donné par M. A. Tustin®. Nous nous proposons de rappeler
ce principe en nous placant a un point de vue quelque peu
différent de celui de 'auteur précité, et nous nous efforcerons
ensuite de mettre en évidence les avantages pratiques qu’offre
cette méthode de calcul.

1. Définition d’une suite de temps

Considérons une fonction quelconque du temps F (1)
représentée par la figure 1 que nous supposons par exemple
avoir été relevée expérimentalement. La surface circonscrite
par cette courbe peut étre considérée comme étant formée
par un ensemble de rectangles tels que celui qui est hachuré.

! Voir A. Tusrin: Method of analysing the behaviour of Linear System in
Term of Time series. — The journal of the institution of electrical engi-
neers Vol. 94, Part 11 A, No 1 1947, p. 130-143.

La base de ce rectangle est égale & une unité de temps t
sa hauteur est égale a la moyenne des ordonnées entre deux
abscisses séparées par une unité de temps ;

nrt
= e F((n—1)71) + F(nT)
soil [, = / fyde ~ —(( 72)7(
(11:1)‘1'
avec [ ((n—1)7) = valeur de F(t) pour = (n—1)7
F (nT) = valeur de F(f) pour i¢=rnm

Ainsi & une fonction F(t), il est possible de faire correspondre
une certaine suite de temps S telle que

F)«>S ={[f1; fas 55 - [al

fi étant la moyenne des ordonnées pour les temps de 0 & ¢
e » » » » de.v a 2r
ete.

Frt)

LA

—F((n-1)7)
N
== int!

N
NN

0 t 2r m-1)7 e ¢

Fig. 1. — Définition d’'une suite de temps,
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L’unité de temps t doit étre choisie de fagon suflisamment
petite pour que 'on puisse admettre que la fonction étudiée
varie linéairement pendant la durée d’une unité de temps.
L’exactitude de ce procédé peut étre élevée a volonté en
réduisant I'unité de temps choisie.

11l. Opération avec les suites de temps

Considérons les deux fonctions F,(t) et I (1) et les deux
suites de temps correspondantes

S AT O e e O
BheSpe—ilib st hotibst bl

Nous allons montrer comment effectuer avec ces suites
les quatre opérations suivantes et quelle est la signification
de ces opérations.

Addition et soustraction

La fonction F,i;(t), obtenue par la somme des fonctions
F,(t) et I,(t), est donnée par la somme des ordonnées des
fonctions F,(t) et F,(t) pour la méme abscisse. Les termes
de la suite S,.s correspondant & la fonction Fays(t) sont
obtenus par I'addition des termes des suites S, et S,

Foo(t)=Fa(t)+ Fo(t) <> Says="Sa+Sp=[ay; ag; . . .; an)=

+ [by; Do ba] = [ag + by; as + by: an + ba] .

A titre d’exemple, considérons les deux suites telles que :

Sa==[15. 25 et Sp= {125 2]
nous obtenons :
Sa St Sb =5 Sy+h = “ o (e, e 24 -+ 2

=[5k 23501

1 4+ 0] =

La figure 2 montre quelle est la signification géométrique
de Paddition de deux suites. Nous. vérifions que la surface
de la somme soit égale 4 la somme des surfaces S, et S,

A+ 24D)F A F2424+1)=@2+4+3+1)=10.

T T

Sdfb
Sa Sb
el il
Fig. 2. — Signification géométrique de I'addition et

de la soustraction de suites de temps.

La soustraction s’opére selon le méme principe que I'addi-
tion, en soustrayant membre a membre les termes des deux
suites 4 soustraire. Nous obtenons ainsi :

B e S, —Sy=8; 5= [ar—bis as—Ug; . an Bl

Multiplication

Considérons les deux grandeurs variables A et B et admet-
tons qu’il existe une certaine dépendance entre ces deux
grandeursl telle que les variations de B puissent &tre considérées
comme la conséquence des variations de A.

Ces deux grandeurs peuvent étre par exemple : la tension
aux bornes d’entrée et aux bornes de sortie d'un quadripole
électrique, la force agissant sur un point matériel et le dépla-
cement de ce point, la grandeur i régler et la course d’un
régulateur, ete.

Nous admettons que l'on a pu déterminer Ja fonction
F1,(t) de la variation de B a la suite d’une variation de A
selon une impulsion unitaire représentée par la figure 3a et
caractérisée par un rectangle de base égale a l'unité de
temps t et dont la surface est égale a 1.

Nous nous proposons de déterminer la variation de B
résultant d’une variation de A selon une fonction quel-
conque 17,(t)

£ Fa(t)
T t i
(n-0)T nT
a b
Fig. 3. — Décomposition d'une fonetion A(f) en une suite

d’impulsions rectangulaires.

La figure 3b représente la fonction F, décomposée en une
suite d’impulsions rectangulaires.
La surface du rectangle hachuré est égal a

£t = Fo(nt) + Fa((n—1) 1) 5

2

Si Punité de temps t est choisie de facon suflisamment
petite, nous pouvons admettre que I (nt) = F ((n—1)7) et
nous obtenons

AF=Tanr)z

La variation de la grandeur B résultant de l'impulsion

f (n7) qui agit au temps 6 = nt est égale a

AFy = AF,-Fy(t—nt) = Fo(nt) - Fyp (t—n1)T.

La variation ¥ de la grandeur B résultant d’une variation
de A selon la fonction F, est donnée par la somme des varia-
tions AF, de B dues a laction successive des différentes
impulsions A F, de A

Fy = YAFy = X Fa(nt) - Ep (t—nT) T
n
Si nous faisons tendre I'unité v vers zéro el en posant

]m’: 0
| t=ds,

nous obtenons I'intégrale de Duhamel :

1
»

,"I!(” S / I"a(e) )’ I"lb(l' 9\ (19

«
o

Il est connu que cette intégrale permet, lorsque I'on peut
admettre que le systéme est linéaire, de calculer la variation
de B, I, (t), résultant d’une variation de A, F,(t), la fonction
Fup(1) étant la variation de B résultant d’une variation de A
selon une impulsion unitaire dont la durée est infiniment
courte et dont intégrale est égale a 1. 1l est connu également
que, selon le théoréme de Borel, Iintégrale de Duhamel
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correspond au produit des fonctions équivalentes écrites
sous formes opérationnelles

t
2

/ A(8) - B(t—8)do<>a(p) - b(p).

(¥
0

Par analogie, nous pouvons écrire que la suite qui corres
pond & la fonction [;(t) est obtenue par le « produit» des
suites Sq et Sy correspondant a F, et & Fy;, et nous indiquons
ce produit par le signe (*)

t
/ i (8) Fiyp (1—0) dB <> Sup == Sa & Sp=

=%,Fa(nt) - Fpp(t—n1)T

an] * [by;

ey bore il
La variation de B résultant de l'action de la premiére

impulsion a; qui compose la variation de A est égale a

e byt aibsstaybssitaibys o S ay bl
La variation de B résultant de @, agissant au temps 7 est
égale a

[05 ashy; ashy; aghy; agba].
La variation de B résultant de a; agissant au temps 2t
est égale a
[o; o; ashy; ashby; aghy; agha).
Le résultat du produit est égal a la somme de ces différentes
suites ainsi que cela ressort du tableau suivant :

S e

ay ay ag a,
Sy — by by by by
aby asby asby asby
by yb, agb,
by asby
Seti— @by 5 a by + aghy; a by + aghs + aszbhy; . ..

Considérons I'exemple de la multiplication des deux séries
représentées par la figure 3

S 1 2 2 1
Soi= I 2 I
1 2 2 1
2 4 4 2
I 2 2 1
Sop = 1 4 7 7 4 1
La signification géométrique de cette multiplication

ressort directement de la figure 4.

Iig. 4. — Signification géométrique de la multiplication

et de [a division de suites de temps.

|

La surface hachurée (1) représente la fonction S, multipliée
par le facteur 1, la surface hachurée (2) représente la fonction
S, multipliée par le facteur 2 et décalée de 1 unité de temps,
la surface hachurée (3) représente la fonction S, multipliée
par le facteur 1 et décalée de deux unités de temps. Nous
vérifions que la surface représentée par la suite S,; est égale
au produit des surfaces représentées par S, et S, (1 + 2 + 2 +
+1). @424+ )=14+4+7T+T7T+44+1)=24

Il est connu que

Fay(t) = / Fo(8) Fy(t—8)do — f 70 (t—0) Fy (0) dO

nous en concluons que
Sab S Sba — Sa * Sb = Sb * Sa.

Le produit de deux suites est donc commutatif, ¢’est-a-dire
que Pordre dans lequel on effectue la multiplication de deux
suites n’influe pas sur le résultat de ce produit.

Division

La division de suites de temps est I'opération inverse a
celle de la multiplication, elle correspond a la résolution
de I'équation intégrale de Volterra et permet de déterminer
la variation. B a la suite d’une variation de A selon une
impulsion unitaire lorsque I'on connait la variation F,(f) de
B résultant d’une variation quelconque F,(t) de A. Il est
connu que sous forme opérationnelle, la résolution de 'opé-
ration de Volterra conduit & faire le quotient des transformées
de Laplace de F,(t) et de F,(t). De fagon analogue la suite
correspondant a la fonction Iy, s’obtient en faisant la ¢ divi-
sion » des suites correspondantes S, et S, que nous exprimons
symboliquement par le signe ¥

*
S—Ga*%;[il:az;a“; . an)
P Ay s e b Sl
v i (615 bas by; -.. ba)

La démonstration rigoureuse du procédé de la division
nécessiterait une étude détaillée des conditions de convergence
des suites, étude qui sortirait du cadre de cet exposé. Nous
nous contentons d’indiquer la fagon dont s’opére la division
des deux suites S, et S, telle qu’elle ressort du tableau
suivant :

).

Sa=tt; s, ay ay l"?ﬂi:, by b5 bgs o
b b b 1 l
92 3 4 Ak 23
ay ay b a, b a, b Se ——F.b—<az—all -
1 1 1 3 PG )1
b b b
3 4
0 ay O 05Oy Gg—Oy 5
1 /1 i
by /)2( )
Ay—ay ay—ay
b "1; b,
0

Nous cherchons combien de fois &, entre dans @, ce qui
donne le premier terme de la suite du quotient. Nous multi-

et

) . t ! a
plions chaque terme de la suite de Sp, par le quotient "
= )

by
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soustrayons la suite ainsi obtenue de la suite S,. Nous cher-
chons combien de fois b; entre dans le premier terme

by : 3 e
ay— ay de cette nouvelle suite ce qui donne le deuxiéme

terme de la suite du quotient, et I'opération se continue
comme pour le premier terme. Il en est de méme pour les
termes suivants.

A titre d’exemple, nous allons contréler qu’en divisant la
suite Sy, par la suite Sy nous retrouvons la suite S, de 'exemple
précédent

i A e e RS, SEN S SR B MBS S
LR b :
0 2 5 6 4 S Pl e
e
T I il e
P gy
B A g

Nous cherchons combien de fois le premier terme du déno-
minateur, soit 1, entre dans le premier terme du numérateur
soit 1 fois, ce qui donne le premier terme de la suite du
quotient. Nous multiplions le dénominateur par ce terme
et nous obtenons une suite que nous soustrayons membre a
membre de la suite du numérateur, c’est-a-dire que nous
soustrayons [1, 2, 2, 1] de [1, 4, 7, 7, 4, 1] ; nous obtenons
une nouvelle suite [0, 2, 5, 6, 4, 1]. Nous cherchons combien
de fois le premier terme du dénominateur entre dans le
terme différent de zéro de cette nouvelle suite ... et 'opération
se continue. Comme nous pouvions nous y attendre, nous
retrouvons la suite [1, 2, 1] ainsi que cela ressort de la
figure 4. -

Nous vérifions que la surface correspondant a la suite du
quotient est égale au quotient des surfaces correspondant
aux suites du numérateur et du dénominateur :

ol R T e 1= 94
T+24+2 41 6

S(14+241) =4

Le tableau suivant résume la signification des quatre
opérations que nous avons définies.

Fonetion

Fonction du temps Suite b
opérationnelle
Addition Fao(t) 4 Fy (1) Sa + So | Fap) + Fy(p)
Soustraction Fo(t) — Fy (1) Sa— Sy | Fa(p) — Fy(p)

¢
Multiplication .j'l"a(l -0) Fy(0)de| Sq * Sp | Fa(p) . Fa(p)
intégrale de
Duhamel
Division Résolution de Sy 28y Falp)
I"équation inté- ]"l('
grale de Volterra (1)

Tableau des opérations a 'aide de suites de temps.

IV. Définition et détermination de la courbe
de réponse d'un dispositif

Lorsque les variations [,(tf) d'une grandeur A et Fy()
d’une grandeur B ont pu étre déterminées, il est possible
de calculer les variations Gy(t) de B qui résulteraient de
toute autre variation de A telle que G,(t). Analytiquement
ce résultat est obtenu par la résolution du systéme d’équations
intégrales suivant

, :
FMin/FAmL}u—WJe

t
Gy (1) = /nca(e) Us (t—8) de

F,(t), Fy(t) et G,(t) étant connus, Gy(t) étant a déterminer
et U,(t) étant & éliminer entre ces deux équations.

Il est connu que sous forme opérationnelle, ce systéme
d’équation intégrale se réduit a un simple quotient.

. e o e
Gb([),) [ fa (p) Ga (P)

Gy(p) étant les transformées de La-

fa(p); f5(p); Ga(p),
5(t), Ga(t) et Gy(t).

place de Fq(t), F

Selon la définition que nous avons donnée de la multi-
plication et de la division a I'aide de suites de temps, il est
possible de calculer aisément la suite 7, caractérisant une
variation de B a la suite d’une variation 7, de A lorsque les
suites S, et S, ont pu étre relevées expérimentalement :

PR
Sa

Il est ainsi possible de ramener les variations de B & un
commun dénominateur des variations de A et de comparer
entre eux les résultats de différentes mesures. Comme variation
de référence, il semble indiqué de choisir la fonction unitaire
caractérisée par la suite S; = [1; 1; 1 ...]. La suite Su que
nous obtenons est définie comme étant la suite de la courbe
de réponse de B par rapport a A.*

Sop = 1 (Bus bus by o ba] » 1515 10..1]
(@i as s mds vty

Nous insistons sur le fait que ce mode de calcul n’est valable
que si on peut considérer que les fonctions en question sont
linéaires, ce qui est généralement le cas lorsque I'on considére
de faibles variations par rapport & un état initial.

A titre d’exemple, considérons que la suite Sy = [0,06 ;
0,35; 0,88 ; 1,55 ; 2,35 .. .] représentée par la courbe 1 de la
figure 5 a été mesurée comme résultant d’une variation de
S4 selon une fonction linéaire Sy = [0,5; 1,55 2,565 3,5 ...]
(courbe 2). Nous calculons la suite de la courbe de réponse
en effectuant la multiplication et la division ci-dessus définies.

* Nous rappelons que la courbe de réponse d'une grandeur B par rapport
4 une grandeur A est définie comme étant la variation de B, résultant
d'une brusque variation de A selon une fonetion unitaire représentée par la
courbe 3 de la fig, 5.
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Sp = 0,06 0,35 0,88 1,55 2,3& .. F(t)
I S R SO B
0,06 .0,35 0,88 1,55 2,34 ..
0,06 0,35 0,88 1,55
0,06 0,35 0,88 ...
0,06 0:35- Fig. 6. —
0,06 Dé.ﬁnition de
S4Sz = 0,06 041 1,29 2,84 5,18 S (S i l;:;rtégr'alejant
R T B O 7 3 aide de suites
6=, Q8 BN AR vt o o DD OO TE A, B 0|z 2t3t de temps.
0 0,23 0,99 2,42 4,64 ...
0,23 0,69 1,15 1,61 A
0,30 1,27 3,03 f" (O)dt =f; + [»

0,307.0,90. 1,5

0 0,37 1,53
0,37 s

0. 042

Nous obtenons la suite Sz = [0,12; 0,46; 0,60; 0,74;
0,84 ; ...] représentée par la courbe 4 de la figure 5, de la
courbe de réponse de B par rapport a A, résultant d'une
variation de A selon la fonction unitaire représentée par la
courbe 3.

5
4
g
3
2
\7
7
0 17 2 3 4 to] t
2
3
; \
il
0 1 2 3 4 L
Fig. 5. — Détermination d'une courbe de réponse

a l'aide de suites de temps.

V. Intégration a l'aide de suites de temps

Considérons 4 nouveau une fonction F(t) représentée par
la figure 6 et la suite S = [fy; fo; f3; ...] correspondante.
FEtant donné la définition des composantes impulsives, nous

pouvons calculer 4 I'aide de cette suite les valeurs de I'inté-
'
grale [F (1) dt pour les temps 7, 27, 37 . ..

/ Fld=f,

o
T

/ Fi)ydt=/f + 1.+ [s ete.

Considérons a nouveau l'intégrale de Duhamel.

t

= / E(—8) I (8) de

et posons la fonction E(t—t) = const = 1.
Nous obtenons

t
2

t
y(t) =j L F(6)de = /I-‘(z;dz.

</
o

Ainsi que nous 'avons exposé précédemment, a cette équa-
tion intégrale correspond un produit de la suite S; = [1; 1 ;
.7} et la suite [fi5 /2 fas -+ -] ilien résulte

t
/1«‘(z)dz Fl o e A I

Si nous effectuons cette multiplication selon le procédé que
nous avons indiqué, nous rettouvons en effet les termes de la
; t
suite qui correspond a l'intégrale JF(t)dt
(4

ho e fs s
1 1

L | 1
h le fs Ia
h ol Is
e

fos ot fes o+ e+ 1ss
A titre d’exemple, nous calculons I'intégrale de la fonction
linéaire I (t) =t
S == (TR R )
1 1 | 1
0 Dl D2 DR 310
(0TS s T
(OFaste )
0,5

/ua > (055 23 453585 ...]=Y%[1;49;16;..].

.
0

Nous obtenons la suite parabolique qui correspond a la
12
fonction o+
2
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Remarque

Le miéme terme de la suite de temps qui correspond a
I'intégrale donne la valeur moyenne de l'intégrale entre les
temps (n—0,5) = et (n 4+ 0,5)  (alors que le terme f, est la
valeur moyenne de la fonction entre les temps (n—1)
et nt). Ainsi, toute la suite de I'intégrale est décalée de 0,51
en avant par rapport a la suite de la fonction intégrée; cepen-
dant lorsque 1 est trés petit, ce décalage est négligeable.

VI. Différenciaticn a I'aide de suites de temps

Frt)
@
+]
TQ T
ol /m-07° st YerDT ¢
Fig. 7. — Définition de la dérivée a l'aide

de suites de temps.

Considérons 4 nouveau une fonction I(t) a laquelle cor-
respond une certaine suite S = [f1; fo5 f35 ... fusl

Ainsi que le montre le petit triangle hachuré de la figure 7,
la dérivée de la fonction au temps (nt) est donnée en premiére
approximation par tga

T dF - F((n+1)7)—F(n1)
g = —- = .
.. dF
ainsl- — fi it
dF |
dt Lh: fe—f i - wete,

La dérivée est donc caractérisée par une certaine suite
telle que

B
d[ i s [/IA/U; f24f1; fS_/z; 3 /n"*fn_l].

Considérons a4 nouveau l'intégrale de Duhamel dont nous
prenons la dérivée; les relations suivantes sont classiques :

t
d

ot

0

t
’1[’/ E(t—0) I (0)do — E(t—0) I'(0)do —
ar

'

5 diits

= | E(t—8) - I'(0)ds.
dt
¢

Nous admettons & nouveau que la fonction F est la fonetion
unitaire U(1) = 1; la dérivée de cette fonction unitaire est
une impulsion d’amplitude infinic et de durée infiniment
courte, ¢’est-a-dire 'impulsion unitaire limite, lorsque © — 0
Soit S [fis [si [s... [n] Ja suite quicorrespond & F (t)

dF (1)
dt

et S"={(f1; t5; [5... f]lasuite qui correspond &

Nous obtenons ainsi :

Si nous effectuons le produit de la suite [f, ; /5 ... f,] par
[1; — 1], nous retrouvons les termes de la suite de la dérivée
que nous avons définie précédemment :

S = fl /'2 fs /4
1 —1 i
Hooife = s i
R Rt e L

/’1*}(05 fon=tai lolos ol arslas

SE—

I, étant la moyenne de F(t) entre t = —1 et t = 0 si 'on
prolonge F'(t) selon sa tangente pour ?lé pour t=0. A
titre d’exemple, nous calculons la dérivée de la fonction
parabolique F (t) = %2 et vérifions que nous obtenons la

fonction linéaire F” (1) =t

Fit) = g «>S = 05 2 45 8
7 e
050 =2 S o
0 —05—2 —45
B () =t e ST = EO RS G D B ERE S

Comme la tangente de parabole est horizontale pour ¢ = 0,
nous avons f(0) = 0.

Remarque

La différenciation apparait bien comme l'opération inverse
de I'intégration. Au lieu de multiplier par la suite [1;1;1; ...]
elle consiste a diviser par celte suite.

Le nitme terme de la suite qui correspond & la dérivée d’une
fonction donne la moyenne de cette dérivée entre les temps
(n—0,5) t et (n + 0,5) © c’est-a-dire que, de méme que pour
I'intégrale, la suite qui correspond & la dérivée est décalée
de 0,5 t par rapport a la suite de la fonction a dériver.

VIil. Relation entre le calcul opérationnel et
les suites de temps

Il est connu que Cimpulston unitaire s’exprime mathé-
matiquement de la fagon suivante :

+

1)

I : |
Jift)i= I /0"3’ ds = 7 / erdp.

+jo
’

.

= .
—® —j®»

Exprimée sous forme réelle, nous obtenons

w
v

JHE) = / sin wt dw.

| S
il

=)
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Or cette intégrale est la transformation de Laplace, telle
que Carson et Doetch D'utilisent, permettant de calculer la
fonction « objet » A(t) qui correspond a la fonction « image »
9 (p)

L’intégrale de la fonction impulsion n’est pas autre chose
que cette transformation appliquée a la fonction ¢ (p) = 1.
Or, par définition, cette fonction impulsion correspond a la
suite [1;0;0; ...] = [1] lorsque 'unité de temps choisie
© tend vers 0.

Nous avons vu que le produit de deux fonctions sous forme
opérateur correspond au produit de deux suites de temps.

t jo
e LR
) = 4 = *
v/ AW Bt T)dT_Q_n_!.L/ a(p) b(p) e"dp==Ss * Ss
0 i

avec a(p) et b(p) = transformée de Laplace correspondant a
A(t) et B(t)

= suite de temps correspondant a A (t)
et B(t).

Dans le cas particulier ou b(p) = 1 nous obtenons

Saet: Sy

1 Fjoo
‘EFJ‘J a(p)etdp==S, * [1] = S,

Les suites de temps permettent donc d’effectuer I'intégrale de
la transformation de Laplace, il suflit de remplacer Uopérateur p
par la suite [1 ; — 1] pour obtenir la suite qui correspond a la
fonction objet ainsi que cela ressort du tableau suivant :

Fonetion . ; ’ ;
image Fonction objet suite
¢
1 5= / st dr [1]
+o
p 7)1&/ Lo dz [1;—1]
o
P* 545 /Zzefsf(ll [1;—2;1]
+1'JJ
3 ez dz i ng ot g
i Zﬂl/ s L e
I— 1 b s 1]
7
| t
; lesr2isi8n
o - i L1 |
i/
| (A | 3 |
pT + 1 i T+ " (T+1:=T)

Tableau de quelques « fonetion image », « fonction objet » et « suite »
équivalentes.

Cette propriété est particulicrement avantageuse lorsque la

fonction image est appliquée a4 une fonction du temps X (t)

relevée expérimentalement dont on ne connait pas 'expres-

sion mathématique ; la suite correspondante est égale au
produit de la suite qui correspond & X (f) par la suite qui
correspond & cette fonction image.

La transformation de Laplace est utilisée différemment par
certains auteurs tels que K. W. Wagner qui écrivent :

+jm
g el S e
e L ' / (p) ot e f(p) = fonctilon «dérivée»
2y} p A (t) =fonction «primitive».

Dans ce cas, la fonction unité qui correspond a f(p) = 1
n’est plus P'impulsion unitaire J (¢) mais la-fonction unitaire

—() " =)
=1 ¢t >0

Pour obtenir les suites de temps qui correspondent aux
fonctions « primitives » de ces fonctions « dérivées », il faut
les diviser par l'opérateur p, ou ce qui revient au méme, les
multiplier par la suite [1 ;1 : ...] qui correspond & la fonction
unitaire,

U(t) telle que U (t)

VIill. Exemple d’utilisation des suites de temps

a) Détermination des conditions de stabilité d’un réglage
automatique

Considérons le réglage de vitesse d’une turbine hydraulique.
Nous supposons que le circuit de réglage est « ouvert» c’est-
a-dire que le régleur de vitesse est entrainé par un moteur
dont on puisse faire varier la vitesse & volonté, indépendam-
ment de la vitesse du groupe.

W

Fig. 8. — Détermination des conditions de stabilité du réglage de
vitesse d’un groupe hydro-électrique.

Ainsi que le représente la figure 8, nous supposons que I’on
ait pu faire varier passagérement la vitesse enregistrée par le
régleur de vitesse et que I'on ait mesuré également la course
du vannage selon la courbe 2 et la variation résultante de la
vitesse du groupe selon la courbe 3, la charge du groupe étant
restée constante. A I'aide de ce seul essai, il est possible de
calculer les courbes de réponse du dispositif de réglage et du
groupe, c’est-a-dire de déterminer expérimentalement leur
caractéristique dynamique et de vérifier si les conditions de
stabilité sont remplies, en calculant les courbes de Nyquist
correspondantes et en leur appliquant le critére de Nyquist 1).

b) Solution d'équations différenticlles linéaires

Considérons le dispositif mécanique, représenté par la
figure 9, formé par un amortissement 5 et un ressort F.
Nous nous proposons de calculer la course @ du point X en

' Voir : Etude des propriétés d'un réglage automatique, M. Cunon, « Bulletin
technique de la Suisse romande », 26 aveil et 10 mai 1947,
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fonction de la force K qui agit sur ce point. Ce systéme obéit
a I'équation différentielle suivante :

RGeS bl;—:—f’v

X avec b = constante d amortissement

X | = caractéristique du ressort

.

Nous considérons une variation de K et de X par rapport
a un état initial et posons

K—="K,+ AK et

nous tenons compte du fait que Ko = f a0 ;

Fig. 9. — Dispositif mécanique
statique avec amortissement.

=2z, + Azx;

dl’o
que —- =oet obtenons

) b Az
R

Nous divisons le terme de gauche par K,, le terme de
droite par faz, et introduisons les valeurs relatives suivantes :
AK A

K 0 Ty

+ [ Az.

il en résulte :

avec p = opérateur de différenciation
T = constante de temps ;1
nous obtenons la relation de transfert suivante
L dshest dl :
k pT+1 T[1—1]+1

Nous calculons la courbe de réponse résultant d’une varia-
tion de K selon la courbe 1 de la figure 10. Nous supposons
que la constante de temps 7' = 3 sec. Nous obtenons

ey e Al P I P A

L L T T R A
= [0.25; 0,44; 0,58; 0,68; 0,75; 0,82; 0,87 ...].

Ainsi que le représente la courbe 2 de la figure 10 et comme
on devait s’y attendre, nous voyons que & varie selon une
courbe exponentielle. Nous nous proposons de calculer les
variations de £ résultant d’une variation arbitraire de x telle
que S =[1; 3; 2; 1] représentée par la courbe 3 de la
figure 10. Nous obtenons

E(t)  [153;52;1]

k  [4;—3]
E(Y) e e A N2
—~ =10,25; 0,94; 1,20; 1,45; 0,86; 0,65; 0,49 ;
X 0,37; 0,27; ...].

Ce résultat est représenté par la courbe 4 de la figure 10.
Nous voyons que l'amortissement a pour conséquence de

retarder et de diminuer les variations de £. Nous insistons
sur le fait que les calculs ne sont pas rendus plus compliqués
par le fait que les variations de la force K peuvent étre une
fonction quelconque qu’il n’est pas nécessaire d’exprimer
mathématiquement.

2
7
1 L e
\2
0 7 2 3 4 t
3
-3
2
4
Y
: )
o —
[ 7 2 3 =z 5 & FIN:
Fig. 10. — Résolution d’une équation différentielle linéaire

a l'aide de suites de temps.

IX. Conclusion

La forme que I'on choisit comme fonction unitaire n’a
aucune importance, pouvu que la surface de cette fonction
soit égale & l'unité et que la base en soit proportionnelle a
I'unité de temps. Il est ainsi également légitime de se
servir de triangles ainsi que le fait M. Tustin, ce qui ne change
pratiquement en rien le procédé du caleul et le résultat final
dés que I'unité de temps choisie est suflisamment petite.
Les opérations nécessitées par la multiplication et la division
de suites de temps n’offrent aucune difficulté théorique et
peuvent étre effectuées a I'aide de machines a calculer telles
que les machines a cartes perforées du type Holorit.

L’utilisation de suites de temps offre un nouveau moyen
d’analyse dont cet exposé ne donne qu’un court apercu et
qui peut étre envisagé chaque fois que I’on se propose d’étudier
la relation dynamique qui existe entre deux grandeurs que
I'on ne peut exprimer par une expression mathématique.
Cette méthode s’impose ainsi pour I'étude de phénoménes que
I'on est réduit a constater et qui échappent de par leur nature
a des essals systématiques, phénoménes que I'on rencontre
en géologie, par exemple, relation entre les variations de tem-
pérature moyennes annuelles et le mouvement des glaciers ;
en économie, par exemple, relation entre les variations de
I'investissement et celles du degré de production, entre les
variantes de l'offre et celles des prix, etc. ; en biologie et en
médecine : détermination des réactions physiologiques & la
suite d’une intervention médicale, ete.

En permettant de ramener les variations des grandeurs
envisagées & un commun dénominateur des variations de la
cause (par exemple fonction unitaire), cette méthode donne
la possibilité de comparer entre eux le résultat de différentes
mesures et d’établir une moyenne des caractéristiques dyna-
miques que l'on se propose de déterminer. Si le fondement
théorique des suites de temps fait appel 4 des mathématiques
relativement ¢élevées, par contre leur utilisation pratique ne
donne lieu & aucun caleul compliqué ni & aucune construction
graphique, ce qui doit leur attirer la faveur des ingénieurs
praticiens. Cette méthode peut rendre de précieux services
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en technique, en particulier pour I'étude des phénomeénes de
réglage automatique et chaque fois qu'en mécanique ou en
électro-technique I'on est conduit a résoudre une équation
différentielle avec terme perturbateur selon une fonction
échappant 4 une détermination mathématique. Elle permet
d’étudier facilement linfluence de retard qui conduit la
méthode classique a des calculs trés compliqués. Cette méthode
ne doit pas étre appliquée aveuglément, mais doit étre consi-
dérée comme une approximation d’autant meilleure que

5
|
!
|

|

I'unité de temps choisie est faible par rapport a la durée des
phénoménes envisagés et que leurs variations sont lentes, et
peuvent étre considérées comme linéaires.

Qu’il nous soit permis en terminant d’exprimer notre recon-
naissance envers Monsieur W. Frey pour toute 'aide qu’il
nous a apportée dans I’élaboration de cet exposé.

M. Cuénop
Ing. ala S.A. Brown Boveri & Cle, Baden.

La controverse des barrages continue

En complément de son article paru dans notre numéro du
21 mai 1949, M. Maurice Paschoud nous prie de porter a la
connatssance de nos lecteurs les lignes suivantes (Réd.) :

Des entrefilets parus récemment dans la presse pourraient
faire croire que le différend des barrages est réglé. Il n’en
est rien et voici, a ce sujet, quelques renseignements qui
intéresseront peut-étre les lecteurs du Bulletin Technique.

Deux jours avant la publication de notre article de mai 1949,
le Tribunal fédéral avait rejeté les conclusions prises par le
Conseil d’Etat du Valais tendant a ce qu’il plaise a ce
Tribunal de prononcer que le Département fédéral n’était
pas compétent pour prendre ses décisions de 1948 concer-
nant le type de barrage 4 adopter pour la retenue de Cleuson.

D’ailleurs, au début de février 1949, I'Inspection fédérale
des travaux publics, sans attendre cet arrét et comme si elle
en avait deviné a 'avance la teneur, demandait a sa commis-
sion d’experts « d’examiner comment, 4 Cleuson, on pourrait
utiliser la partie du mur évidé déja construite pour en faire
un mur plein ? »

Afin d’accélérer les travaux de cette commission, elle la
compléta ensuite en lui adjoignant deux nouveaux membres,
un professeur de I'Ecole polytechnique fédérale et un ancien
ingénieur en chef des Chemins de fer fédéraux. En méme
temps, elle la pria d’étudier aussi « comment on pourrait
renforcer le trongon de mur évidé existant pour qu’il pré-
sente la méme sécurité qu'un mur plein ?»

Au début de mars, I'Inspection soumit a4 sa commission

Gulachten dber die Slaumaver
St Barlhélémy (Cleuson)

élargie le rapport du groupe d’ingénieurs consultés par
Salanfe S. A. a propos des barrages de Salanfe et de Cleuson.
Cette commission pourrait ainsi compléter son rapport de
mars 1948 et son rapport spécial de juillet de la méme année
(dont nous ignorions jusqu’alors I'existence) relatif a 'action
des tremblements de terre sur les barrages.

La commission d’experts de I'Inspection décida de répondre
d’abord aux deux questions posées par cette derniére, en se
réservant de revenir, plus tard, sur le mémoire des ingénieurs
consultés par Salanfe S. A.

Voici les éléments essentiels du rapport de cette commis-
sion, du 30 avril 1949, qui contient la solution des deux pro-
bléemes qui lui étaient posés.

Aprés quelques critiques sur les travaux (fouilles, injections
de ciment) déja exécutés a Cleuson et surla granulométrie et
le dosage du béton mis en place, critiques qui se sont d’ailleurs
révélées injustifiées, les experts présentent quatre solutions aux
problémes posés par I'Inspection. Les variantes désignées par
A 1 et par A II répondent a la premiére question, les varian-
tes B 1 et BII ala seconde.

Nous allons donner quelques indications sur celle de ces
deux variantes, la variante A I, qui, de I'avis des experts
eux-mémes, est la moins mauvaise des deux solutions de
transformation du mur évidé en mur plein et sur la variante
B II, qui prévoit un renforcement du mur évidé.

Variante A I. La figure 1 donne les renseignements néces-
saires sur cette variante qui prévoit l'achévement, sous
forme de mur plein, de la partie du barrage déja exécutée.
Elle indique aussi, en trait-trait, la
forme du projet primitif de barrage
évidé. Pour tenir compte des « Direc-

Bedage- 1
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tives », I’épaisseur du couronnement
est portée & 5 metres. En vertu de
ces directives aussi, on prévoit un

abaissement préalable de 15,90 m. du
niveau maximum de la retenue, en

cas de danger. Cet abaissement

devrait porter sur le 36 %, du volume
de la retenue supposée pleine et né-
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cessiterait alors I'écoulement de 7,5
millions de métres cubes d’eau.

Le parement amont est vertical, le
fruit du parement aval est 1:0,733.
Le raccordement entre les parties
ancienne et nouvelle se fait a4 la
cote 2 132, A ce niveau, la longueur
du pilier existant est de 50,07 m.,

mesurés suivant 'axe de I'évidement.

Elle surpasse de 9,77 m. la longueur
de base de la partie nouvelle du mur

plein. Entre la cote 2 132 et les

(UhIschlitze, werden

Rechnungsbesis

fondations, la construction existante

dépasse, a laval, le profil du mur
plein achevé. Pour éviter des diflicul-
tés dues a ce saillant, les experts en

machlraglich ausoelonjer!

30 4pril 1943,

Fig. 1.

préconisent la démolition. Le rem-
plissage de I'évidement ne doit évi-
demment se  faire, a laval, que

bz TR




	Contribution à l'étude de phénomènes transitoires à l'aide de suites de temps

