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Contraintes et déformations en un point d’un systéme bidimensionnel

par E. SCHMNITZLER, ingénieur,

Chargé de cours & I'Ecole polytechnique de I'Université de Lausanne.

Le caleul analvtigue st un moven inveslignlion que
Uingénieur préfére en général aux considéralions de
miomdtrie puare, pour eésoudre ses problémes. Cependant,
la géométrie conduit gquelquefois au but plos rapidement
et plus éégamment que le calenl, toat en donnant une
interprétation plus concréte des phénomeénes,

Il mous a parn intéressant de reprendre, par des mn-

sonnements de mature cssentiellement géométrique, denx

problémes fondamentanx de ln vésislance des malériaux,
et de montrer par la méme oecasion comment peut
gopérer la synthéze de deux notions bien connues
le gercle de Mohr et Pellipse des contraintes, d'une
part.
le cercle de Mohe et Uellipse des déformations,  autre

[ravel

I, Etat de conlraintes & deux dimensions autour
d'un poimt

Soib un #tat de contrantes & denx dimensions carde-
vérksé, en un point €), par les valeurs @ et @, des con-
traintes  principales, dirigées suivant les axes [0 x)
et (0, o) d'on systeme hxe de coordonnées avee 0 comme
origine, Proposons-nous de déterminer la variation des
contraintes normale & el langentielle 13 sur un élément
plan dont [a normale fait Pangle & avee (0, 4+ &), lorsque 8
croft de 4 2m. g4 et 1y sont les projections de la con-
trainte résullanie g sur les axes (O, 6] et (0, 71) liés &
Félément plan mobile e tournant avee lul autour de £
lopsgue 8 varke (Gg. 1.

Isodoms un prisme élémentaire d'épaissenr ézale &

Funité el dont les faces ont respeclivemenl . pour noe-

Représertalion synthéligee di cercle e Male of de Uellipse des condrainles ol des diformalians enoone precisd ' in shsfivne pla,

1. Equilibes d'wn #lEment,
i

2, Cercle de Mohre et ellipge deg contrantes f3 dans diflorents caz o) & =>a; =0, £) oy =07 gy o) T

[ - P e B o) 07y = oy, 1oy =g

3. Crerole de Mohre et ellipae des deformations M,

-
h. Gerelo do Mohe et ellipso des el forrmaboma s}n"l'iﬁrlur-‘ EQ.

0 y=10. &) D=0y =—0y

O, IMtermination du ghissement wmibaire 7 dans: leocaz do cisaallement simple,
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males (€, + a), (), —z) et [, —y). La section droite
de ce prisme est un triangle rectangle ; lhypothénuse de
celui-ei étant choisie épale i Dunité, les deux edtés de
Pancle droit mesurent cos 8 el sin #. Remplagons Uelfet
de la partic enlevée avtour du prisme par leés forees

s ey Y sun T LR o] dr ek i
equivalentes [y [inconnue], dy cos B [divigte  suivan
(O —w]] et gosin B [divigée saivant [0 — gL

Choisi ausst petil gqu'on e voudra, le prisme peut &lre
assimilé & uni point matérel Son équilibre est régi par
la condition que les troiz forces ci-deszuz forment un
dypamigque fernié @ traduite veetoriellement cette condi-

tion & Eerl

e - i .
4 fg— oy cos g — Oy s B= (L ou ben

e ey By

= a o > - T
Le wvecteur fp déterminé par cette fguation {ou par
le dynamique préeddent représente précisément o
contraimte cherchée ;. elle est

résultante CONME  &n

grandeur et direction. @3 et T3 sont obtenus par pro-
jection de_lr? sur lés axes (0 gboet (0, 1),

Interprétons  geomelriguement  la
la mnfrniulﬂﬁflig. 2ais

Sodent deux cercles de centre @ ¢t de ravons @) ¢l 0o
La normale (€2, <+ ¢] & Pélément plan mobile coupe ces

relation  donnant

deux cercles en deax points My et M, Menons par M,
une paralléle & (0, 1) et par M, une paraliéle & (0, )
ves denx droites, perpendicalaives entre elles, e coupent
en un poinl P oguioest Pextrénnté du ovecleur ja-.h En
effet, les projections de 0P sur () et sur () sonl
respectivement oy cos @ el @y sinf, ol Uon & bien:
P Gt + G =T

Cherchons, lorsgque Uangle & varie, le leu do point 2
dans le plan fixe (2, €, y) et dans le plan mohile (g, €1 1) :

dans le plan five, [ est e point d'intersection des deux
droites M et M P paralliles aux axes de coordonndées
fixes et mendes i partiv des points. My et M, situés
Uintersection du ravon (6, @) issu de £ avee les deux
cercles de centee € et de ravons g et gy e'est done
une ellipse, en fait Mellipse des contraintes relative an
point O

dans fe plan mabife, P est e point dlintersection des
deux droites -'”..P et Mo, perpendiculires entre elles
et mendes & partic des deux paints My et M, de (0, a),
poants fixes par rapport 4 un olservateur lis rigid ement
aux axes mobiles (0, g) et (0, 1) &1 towrnant avee éus
aulour de £ lorsque Pangle 8 varie
de  diamitre 'H.AH: =,
cercle de Mohe relatil au point 11

e'esl dome un cerele

Ty fui n'est aulre gue le

En vésumé, Pellipse des contraintes apparatt eomme
b liew du point P, extrémilé die vecteur v conteainte OF T
dans le plan five (2,0, 4), et lo vorcle de Mohr comme
fe liew de ce méme point dans le plan mobile (a,0, 7).
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Oneneore @ lorsgue Uangle 8 vapie de (0 4 2w, un obser-
vatenr [té gy ares fives voit Cextrémité du cecteur o con-

3 ol Pt i) . h - ¥
trainte fon décrive Uellipse des contraintes de demi-ares G
el Gy, el un ohgervatenr i aur aves mobiles coit extrémite
de e mime vecteur décrive e cercle de Mohr de diamétre
[t S,

Les deas potions classiques d'ellipse des contraintes
el de cerele de Mohr se trouvent ainst associées,
caleuls. de
veprésentation les faits connus suivants

H découle immédialement el sans cet b

i} Vateurs des conteaintes normale dq el tangentielle 14

! o L] o, —d
h d5 = e -El_ aze HEH B 5 2 s 20
[’ = R - %2 4in 20,

b} Les Eléments plans sur lesquels la contrante tan-
gentielle 1 esl masimuam én valeur absoloe forment

™ : z o
des angles H—ﬂ"rl avee  les  divections  principales

Oy et (D) el

| I 1oy —ay
| Timnx| = R
| I -

¢} L méme réprézentation étant naturelleinent valable
quels que soient les signes deogy et oy (fig. 2 b, e dl, on
a nolamment les cas particuliers ci-apres ;

gy, gy =10 [fig. 2el: Vellipse des contraintes

dégénére dans le segment de droite double [+ @, — oy)
o
et le cercle de Mohy, dont le vavon prend la valeur ,jlq

passe par Porigine O (Traction on compression pure.)

gy = Ty = (g, 20 Pellipse des contraimtes devient
un eerele de payon g, et le cercle de Mohr se réduit aun
point P situé & la distance o, de Uovigine 0, (Etat de con-
trafnle isofrope, )

@, gy =) (fig. 2o Uelhipse des contraintes et
e m" sonl confondus en un méme cercle
de centee €3 ¢l de ravon gy, (Crsaillement simple. }

flemargue 2 Movennant  quelques modibications,  les
raisonnemenis précédents sont encore applicables lorsgque
dy ¢l gy ne sonl pas des conteaintes principales et, par
constiquent, qu'il existe une contrainte tangentielle 1

sur les Eléments plans fixes choisis comme origines,

Il. Déformatiens autour d'un point dans un état de
contraintes & deux dimensions pour un matériau
obéissant 4 la lof de Hooke

Soit wg — 1 un vecteur Elémentaive de  longueur
Egale 3 Punité tournant dans le plan (r, (4, 5 autour de
Porigine €1, Avant Papplication de la sollicitation sur
lee domaime considérs, Pexteénité de oo vecteur déeril
un eercle, Cherehons ce que devient 1o vectene u; 8-
posé adentifié & la matidee, ane fois erédé Uétat de con-

trainte.
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Admetions toujours que les contraintes principales
g, et o, s'exercent suivant les axes (O, ) e (02, 41

Lorsquil est eonfondn avee (F1 ), pespectivement
avee [y le vecleur ;;:suhfl‘. les déformations linéaires
cieaprés, sans déviation angulaire @

I . )
\ el e
AP Y

E mE
oit K et feomodale d'#lastiente et — le coellicient de
o

Paosson de la matiére. Remarguons que g et g repré-
sentent éralement des deformations spéciliques puisgue
Jusg| = L

Pour caleuler la déformation de s lorsque Vangle 8
est quelcongue, nous décomposons ce veclenr enoses
deux composantes @ = cos ® el y = sin @ paralléles aux
axes [ixes: (s compnsantes subissent les déformations
sutvantes, sans déviation angulaire -

ll b= £y s B = (i;! —!:-;_:) cos §

. ‘a o .
by = g s B'= ?;— m;',) i B

. . n A - PR
Lies coordonnées de TPextrémité du veeteur deformé og
=anl, par conséquent :
| 2'=ux +b.= {1 +¢) cosh
f o=y +by=1_1 +elsing,

Ces deux dquations carlésiennes sont Squivalentes &

I'équation vectorielle wnigue

_L:;— (1 4, eos B -1 4 £l sir?ﬁ

Cette équation esl analogue 4 celle oblenue pour la
contrainte ﬁ;, g, étant remplacé par 1 +€ €1 gy par
I 4 gy 51 tlone, camme précédemment, on imaging un
systéme diaxes maliles (@, 0 7] g au veeteur _u_'; no
déforme, la direction (€2, 4 @) étant confondue aver Jr:
on peat dice (fig, 37

Lorsque Cangle 8 varie de O a 2m, wn oliservatenr Né
awi ares fiees vadd lectrénté die vectenr o déformation i_'; )
décrire une ellipse de demi-arves (1 L)) a8 (1 + &),
Pellipse des déformations, et wn obsercatenr (id aur ares
moliiles sl Pextrdniitd de ce méme veclenr dierire un corele
de diomitre (L + &) — {1 + &) = 6, — &5 Ir cercle de
Muokr des déformations,

Une relation et un énoneé en tous poinls analognes
aux prictdents _!;‘r:hl'u-nm-m en substituant o déforma.
tiin 51|érifiquv €g 0 @ wdéformation 1:'; g {1 - £,

et 65 b (1 &g (fig, 47

— i

T ——
€ = g 008 0 + egsin B

Lorsque Uangle B varie de €0 & 2, un observatenr (18
aur axes frres ved Uexledonlé du veeteur o déformation
spevd fiae £; o déerive aine ellipse de demi-ares € el &g,
Pellipse des déformations spéci figues, et wn absercatenr 1138
any ares mobile-coit Uertrdmité de e méme vectenr décrire
s cercle de diamétre ey —€ak fe cercle de Maohr des
iéformalions spéet figues.

Lies propriétés suivantes (Elablis dans tous les traitis
avee des développements plus ou mioine longs) se dédui-
sent egalement de manitre aisée ¢f presque sans ealeuls
e la reprtsentation adoplée, en supposant, ce qui est
genéralement le vas, que g et €5 sont frés petits per rap-
part a Uunité

a) Valears des déformations linéaire spécifique € et
angulaire Ty

! - Ep + €5 | € —
W | e £

3 - 3 €2 cos 20

=14

= = ==
i = g, Ve = — 2 R 9g
\ 2

O remarguera Danalogie de ces expressions avee celles

donmant les valeurs de g5 ¢b 75
b La défvrmation angulaire 1 est maximum en
n
valear absolue lorsque 6 = -& 50

| £y — €5

Tm === .2. ==
¢ Dans le eas du cisaillement simple, le glissement
unitaire 7 est défini comme la déformation angulaire
drun angle deoit sur les edtés duguel n'agit gu'one
contrainte tangentielle 1. ces edlés étant dailleurs les
bissectrices des directions prineipales ot 6§, = — g, =1

(fig. 51

T=¥ e =, = A= —

1 B

==

Puisque 6, = — g3 = 1, les expressions de €, el g,
s'éorivent

L R Wt T
'\E‘_H__i:uﬁ_ﬁ'(l +n:)

0y, - Y - =
( 2 P il E (1 Ly Jr:) =4
&t 1
— £ Eq
el T 5 (1 ++ m) = 4.6

i . P
En posant, selon Musage, = 5 (] ] ), il wient
= Fre

| Comme ponr les cantraintes, on peut envisager les
troid cas particuliers |
£ =0, =10
£, = g =1

£po= — g7
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Hoen déconle, pour les diagrammes de o déformations
spicifiques _f:;. #, des conelustons analogues {0 celles obte-
TMUES phrae les contrainles.

¢l Par eontre, ces trois eas parbiculices ne sonl pas tous
réalisables pour les o déformations Vg & el gy Elant
genéralement de besueoup inlérieurs & Tunite, les fepra-
Htes
L L& = — (] + &
ne peavenl en effet jamais #re satisfaites. Seul lecas
|+, =1 4gx7= 0 est possible, et alors g, = O
En dautres termes : L'ellipse des o déformations i » ne
déginire fameis en un gegmient de droite ef elle n'est un
cerele gue dang fe send cas de Uétat de contrainte isolrope {
Porigine () est toujours situde en dehors du cerele de Moby

oy . -
des o déformations va
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Temple de Saini-Marc, 4 Lausanne
Chaiirertoore

L Aseociation du temple de Saint-Mare tevve un coneoirs,
auiuel peuvent  participer ;

gl lesarchitectes swisses domiciliés dans e canton de YVaud
depuis le 187 seplembee 1847 ;

b les architectes vaudos, gqoelle que soil leur pésidence,
Irate o ouverture du goncours @ 19F :-EE:ILL'II:I':H'I.' 1048,
Remise des projets s 15 janvier 14
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president de I'Association ; proféssear 1 Tschumi, archi-
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Somme i disposition du jury @ G500 e pour trods pris el
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