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Sur les équations différentielles linéaires a coefficients
lentement variables

Application & I'étude de couplages non linéaires

par CH. BLANC,

professeur de mathématiques appligudes 4 I'Ecole polytechnique de I'Université da Lausanne,

{ Sreite el fin) !

§ 7. Les couplages non lindaires
entre haute ¢t basse fréquences

On dit qu'il ¥ & un couplage entre deux grandeurs
variables lorsgque les varmations dé chacune delles sont
influencies par eelles de Pautre, Analytiquement, Consi-
dérons  deux grandears dont les varalions  satisfont
chacune & une fguation différentielle lindgare ¢ 1o cou-
plage des deux grandeurs transforme les denx Equations
en un systéme dilférentiel de deux équations & deux
fonelions inconnues,

H"-F'i”"-“"”* ue ]F'-\ 1,|r_"||_'\s |?1'!I;J:|r.ihl|!-', &= |1Hh-‘~'1.‘[]l.'4‘! e
I‘.‘ULIIII-'I;_U", sl Iim'*;tij'r_'.;-\-. -:r_-|.||| ||':-i Cas, lis 1'i|ll]l]H"._“’|' n.|<"."-
deux grandeurs donnera un systéme différenliel lendarre
at nen findaire ; dans |6 premier cas, on dit gque e eou-
plage est lindaire, dans le second qu'il est non linéaire,
I est facile dimaginer des exemples de Tun et Pautre
CEs,

Prenons  pour commencer deus civenits éleetriques
comportant des résistances, deg capaeités ot des indue-
bivites @ si les deux oirenits sonl vaizing, ils sonl couplés

par lenr inductivitd mutuelle  un tel couplage est lindaire,

U Wade Bulletin Techaigua da 17 juillse, p, 185

Heprenons ensuite un des ciceuits eonsidérés et pla-
cons-le dans e voisinage d'un pendule portant une
miaese ferro-magnétique » il v a couplage, car Vinduc-
tivité du civeuit dépend de la position du pendule; et
le: penduole subit, par Peffet du courant, une force qui
modifie son mouvement ; ce couplage esl noen lindaire,
en particulier parce que la force exercée par le courant
est proportionnelle au varré de son intensité,

Mathématiquement, V'étude  des couplages linéaires
(a coeflicients constants] se raméne b un probléme d'al-
gibre des polynomes ; on en peal faire une théore
générale et les seules diflicultés cont au niveau du ealeul
numérique (ce qui ne signifie pas qu'elles sont négli-
peablest. L'etude des couplages non hinéaires ne parait
pas pouvoir se faire par une théorie générale, Les cir-
constances imaginables sont & diverses qu'il est néces-
siire de ne considérer simultanément que  certaines
iMentre elles,

Nous allons voir comment on peat aborder le eas
d'un couplage entre deox grandeurs varianl périodigue-

ment {ou presque periodiquement), avee des Tréquences

notablement dilferentes. 11 s"agica, pour flixer les idées,

goil des hinute et basse [réquences de la vadiotechniquoe,
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soit de la [eéquence d’un courant alternataf & 50 périodes
par seconde et d'une [réguence lente (période de Tordre
d'une seconde), Ce qui importe seulement, e'est le rap-
port des fréquences, qui deit &tre grand, Nous parlerons
done de haute et de hasse fréquences dans ce sens relatil,
le seul qui intervient dans étude mathématiqne du
eouplage,

Faizons alors tout de swite une remargque @ &1l v a un
ecouplage en une haute et une basse fréquences, Paction
dee la basse fréquence sur la haote ne dépend pas de la
nature pé
action varie lentement en regard de la haute fréquence ;
il n'est done pas nécessaire de temir compte de cette
periodicite et il suffit de parler d'un conplage entre une
grandeur périodique et une grandear variant lentement.

ndigue de la basse fréquence, puisque celte

lieprenons l'exemple du pendule et du courant alter
natif : supposons que le civenil est relié aux bornes d'un
générateur & 50 périodes par seconde et gue le pendule
a une période propre de Uordre d'une seconde o le mouye-
ment do pendule étant trés lent par rapport aux varia-
tions de courant dans le cieewmt, Uétude de e courant
est la méme que s Pon dmpesait au pendule un mouve-
ment arbitraire, pourve seulement qu'il se fasse assex
lentement. O cherchera donc & exprimer le courant
dans ce circuit en tenant compte de la pesition et de
la witesse du pendule; mais sans faire intervenir la natore
globale de son monvement.

Analytiquement, on arrive ainsi d'une fagon générale
4 une égquation de la forme (1), o0 la fonetion wit] est
la mesure de la grandeur qui fixe Pétat du systéme &
haute fréquence (Uintensité du courant dans le eircuit
glectrique, si 'on reprend Pexemple du penduole), od
F(t) est une fonction periodique, ou peu différente o e
fonetion périodique el ofi les ap(f) sont des coeflicients
variant peu et lentement relativement & la période de
Fit). Nous avons vu, dans la premiére partie de ce tra-

vail, comment on peal inlégrer une telle équation, au
moins d'une facon ﬂppr‘m:llél:. Nous avons v, en ;mrl‘.l-
eulier, que Voo pedl introduire une fonction Y(s £ qui
joue le rale d'upe admittapce @ s le second membre
de (1) est e la solution cherchée est simplement
¥leur, &) ool

teft)

cette admittance satisfait 3 une équation différentielle

en &, dordre i dont nous avens va inlégration

sous une Torme approchée, dans Chypothése que les
coellicients de "équation donnée varient lentement,
En premiére approximation, on poureail prendee déja

J(g, 0,

Y (a,) =

la fonction J{s 1) étant définie par (8), Cetle premidre

approximation dot suflive le plus souvent 51 les carae-

istiepues du svste varignt lrés lentement, ce sys-

s esb o chagque instant dquivalent (sensiblement | & un
systéme dont Vadmittance est lo quantitg J.

Il est possible cependant d'imaginer des couplages
dont les effets, méme qualitatifs, ne s'expliquent pas s

o se borne i cetbe premisre approximation, Pour avoir

[VE
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une seconde approximation, on prend, comme on Pa
v, les dérivies premiéres dans Péquation différentielle
en Y, et on obtienl Vexpression déja éerite (1) ; il est
peu probable quion soil amené i prendre une approxi-
mation plus poussée de Y ; elle est sullisante, comme
nous le verrons, pour prévoir ce qoi se passe dans Iexem-
ple du couplage entre un pendule et un cireuit parcourn
par un courant alternatif,

§ 8, Entretien du mouvement d'un pendule
par un courant alternatif

U sait, depuis longtemps déja, que le couplage d'un
pendule et @ un courant alternatil peut donner lieu, s
Pon se place dans des conditions convenables, & entre-
tien du monvement du pendule, et cela d'une facon qui
exclut que le couplage soit eszentiellement lingaive.
Supposons, pour simplilier les ealeuls, que le cireuit
possede simplement une self-induction, avee une résis-
tance ohmigque en série ; cette restriction n'est pas
nécessalre ¢l on pourrail teaiter par la miéme méthode
le. prabléme pour un eireuit composé d'une facon abso-
lument quelcongque. 31 Uon appelle wit) le courant et
(1] la geandeur fixant la posittion du pendule, on a le

svsteme différentiel

i dx Aoy
{11) "o -I-Ilr{ﬂ +Ft.'¥'—;iu_.
(13y :I (Faw) + Ru = E} 2 sin wt,
- _ .
T ii‘r on supposera simplement que thﬂ':I st une

fonetion croissante de &, done gue k garde un signe
conslant.

On a cherehdé parfois & intégrer ee systéme d'une
maniére approchée en éerivant a priori que z{t) est une
fonetion sinusoidale du temps; puis en ticant de la des
gonditions nécessaives pour les cocllicients indétermings
introduits de eette facon. Malheureusement il n'est guére
possible de montrer ensuite que ces eonditions sont

suflisantes ¢ au reste, lez valeuls que Pon est amend &

faive ainsi sont trés longs, méne dans le cas du cireuit
clectrique Lrés simple que nous avens considérs,
Bemarquons que
[o le earré du courant figurant an second membre de
|'t‘_|_!ual'r0|| (11) peat étre remplacé par une valeur
ellicace movenne, & cause de la frdquence relative
ment élevée du courant ;

20 e eoellicient Lix) varie lentement, |1-|1!'1u]u“|l VT
avee w(t), qui varie pen duranl une période du

courant,

b Vaie ¥, Resane, Dymamigue séedrale des otbrations, Masson, Paris 1043,
P 25E et sniv, 5 eet euvraze ehidic en particabier plustour probliomes trés
intérpssants de mecaniqe oon ledsive, Lo méthede qu’omplois Zobh autear
pour traster be praliéme g noes seeupe ben, ne pardl toatefols pas corrpels,
I convient de ciler dpgalement Vom abenzx nisles doe M Cm, Casstosor, (LR, de
U ehildmie des Seignces, 284 (18T, p. TIT-709 et 17541756,
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On intégre alors P'équation (12} par la méthode déve-
loppée plus haut ; on a ainsi le courant en fonction du

temps; de £(t) et de z(t)= 55 o introduit la valeur

ellicace de a(t) dans le second membre de Uéquation (11
on obtient ainsi une équation non linéaire, que 'on
diseute par une des méthodes propres & ce geare d'équa-
i,
L'équation (12) peut s’écrire anssi
(0

dt it
pour calenler J, nous écrivans Popérateur différentiel
adjoint, selon {3 :

- R) w=E ]-'-?; gin wi

: d v i N
Dy _-——E-tl:LVJ T(dt +f:’) 8
dv
=— 1L e e,
done . 1
;55 B Lﬁ‘ +R =
par quelques caleuls Lrés simples, et en tenant compte de
dl.  dbl dx
T == T = ()
& dede M
on a alors
2 (5.2 1) _ Wi
A\ &l (Le+RP

posans, pour simplifier écriture,
Liw R = Zel
it Z et g sont alors des fonctions de (1) 1 on obtient
par (10} Nadmittance variable du cireait
a- |'¢ }“i?e.—sng _ '|.
=gl | e — g7
Z

¥ (i, 1) = o

si Ton use de la notation complexe, le courant est donné
prat

CE () | e,

ull)=LE)2. 'Z 7
d'et la waleur efficace du earré
u? g = & {l i, i i {4+ ?'f.ﬂz .ﬁl’t]-‘ i
23 zZ2 ! &1 :
nous introduisons alors cette fonetion au second membre
de [11), qui devient, aprés groupemenl des Lleries

semnlables,

iy [1 — hRe %

i o . B3R cos 2p ] drx BEORR fda®
48 B T a oz
MR
b= ggs

Clest Péguation duo moonvement do pendule ; noas
allens chercher les propriétés de ses intégrales,

& o Conditions d'enfretien
L'étude de Péguation (13) consiste prineipalement en
la pecherche des solutions périodiques, i supposer gqu’elle

en posside, Comme on ne peul pas ferire en Lermes finmis

Ve gonsidérations anl &g inteoduiles toud o'aberd por B Pooscane
pea ftuden sur les pourbes définies par des doguatioons dilféroateleg, T
reuk teavai® onl $16 consacréa depae lose 4 colto question, O broavera
viitid lod podine grerneils ulilea dans Vimpertant menege phio do M, N Mivoen-
iy, fotroduction fo mon-lincar Mechandes, . W, Edwards, Aan Arbor T

Uintégrale générale par des fonctions élémentuives. on
utilise des considérations d'un tout autre ordre L. Remar-
quons d'abord que équation (13) posséde entre autres

pour intégrale la constante
NI

YA
le pendule posséde done une position d'égquilibre ; pour
éludier 1o stabilité de cette position, on ferit Pégquation
aur variations, ¢est-ii-dire la proposée ot on ne retient
que les termes linéaires ; cette équation aux variations
est el

Ly

d%E E232R cos 2] dE T
”wTD+' zt 1m+“—“

les valeurs de X, £ et @ étant prises pour ¥ =1, la

stabilité dépend du signe du coeflicient de EEE elest-A-

it
dive du signe de
F20ER cos 2o
A=f+ g
s A4 =<0, cette position est instable ; comme d’autre
part de grandes oscillations du pendule sont certaine-
ment amorties, il doit exister au moins une intégrale
periadigue ; pour la déterminer, on procéde comme nous
le verrons plus loin. Remargquons que, par contre, si
A = la position d'équilibre est stable; ce qui nexchat
du reste paz @ priore 'existence d'une intégrale pério-
dique stable. Pour linstant, cherchons dans quelles
nous aurons certainement
periadique entretenu. La condition A < 0 peat s'écrive
EVELY

(14)

conditions un mouvement

- ¥ cos 2 i?: ;
elle exige done :

12 que le eircuit ait une impédance Lelle que cos 2o
z0il négatil, donc @ = 459 ;

20 que la tension dalimentation soil supérienre i une
certaine valenr, d'autant pluz grande que cos 2p
est plus voisin de zéro.

Bi T'on s'&tait borné & la premiére approximation ¥,

de Y, on sueait trouve pour la valeur eflicace du conrant

z ; "
ce gqul aurait
de? 1

exclu Uexistence d'une intégrale périodigue

une expression ne dépendant pas de

cetle pre-
miére approximation ne rend done pas compte de Pentre-
tien du pendule

I a été possible de procéder & des vérifieations expé-
rimentales des résultats oblenus par le calenl® ;. pour les
valeurs assez grandes (en valenr absolue) de cos 2. qui
n'exigeaient par consequent quiune tension et un eou-
rand, pen fleves pour assurver entretien, les concordances
ol eté tres honnes s olles Uétaient moing dés que, @ se
eapprochant de 459 on devait imposer une tension plus
prande wux bornes du civeail @ la tension nécessmre b

T Je tiens o remercter el tnd wivimint man eolligue lo professeur B Mer-
vier, dfirepteur do Raboeatoire de méeanigque ot de p]u‘i.iqp.m Lechinique din
VE, .U L. snns hésiber, il o neprpte o nous Tonrmir un muodags: permet-
tant dv Paive ces cBsnisy jo liens & remercier dgaliment ses collaboratenirs,

wimah gue M. P Banderat, ehef de bravaux de Mathématiques - appliqeecs,
o Vimportante conbribution qu'il 0 appartée i oo fravail,
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I'entretien du mouvement apparaissail supéricure i la
valeur ealeulée. Un examen plus approfondi du peo-
bléme, au point de vue physique, montrerait qutil s'agit
la dun effet de la distorsion dw courant et que "équation
différentiefle écrite ne peal  plus rendre compte du
phénoméne. Il est probable que des mesures faites avee
une tension alternative a wune fréquence supéricure
celle que nous avons utilisée (30 périades par seeonde)
donneraient de meillenrs résultats,

§ 10. Intégration graphique de I'éguation (13)

L'équation (13) peut étre intégeée graphiquement par
la construction des courbes intégrales dans le plan des
phases, c'est-d-dire le plan des variables & ¢l &, Posons
m dz ; A EENH
i g

I = e 2 = — .
! Y YV km ; T A

et déplagons Uorigine des x an point d'équilibre oy
nous aurons simplement Péquation

(15) 0% o= Ao+ By,

ot A, et B sont des fonctions de la varahle & A chaque
état du pendule corvespond un point du plan Owe ;e
mouvement est repeésenté par une courbe, quiosera
fermée =1 le mouvement est périodique. L'origine cons-
titue un point particulier de la figure; puisquielle est &
elle seule une courbe intégrale dégénérée en un point.
Dans son voisinage, les courbes intégrales ont la forme
de spirales que 'on parcourt dans le sens des aipuilles
d'une montre lorsque le temps eroit © en effet, la variable »
augmente alors nécessairement si ¢ est positif et diminue
i o est négatif. Pour construire ces courbes intégrales,
nous utiliserons une propriété de leur normale ; soit en
effet M{z, ¢) un point d'une courbe intégrale; soit encore
N (E, 1) le point it la normale & Ia courbe intégrale par
M coupe l'axe Oz (fige 1); on trouve facilement que
Pabseisse Eode N est donnée par

Elz, ¢) = — A, [z} v + B, (g} v?;
cela permet de construive

cette normale, 'ob, par
des  ares  suecessifs, la

courbe intégrale elle-mé-
n | me, 11 sera mlme atile

.J‘ de  tracer dans le plan

flee les courhes sur les-

" quetes la fonction £ (o, o)
reste conslante,

La considération de la

Fig: 1 fonction £ {z, ¢} permel

encore  de  diseuter  la

question de I'existence de courbes intégrales fermies;

done de solutions périodiques, Considérons en effet un

are PO d'une courbe intégrale et soit r la distance d'un

de ses j]oil‘]!.ﬂ. i Porigine ; on a, en tenant comple de
I'équation {15),

Fdr=vide + zdv=E (1, ¢) dz,

done, le long d'un are queleonque de courbe intégrale,

’|'1r:£r == I.'E {x; o) dz;

supposons dés lors qu'il existe une courhbe intégrale
Feemée O Pintégrale curviligne de rdr le long de O est
necessairement nulle, d7an

’J' Elx,ov)de = 0.
A
U pous pouvons transformer cette intégrale curviligne
par la formule de Green-Riemann, d'oi
T JE

[ | 5 dwde=0,

L L 6"“'
lintégrale double étant ftenduc i Uintérieur D de la
courbe intégeale fermée O On en conclut que la dérivée
JE ;
fJ; ne peut pas garder un signe constant dans D, Tracons
o
alors la courhe T, lien des pn'iqts poure |ﬂr.qne[5 on A
E
e
eourbe intégrale fermée € ; dans notre exemple, la
courbe [ a I'équation

= {1; cette courbe doit nécessairement couper la

i Ay fa) |

2B, (x) "
comme 4, et H sont des fonctions connues de @, 1l est
facile de constraire la courbe I Ces fonctions A, et B,

temdent respeclivement vers ]i’ﬁ et zéro lorsgque x
i d

augmente en valeur absolue ; la courbe T oaura done
en gros allure d'une parabole avant son sommet tourné
du ecoté des v négatifs ; st A ™10, le o sommet » est
situé en dessus de Vorigine, la position d’équilibve est
stable et, 51 les caractéristiques du erecuit varient assez
régulitrement avee , il n'y aura pas de courbe inté-
grale fermée ; par contre, si Ay < 0, la courbe [ a son
o sommet v plaed en dessous de Porigine, qui correspond
a une position d'équilibre instable : i1 v a alors une
courbe intégrale fermée entourant lerigine et dont
Pintérieur est divisé en deux parties par [ ; ces deux
parties sont du reste telles gue Uintégrale double

*

; ;‘ ’f ;;: di d

calenlée pour chacune d'elles donne des valeurs absolues
egales (fig. 21
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Pour une valeur de la tension £ dépassant de pea
celle qui est juste suflisante pour Uentretien du pendule;
les oscillations seront d’assex faible amplitude ; on peat
déterminier approximativement cette amplitude par une
évaluation approchée de intégrale curviligne wvae oi-
Prenons en effet un cercle € ayvant son centre
lintégrale curviligne

dessus,
# lorigine et de rayon r

firl = :Jt Efx, o) dx

“r
sera négative si Uon est 4 Uintérieur de la courbe inté-
grale fermée, et positive dans le cas contraire ; en éva-
luant cette intégrale et én déterminant le zéro de fir)
voisin de r =10, on aurn une expression approchée de
Pamplitude des oscillations.
Caleulons eette fonction fir) pour le probléme traité
. M faut pour eela prendre des expressions approchées

des fDIIctmn‘u A (x) et Bz} ; remarquons que on a

AR eas 2 . .
.‘1||:I:|= i.-‘fﬁ If E2 -——}Ef ql-! ] i E {I':' H

des considérations sur lesquelles nous nlinsistons pas !
conduisent alors & poser
Ailz) = f; — B {oy—ay 2%

By (o) = H £Y
oit . 8y 0s et By sont des constantes positives dans le
cas 'un régime entretenu, Un a dés lors, en posant

L

= reos @, ¢=rsinQg
pour calcuber I'intégrale curviligne f(r); et aprés quelques

ealeuls simples,
] .
[(r) = {fi— Etug) w4 : g F2 P4

si £ pst assez grand pour que la parenthése soit néga-
tive, cette fonction flr} est négative pour les petites
valeurs de 7 ; la position d'équilibre est instable; comme
on I'n vu, et il existe une courbe intégrale fermie pen
différente d'un cercle de rayon r, 0 ry est la plus petite
valeur de roannulant la Tonetion firl. On a, avee ap-
proximation de nos caleuls,

2 B

EY ity \

ee résultat pe peut évidemment donner une bonne
approximation gue si la valene de & ne dépasse pas
beaueoup la valeur minimum pour lagquelle il ¥ a entre-

tien du mouvement du pendule, done la valeur \."'I
&y

Disons encore que 'évaluation {au planimétre pav
exemple) de Uintégrale curviligne (& dx le long de

courhes intégrales permet d'en contrdler le trach : cette

iy r”
la- vanation de AT

2

intégrale est en effet égale &
ces courhes,

§ 11, Un aufre exemple de couplage

Un peut imaginer de nombrenx exemples de ecouplage
non lindaire du genre de celui gui g é1é Etudié ci-dessos,

b Se reportor b ouveage cité de N, Misonsev, chap. VI

|

Considérons ainsi un couplage par cepacité : on lie d'une
facon élastique les armatures d'un condensateur, qui
joue alors le vdle joue dans Uautre exemple par le pen-
Les mouvements du condensatenr font varier les
earactéristiques du eircuit et sa charge donne naissance
& une force qui modifie son mouvement, Eerivons les
equations dilférentielles du probléme; en appelant g(f)
la charge du condensateur et 2(f) le paramétre fixant la
distance des armalures ; on a ainsi

#d 1
-4 & ()

= /2 Eiw et

dule,

Fg_+||r{ﬂ + k=
1P dy
L +R +€

on a doné il
en- posant
puis

on g, apros {|uﬂ~|1'|ur:‘1 c&]culs,
Liw R]l

: N : = AR
J (T, t) ! l !m/g ig ds-‘ :

on intraduit alur.5 dans la prL,mml"E a‘-qu::tian différentiells
la valeur movenne de g?, ce qui donne, aprés groupement
des termes semblables,

d*x E2y% - dx
moa = [f— Zigh {2Lw ¢os 2 ¢ + Rsin 2 q:l:l-ldf

L 7 v.E2
wézs Ttz
Cette er{uatmn ge dizeute comme Péquation (13} ;11 ¥
a une position o équilibre

2
(4 Lw® + RY (E) + k=

T = E— s o

i : . it i
cette position est instable si le coeflicient de i

négatif, soil s

Fes j'?l';,_,_s (2Lweos 2 + Rsindg);

pour que le couplige considéré provogque un mouvement
entretenu  des armatures  du  condensateur, done une
modulation & basse fréquence du courant, il faut tout
d'ahord que le second membre de cette inégalité soit
| pn.-;iti[, o 4||:|; cntraine l’inégalité
ILEW—15.0;

eette inépalité étant satisfaite, il faut encore que la
temsion soib supéricure @ une certaine valenr senil,
donnée par notre inégalité.

Nous ne poursuiveons pas plog avant étude de ce
probléme ; on peut toutelois présumer que ee couplage
présente un intérét pratique dans eertaines questions
de haute [réquence, En outre, il se prite peut-8tre mienx

& des mesures de contrile gque le couplage par indue-

Livitd que nous avons étudié plus haut,
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