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Sur les équations différentielles linéaires a coefficients
lentement variables

Application & I'étude de couplages non linéaires

par CH. BLANC,
professeur de mathématiques appliquées & |'Ecale polytechnigue de |"Universite de Lausanne.

§ 1. Introduction

[étude mathématique de nmnhreax phénoménes se

s linéaires

raméne i intégration d'équations différent

a coeflicients constants ; de plus, les seconds membres
de oes équations sont souvent des sommes d'exponen-
tielles. On étudie de eette facon, en particulier, lés
[1h.’::nmur'-m:5 ol les g‘ramlitlir.-i ahseryvies varient asser
peu (théorie des o petits mouyvements op Toutefols; on
peut facilement se persuader que eette approximation
ne sullit pas & expliquer certaines circonstanees, notam-
ment  vertaing  phénoménes  d'oscillations  entretenues
dlamplitude finie. On o déjh beaveoup étudié la méea-
||i1|m: non linéaire, en réumissant sous ce lerme tous fes
-l.":l.lirj.])ﬁ.ll."“.':lll"'ll|.5-'\- |:1|:|r"|:||1- |?[!'.|;_'1|'i1!|||:'-i_ dont la :l(‘!‘-{'l‘i;ﬂilill
mathématique ne peut pas se faire par des dquations
diflférentielles lindaires & coellicients constants,

Dés que o abandenne la linéarité, on se trouve on
face de problimes singulitrement compliqués, dillieiles &
ETRLPET. BT théories gq'rn.l'rrnh:.-i satisfaisantes. Toutefors,
ung eatégorie assez importante de ces problimes non
liméatres el e abordées aveo wne irl'l'-l'l'i!-'\.il:lh sullisante

an moyen dbquations différenticlles linkaires 4 coeffi-

erents variables ;s les coelficients varent pea et lenle-

ment, il est possible d'intégree ces dquations d'une fagon

approchée au moven de caleuls analogues & ceux que
U'on fait pour les équations & coeflicients constants,
Ltans la premiére partie de cette étude (88 2 & 6), on
établira la méthode dintégration des équations i coeffi-
cients lentement variables. Le lecteur qui s'intéresse
plus particulitrernent aus applications pourra se limiter
b la lecture des paragraphes 2 et 6 de cette premidre
partie ; dans la seconde, on trouvera des applications &
des problémes de mécanique non linéaire, plus particu-
ligrement i des problémes de conplage non linéaire entre

haute et basse [réguenees,

& 2. Enoncé du probléme
i sait que Vintégeation de Péquation différentielle
lindaire & coellicients constants
At =ty

iy il X +4 iy o
it 1r“" 1 v

pent s'elfectuer por des movens Elémentaives. 5i 'on pose
FAE] ayst A=, iy
el si Aix) =0, on a lintégrale particulidre

i) = Z(n)

(e
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si, de plus, toutes les racines de Péquation cavactéris-
tique Z{z) = 0 ont leur partie réelle négative, toute inté-
grale de U'équation sans second membre tend vers zéro
lorsque § angmente inilElinment 5 Vintégrale partienlifes
éorite plus haat différe done de toute autre intégrale
diune quantité qui tend vers zéro si ¢ tend vers 'infini.
Cette circonstance se présente dans de nombreux cas
on dit alors gue 'ona un phénonvéne amorti ; 81, en
particulier, & = fw. le second membre dé Péquation est

T F. T =T - -
)I’:_"l‘ll'_l‘l:]lf k1 ili' Pi"lrll:l.l‘ ot I.‘IHIF‘ITI'H]['
F 1 i £

L

Pest aussi el constitue le régime peemarienl.

Nous allons voir comment on peal procéder Torsque
Fon dont intégrer une équation peu dilférente dune
equation i coeflicients canstants, Considérons done Péqua-
tion '

dlw ol

) D =aylt) Ty T e it T

I —+ o —atglt) we=Ft)

les coelficients sont sapposés réels el bornés, la fone-
tion F(t) est réelle ou complexe. bornée en maodule ; s
wlt) mesure 'état d'un systéme inéaive amorti, soumis
a une action extérienve Ftl, on peut prévoir par des
considérations physiques que cet état résultera de la
superposition des elfets produils par celte action exié-
rienre jusqu'd instant considéré ¢ on peat done s'at-
tendre & avorr une solution de la forme

R

(2) ult) = |

{7, 8) Fi7) v,

oi Gir o exprime Peffer, 4 Tinstant ¢, d'une action
unité manifestée 4 Pinstant antévieur 75 la [onction
(i, 1) vst une fonetion de Grees. Moyvennant des hypo-
théses convenables fatles sur les coelficients de équa-
tion (1}, il est possible de justifier rigoureusement la
relation (2} 1 nous laissons de coté les démonstrations,
qui onl ¢ publi¢es dans un aulre recucil 1. Nous nous
bornerons 4 énoncer gquelques propriétés de la fonelion
Git, 1)

il

qui seront utilisées par la swite,

§ 3. Propriétés de la fonction {/(7, 1)

Bemarguons toal d'abord que cette fonetion n'a un
gens que pour Tt elle n'mterviendea du eeste dans
les caleuls que pour ¢es valeurs,

La forcction G (v, 1) satisfait auwr relations

- WG
il WG =iy ;nfl'. Ilr i g lF =00 pane T I
? i et Pt |
b Gt ' S : Ik, L
\ ! N .ulfl' i aJ:I'" =1 -"f.'\.":ll':l

frotr T - |

U P lies ilébmionstratione, yoir Lo, Podse, Sore fea dgratiors deflérendvelles
lindwires snon homopires, & coefficients sopaablea, Anaales e ULUniversste e
Girenodde, 8 Seienees neathdmatiqued ob physiques o Goeme 22, T po 1181235

Pour le montrer; on remargque tout d'abord que les
refations: a) et b définissent parfaitement la fonction
felr, 8 = on pose alors

T
.
uit) " Gl ) Fir dx,

"
—

o1 a8
I

Dhe if) = ||rn¢ G v ) Firydo+ Fit) = Fir);

3
s

pour gqu'il seat Tegitime de déviver sous fe signe d'inté-
cration, dope pour quon puksse permuter Uintégration
et !'opératinn Dol faut fare des |1|\_'pnl}|.é:s-es COnyes
mables sur la fonction Git.t), done sur les coellicients
de Péguation (1% 11 suffit, par exemple, de suppoter
quiil existe deux nombres positifs p et A avee
ff:: A BT poar Tt vos= e N
on peul monbeer que ces inégalités peavent étre satis-
faites si Péquation est & coeflicients constants et que
cela est encaore le cas pour ecerlaines éguations i coefli-
vientg variables, qui correspondent & des svetimes que
o peut qualifier de stables,
Passons i une seeonde propriété, Soit {1* Popérateur
différentiel adraint & 0. c'est-bedire Vopératenr

1

s
—
—
*
-

W i e @se) =1 rﬁ'l:f'j“."-'-:".'
it

+ e gy

pour :-"uu|-]i.f'u:r IFéeriture, on rEETi Hes coetlicients cylt)

etant définis par eette relation)

ey TR TRt ; dr =Ty y
'.'-1' e = oyt |'1f|"{ v ) i T e L ML
fhn w D2GIT ) =0 (Pindiee mdique tonjours a
variable sur bagquelle porte Popératenr différentiel), oest-
-l
PR M1 ; s
il AR e G =0
ot s CxqlT) e i pol T et ) i
are ooenatre
g v L S X T
Gint) =0 = == e =0, S i
! et plrtd P7g it

o §o= i

U e démomtee i partie de Uidentité de Lacraser,
en peprenant les hvpothéses Taites sur le comportement
4 Tinfini de la fonction 1, t) ¢ nous laisson: de edté
eette démonstration, qui exige de longs calenls (on la
retrouvers dans le mémoire cité plus haut),

Remarquons que si Ton appelle G051, 1) 1a fonction de
Green correspondant i opératenr adjoint 3* on a la
relation de symétrie

G (v, 1) PR
gqui est classigque, en toal eas dans les problémes anx

I,'I:"\.'Illll_'! “.!'III ITHIU!'S AR TS WIS :!'i

Lites avee an i
un antervatle ihote dams an sens),




La relation (2) peut prendee une forme un pen ciilé-
rente, qui sera commode par la suite : en remplacant 1
par ¢ — T, on a en effel

a
(27 (2] —'-IGU Tt It —1) dr.
o

Hemuorque, — La determination effective de la Fone-
tion €Tt ne peat se faire, en toute vigueur, qu'en
intégrant Iéquation D = 0 elle ne peut donc se faire
en gnéral en termes finis par des quadratures. Nous
allons voir cependant gue, =i les coeflicients de Pégua-
tion (1) varient assex lentement, il est possible de rem-
placer Ia fonction & par une autre, dont la détermination
se fait facilement & partie des coellicients et gui est telle
que Uintégreale (2°) donne une boune approximation de
la fonetion cherchée wil),

§ & Définition de 'admittance variable

Pasons, par définition,
.".‘.

(4) ¥(s, 1! ..-.)‘G{.' T, 1) et dr

i
celte intégrale converge, pour Lout £ si la' partie réelle
de s dépasse —p, le nombre positif p étant celul qui
figure dans les hypothises faites sur r. Par celte défini-
tiom, la fonction ¥(s ¢ est la transformée de Laplace
en T de la fonction Gf 7). Puisque lintégrale [4)
eonverge uniformément en & on peut dériver par rap-
port & s, dot, dlune facon générale;

]

= —I;',fr'-(;‘[r - ¥, ] d T,

ik Y

(2} la"

Faisons aussi une intégralion par parties, en intégrant
tout d'abord le terme e ; en tenant compte de la
valeur de Gt pour T=1, on oblent ains

i
'{t}"[! o Wt

L2

ik

sYie ) =

oit Naceent désigne la dévivation par rapport & la pre-
miére variahle, remplacee ensuite par Ja différence t — 7}
en faisant ainsi plusieurs intégralions par parties, et e
tenant compte des valeurs de 7 et de ses dirivées pour
1 =1, on g dune Tagon générale

o
WY {n 1) = | l:;*f(;’“f' fr— ) e—rdr w =1,
. i N —1,
()
. » :
¥ (o ) = -fii'j”""‘ ik Laak.: e

Ces relations serant utiles. pounr Uévaluation de la
I

fonction ¥is, 1. Vovons pour Pinstanl ce qui se passe

thans le cas particulier ai Pégquation donnée est i coelli-

cients constants, On g tout d'abord simplement
ity = |

e'ot, enomultiphant &Y par ap e en sommant deth i ¥,

LS
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X 1 x
Vig, 0 Wb ,‘r o W B () T, hdr +1 =1,
* ] Sl L
et = Emi
X
car on a DG =11 o _\-‘_i’} G = (s done, 51 les coeffi-
— i
L=l

cients de I'quuat[nn differenticlle donnée sont constants,
on # simplement
Yt =< s — i :
J Woag st L8]
e
dang e vas (mais dans ce eas seulement), Yis.f) ne
dépend pas de la variable b
Ainsi, Jorsque équation donnée est a coeflicients
constants, la fonetion ¥is, ¢ se rédoit & Pinverse de Z(s),
done & Linverse de Uimpédance dans le eas d'un eireuit
éleetrigue, Nous allons voir gue cette fonetion ¥(s, ¢
joue eneore le vile d'une admittance dans le cas d'une
équation & eoeflicients variables. Si le second membre
de Péquation (1) est simplement Uexponentielle &%
& réel ou complexe, la relation (2] donne, en tenant

compte de la définition (4]

{7) wlt) = ¥z 1 e";

cette relation sera fondamentale dans la suite ;- elle
mantre qué Y(s (| joue exactement le vile d'ane adne-
tance, vartable lorsque les coelficients de [équation
somt variahles, et :!ui se peduit 3 Padmittanee au sens
habituel si les coeflicients sonl econstants, ainsi qu'on
vient de le voir. :

§ 5, Evaluation de I'admittance 1 (s, f]

MNous avons wvu, an paragraphe précédent, que la
connaizsance de Padmittance Y(s.t) permet d'écrire
une intégrale de Iéquation (1) si le second membre est
une exponentielle. Elle permet également de le fairve
dans des cas plus généraux que nous ne voulons pas
examiner ici L, Mais il faut remarvquer que la détermi-
nation exacte de Y{s, t) exigerait en somme intégration
de Uéguation (1), an moins dans un cas particulier ;
elest précisément ce que nous voulons éviter, Nous
abtiendrons alors une expression approchée de ¥z & en
supposant que les coeflicients de Péquation (1) varient
peu el lentement ; on sera ainsi presque dans le cas ol
Padmittance est constante,

Posons pour connmencer

1.5:' J{s, {)re —
;t—n*qq;;a»

celte fonction s¢ calenle b partiv des coeflicients de 0°
done, par quelgques décivalions, & partic de ceux de
Mequation (1}, On remavque anssi qu'elle coineide avee
| . :
Yis, 1), done avec g S les coellicients de Péqua-
JIE ¥
L3

tion (1) sant canstants,

b Yaoir, & &0 mujel, dames o pas o 'ase 4'-|||.1.|I1'-u1|. o eorlfizionis conglania, le
teavall i mobme autenr s Le cafond des sdginnes quast dtafiennmires,  Bulletin
teehincpne », o aodl | BGE.
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Or on a, par la définition de s, £

Y5 1) .
= de SE \n; Ly (0) &%,
Jiz,.1) —
pus, par les relations (6)
x e
Yis, 1] s E
et = ﬂ;-l:t] gt ,[',ﬂ'l[t. T, ) dr 1=
JI:.?T 4] j::l ;l_"

or le second théoréme du paragraphe 3 entraine que
I'on a

¥
Vo (t—r) G —7, 8 =0,
S
A=
done encore
e
Yis, 1) i

i

& i
e ] [ -k b exld e [ 1] G T .'.;:(.IIT = 1«
T(s, 1) I _‘[ {t) (i J

il e

supposons  que  Von  puisse  développer les  fonctions
celt — 1) de T en séries entiéres autour de o, done de
T=07; on aura alers par la formule de Tavlor

e (t) —eslt —1) = — N(—1j» ; @ (g,
Ml
d’oi
F{S. ﬂ e, 1 \'1 e -:‘1:"1(;;.!';. e Gl f1— 18 d1s
UM L -

4
or, en faisant sur les intégrales (3] les intégrations par
parties analogues & celles qui ont donné les relations (6)
a partic de la définition (4}, on obtient d'une facon
générale

= -
f—r"s""f G (¢ — 1, ) dy = [— Ljree S [ Vs, 1))

o
done
¢ v A g
Y,[-a-‘-’ t' 1 ¥ \-‘{ fjr <* 1'!' 'J [s% ¥ig, 1)
Jig, 1) it ml g e
ol e
SR W x i
| N D ¥ 0 =1 A0k
— ] " _
et o x o
S e ]
- ! ele el Siad)

AN emenre

(9 ¥z

.f-‘s.f'!1 by bR L ‘l-

ol dst | W0 Jis o

on peat écrire également cette relation sous la forme
tris condensée
n I
T b rr:l &
4 \ ¥ ke
' P e LI §
Pl

Nous avons ainst bronvé pour la fonction Y 1) une
eqquation dilférentielle en s d’ordee infing ; cette fonetion
¥is. 1t} en est une intégrale satisfaizant & des eonditions
pour &-= 4 % 5 remarguons que sioles coellicients de
iln]_!.':nu::m' en &, sont ies ||u|_:\'llr|||'|!'."- en g, de degeé p

au plus, Véquation () est dordre p o oen particalier. s

U1l Fanedraif, en boaite mguenr, prendee i développoment lmile o enit
enmpbe, cap dohifant, des diseonlinuités des corfficionts ; nous laisgons Lo ode
el topuled oow lql1l'ulilm! e converge mie,

les coellicients de Péguation (1) sonl linéaires en f,
Péquation (4 est simplement du premier ordre. A vrai
dire, cette remargue 8 un caractére purement formel,
car il n'est pas certain que les conditions de convergenee
puissent &tre encore satisfaites dans ce cas. D'aillowrs,
si les coellicients de Péquation (1) varient lentement,
Pintégration approchée de équation (%) se fait par un
procédé teés différent de celm que Pon donne en général
pour les équations  différentielles linéaires du premier
ordre,

Nouz allons suppozer en effet gque J(s ) varie assez
lentement en @ et en s pour qu'on puisse néclizer les
dévivées secondes, Un aura ainsi tout simplement

- T e LG
;.m“‘;&;'f,]J’

ou encore, puisque Y el J sont assez peu dilférentes,

Mgt =l IL

et les dérivées relalivement trés peliteﬁ

(A0)  Yiast) = d(s0) [1 ?(r. 2 ]}l
Tt d

= onous voulons interpréter ce resullal, nons difons
gque lon peat remplacer Péquation (1) & coellicients
variables par une équation avant d'autres coellicients,
egalement variables, mais que 'on intégrera formelle-
ment comime une équation & coefficients constants,

Hemargquons encore que le procédé dintégration appro-
chi que nous avons donné, o nous avons remplacé la
dérivée e la fonetion inconnue par celle d'une fonetion
approchée, ne conduit probablement pas & des approxi-
mations convergentes, La suite des approximations gue
Fon formerait de cette facon est divergenle, mms les
premitees approximations donoent un résultat atilisable
dians lex circonstances oin Fon ¢ trouve, La mécanigue
céleste fournit des exemples analogues de suites diver-
gentes dont les premiers termes sont o pratiquenient o
COnvergents,

§ 6. Résumeé de la méthode

Lin résumd, si 'on a wie égquation (1) dont les coefli-
cienls varienl assez lenlement el telle gque les intégrales
de Mequation sans secomd membre tendent assez rapide-
ment vers #éro lorsque f angmente indéfiniment, il
existe une intégrale de la forme (275 s F (1) = % celte
mtégreale devienl simplement

ulf) = ¥z, tj.2*
ot Yis ) est définie par la relation {4) 5 cette fonection
Yie, rp peut s'évaluer d'une facon approchée : on ferit
lopératene différenticl [ adjomt a £ Laprés [3) et
(31 5 on intreduit la fonction s, ¢ par la relation (8

el on oa
o

S

Joue le rale d'ane admittance

¥ig 0} 2 a0 [ |

vette Fonetion ¥ (s, ¢
variable, Nows verrans des applications de cette méthode
dans Lo seconde parvtie de ocetle étade,

(A e ).
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