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Une solution graphigque du probléme de Lagrange
en balistique intérieure

par M. fe Dr P, DE HALLER, ingénieur en chef de la maison Sulzer Fréres.?

La balistique imtérvienre classique admet, dans étude
du mouvement du projectile dans la bouche & few, que
Pécoulerment des gaz est quasi permanent., Ceci permet
de traiter le probléme au meven de la senle équation
d'énergie, en egalant & chagque instant Pénergie dégagée
par la combustion de Pexplosil & Vénergie cinétique du
projectile et des pax brealés, Cette méthode a [ail ses
preuves dans Lous les cas oi la vitesse initiale n'est pas
trop élevée, ou plus exactement lorsque le pods de la
charge prapulsive est petit par rapport & celul du projec-
tile, Cette condition n’est plus remphie dans les armes 4
feun medernes, el Uestimation de I'énergie cinéligue des

gaz, qui représente alors une forte fraction de 'énergie
totale, devient diflicile, Comme il s'agit d'un exemple
typigue d'écoulement non permanent, la solution analy-
tuque du probléme se heurte 4 de grosses diffienltés, La
premigve tentative remonte & Lagrange, qui a simphifié
la question en admettant que la eombustion de I‘q;xplu.-air'
est termindée avanl la mise en mouvement du projectile.
Sous cette forme; la solution compléte et exacte a été
donnée par Gossot et Liouville 8, et Love et Pidduck %,
mais, indépendamment  de Chypothése de Lagrange
beavcoup trap tloignée de la réalite, les calouls numériques

sont d'une telle complexité que lon ne peut guére faire

Commumicalion présenlis an 6° Congrés internntional e o kg
appliquie, Taris, seplembee 1946,

* Balistigue intéreure, Daillidee, Paris, 1927,

* Phal. Trans, Roy, Soc. Lamdon A Vol, 222,

1922 1,

but de cette note est de montrer
comment le caleul graphigue permet non seulement de
lever eetle dillicnlté mais encore de s'affranchir de
toute hvpothése particalidre relative 4 Vallure de la com-
bustion en fonction du temps ou de la pression.

usage de ces résultats, Le

Je rappellerai tout d'abord rapidement le principe de
la méthode 4.

Le mouvement " varié d’an fuide élastique, contenu
dans un tube eylindrique rigide et isolé thermiquement
esl défini par deux équalions, exprimant la continuité
¢l le théoreme des gquantités de mouvements :

A i
r\j:l + u o +p L. {F, (L)
ol - ik :
el 1 ep
b paE s e 2= (24
P f}f [ 1 [ i =

A caunse de Phypothése 'un écoulement adiahatigue
jointe 4 Péquation d'état, la densité g est une [onction
de la pression (pour un gaz parfait plp, = (p/pgit 45

Introduisant un potentiel de vitesse g tel que g o= {I:P
s g
: [dp
et la vitesse du son s =y /
\-‘ ip
en oblicnt
Pt 2900y + (0F — 0% p= 0, (3]

U Hevae Technagque Sulzer, 19495, N0 1, 624,
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& ¢ ;;_
Fig. 1. — Construction graphique ides earactécistiques dans les
diagrammes de position et d'état.

{(est une équation aux dérivées partielles du type de
MongeAmpire ',
Hr L 3Ke 4 Lt =1 (4)

ou M, K, L, M sont des fonctions de x, gy, p=

!
e :

g==¢l dont les camctern.lnquns satisfont & | cqnalmn
u

Hiy? — 2Kdady + Lda® — 0 ()

qui, résolue, donne dy = hda ot dy = hydz. Ces rela-
tions correspondent chacune 4 'un des deux systimes
a et B de caractéristiques, qui en outre obéissent aux
équations :

o) dy =Ndv; dp 4 hadg =1

Bl dy = hedz;  dp - hdg =1
dont la signification est la suivante :
le long d'une earactéristique de la famille ¢ pour lagquelle

(6, Ga)
(7. 7a)

si "onoze déplace

dy = kydx, les différentielles tolales dp = Ji_;y dy +

;%:i;r g = Jy;rx

par Iéguation différenticlle nw_hnairl{ (Gat, On déduit de

a’y sont lites entre elles

o un procédé diintégration graphique dont le principe
a &té indigué par Massau ® et qui correspond exaclement
aux méthodes Prandtl-Busemann ® et Schovder-Berge-
rom 4z

1l cansiste & construire sinullanément an diagramme
de position i -+ @ el un diagramme d'gtat p -2 g {fig. 1)
Si p et g sont donmés en deux points voisins 1 el 3 silués
sur des caractéristiques dilférentes du dingramme de
position, les coeflicients angulaires by et hy sont connus
et-on peut tracer les trongons de caracléristiques passant
par ces  points, deux
nouveaus points 2 el 4 Dans le diagramme d'élat, les

Leurs intersections définissent

points donnés 17 et ' eorrespondent 31 et 3. Passant
de 1 a2, les coordonnées du point représentatf de Pétat

varient de dp et dg éléments lits par Mequation (Baj,

E Gogrsal, Gours d'Analyse Vel 111, po53, Gautliers-Villars, Paris 1927,
t Lprvkl, der Matl, Wissenschalten 11, 3.1 p, 159

5 Seadalo-Festschritt, Faurich, 195, p ML
& Mim, Soe. Ing. Giv, de Franee, Yol 90, p. 407, 1937
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Relation d'srthogonelite entee les caractéristiques
correspendantes dans les deux plans.

Fig. 2 —

de méme en paksant de 3 i 2, les accroissements ohéiseent

i Péquation (7a). La construction graphique du point 27,

représentatil de Pétat da gaz an point 2, se fait comme
sk 2

D point 17 on trace un trongon de droite de coelli-
A parctie de 3" on porte une droite
de coefficient angulaire — )y, Ces deux dreiles se con-
pent au point cherché 2. Les valeurs de &, g, p €1 g en
ce point définissent de noovean les coefficients angu-
laires ky et hy, on peut ainsi prolonger les caractéristiques
au deld des points 2 et 27, On procéde de la méme maniére
pour abtenir les points 4 et 4. En partant de conditions
aux limites connues;, on constroira ainsi de proche en
proche le résean complet des caractéristiques dans les

cient angulaire — k.

plang & -y et p--q et la correspondanee point par
point de ces deux plans fournit la solution cherchie.

On peat aussi éerire les équalions {fa) et (Ya)

1 1

dp =0
he M
et porter dans le diagramme d'é1al p en abscisse et g en
ardonnée, On voil immediatement que dans ce diagramme
ane caractéristique de la famille @ est perpendiculaire

dy + dp =10 el dg +

i celle du résean B odu plan g =@, puisque (d'?) =
dp

{':I;r) b g
- tho.. - 2) =k
dy g "

graphique en est grandement facilitée,
Dans le probléme partieulier qui nous occupe, le

réciproquement.  La  construction

procédé se simplifie. Ohn a en effet

L= K=p; [f = l:rp: H-E':I
d’ofl

= Pet R kg = -t

pr est par définition la vitesse u du fluide. Léquation
de Bernoulli généralisée pour les gaz parfaits
,“fﬁ ip 4

ik et ey |
permet d'éliminer la dérivée particlle ¢, des équations {fia)
el (Ta) gui deviennent

1
P+ 50t =

¥

dif = — 4 —ila ok

iy At = o it (8)
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L&tat du fuide est alors déini par sa vitesse L et la
vitesse du son correspondante a. Dans le plan o -3-a,
les caractéristigues sont des droites de coellicient angulaire

9
constant :‘:——L Bans le plan & — 1, ces mémes
caractéristiques ont pour expression

dx

g O 19

Le coellicient angulaive de la tangente aux caractéris-
tiques peut done étre directement relevé sur le diagramme
d’&tat, Il v a pratiquement avantage i introduire des gran-
deurs sans dimensions, oblenues en rapportant ahscisse,
le temps el les vitesses & une longuenr de référence L,
el & une vitesse de référence qui sera la vitesse du son g
du fluide au repos dans son é#at initial. On avra done :

o

T i S
G = R
oS s A s SR

25

et les relations [ondamentales s'écrivent

dU = 7 % dd  dX = (UAA)dZ. (14

h—1

51 on choisit pour A une échelle

fois plus grande

que pour U, le diagramme d'état sera constitué par des
droites inclinées 4 459, ce qui simplifie beaueoup le dessin.

thn peut retrouver de fagon Elémentaire les [or-
mules (8] : il suflit d'admettre comme un fait d'expe-
rience que éconlement est constitué par une succession
d'ondes se déplagant dans le fluide aves une vitesse .
Pour un ohservateur se déplacant avee le front d'une
onde, I'"équation de continuité, apphquée & deux sections
de contréle de part et d'autre du front de Ponde, s'éerit

pa = {p+ dp) (o = du)
oest-h-dire

all i dp 1 AT J 2 ida
adp = —t£pdu et comme =T it
i 2
on retrouve mmédiatement de = - i { .

Pour appliquer cette méthode au probléme de Lagrange,
il faut préciser les conditions aux limites (fig. 3. On

A A
(] = M D stk
v B G A TSI
x:lD xall Kwl3y
X
Fig. 3. — Sehéma de la bouche & feuw ot notalions.

admettra tout d'abord que la combustion de Ja charge
et terminée au moment ¢ = (0 od le projectile se met
en mouvement, Soient M la masse du projectile, 5 la

section du tube, et p la pression sur le culot . Le mou-
vement du projectile obéit i I'équation :
di

M = K.p,
P S-p (12

St Loest la longueur de la chambre de charge, a, et p,
la wvitesse du son et la pression au temps t= (0, on
pourra écvive : '

I et f A 7
P iy L
‘ef
V. py
M I7 2 L.§8-P
mais
= kRT =) 9 P — ( -‘-"—)*“‘
Po o g
Oel-8 = m = masse des gaz
dame
s
L e = :
o G it {a)

Cette relation est indépendante de la pression et de la
terpérature initiale @ seuls interviennent le rapport de
la masse du projectile i celle de la charge et Pexposant
adiabatique k.

Les conditions aux limites sont les suivantes :

pour- T =0, =k d=F=1%1 V=1,
pour X = @}, L est constamment pul,
pour X = X {an culot du projectile), la vitesse 17 est
égale & celle 1V du projectile, donnée par I'égquation (13)
que Fon intégre an fur et & mesure par différences ou
graphiquement par la méthode Meissner par exemple.
Au moment oh le projectile se met en mouvement,
1" est encore nul et Péguation (11) donne le eoeflicient
angulaite de la caractéristique de la famille o Lmitant
le domaine ot L7 est nal {fig. 4. Au temps Z = A,
le. projectile & acquis une vitesse V = J.T“H A et e
point représentatif de 'étal du gaz au culot du projectile
s trouve sur la droite i 459 passant par le point initial 0,

b Me pas confomldee avee la dérivia pasticlle p.

1
. i
aﬂa o5 U
Z=pnsd
55
Z=2AF
LE
&
()

Fig: &%, Construction graphique pour le probléme de Lngrangﬂ*_
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Fig. 5. — Bagramme d'état.

A ¢e point 1 correspondent done des valeurs de A et V
qui, introduites dans (11, donnent Pinelinaison des carac-
téristiques «et B A la culasse, V' = {}, le poinl représen-
tatif de I'état se trouve sur P'axe des 4 & Vintersection
de la droite 4 45° pazsant par 1. OUn répéte la constroe-
tion pour chagque nouvel intervalle de temps et on
construil ainsi la selution compléte de proche en proche,
= 0,666

m
M
et k=14 Lesfigures b et G reproduisent les diagrammes
de position et d'ftat et les figures 7 et 8 les répartitions
des vitesses eL pressions que Uon en déduit, On remar-
quera la valenr considérable de la pression iniliale, sans
aucun rapport avee les valeurs réelles. Sur la figure 7

Dans Uexemple donné ici, on a choisi

on reconnait clairement le caractére oscillatoire du mon-
vement des gaz

L'hypothése fondamentale que la combustion de la
charge est terminée avant le démarrage du projectile
limite considérablement 'intérét pratique de ce caleul.
La meéthode praphique permet de se libérer de eetle
restriction. En effet, les équations (100, (11) et (13) qui
régissent le mouvement des gaz et du projectile sont
indépendantes de la température el de la preszion ini-

1 7] A 4

Fig. 7. — Hépartition des vitesses

s

e ¢ e —— g

Fig, 6. — DHagramme de position.

tiales. La construction graphique reste la méme gquels
fque soient a, ef pg. la seule restriction est que Pentropie
doit #tre constante & chague instant le long du tube.
Ceel revient 4 assimiler la combustion de la charge {sa
transformation de I'état solide & U'état gazeux) a Pintro-
duction continue ¢l régulifrement répartie sur la longueur
du tube d’une certaine masse de gaz et d'une certaine
quantité de chalear élevant Ia température initiale. La
vitesse du son de référence g, sera dome une fonelion
du temps définie par la loi de combustion de la charge,
Si ey est la masse totale de la charge, mig la masse d’air
contenue dans la chambre de charge avant la déflagration,
et e da masse brilée i instant ¢, on pourra poser en pre-
miére approximation ;
i Cmn
4 = \} W Cem + Gy mﬂ]
€ est lu chalewr dépagée par la ecombustion de Funité

de masse, ', la chaleur spécifique des gaz et £ celle de
I'air, 5i m est une fonction connue du temps, la relation

A
di = I i

reel i

permel de passer de Téchelle des £ an temps

Bl
4oy

LR et

ana

T

Fig. 8, -

Répartilion dez pressions.
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Diagramme de position pour
combustion progressive

Riépariition des vitesses,

: |.:-':'l|ll:11,;l:-|'1 du mouvement du projectile devient alors

. ﬂﬂg.il.__ : 3 o
= — Fril & m o= Hy {

e R d M

) el la construction graphique est exactement la méme
o que précedemment.
ey Dans Pexemple reproduit sur les figures 8 & 12 on a
= admis une vitesse de combustion constante, indépendante
ile la pression. La comparaison des répartitions de vitesse
et de pression avee les fipures 7 el 8 monbre gue le carac-
lére oscillatoire a pratiquement disparu, La pression &
la culasse anmmente progressivement pour passer par un
maximum, ce qui correspond bien aux relevés expéri-
mientaux. Les reliefs de Ia figure 13 font vessortiv la dif-
i E— e T férence essenticlle entre les deux cas.
Il est elair que cetle facon de tenir compte de la coni-

- Répartition des pressions. bustion n'est pas pgoureuse. A cause de la variation de
I'entropie avec le temps, la densité w'est plus une fone-
tion de la pression seulement. Dans Pexemple traité les
variations d'entropie sonl Loules proporbions gardées
sullisamment lentes pour que Perreur reste acceptable,

Un o admis dans cet exposé que le projectile se déplace
dans le vide. Il serait aisé de tenir compte de la compres-
sion de Tair devant le projectile ou du frottement dans
le tube; la détermination du recul de la bouche & feu
ne présenterait pas ode dillicnlté nouvelle. La méthode
a';LF|1r1i-||z|-|~:ai1 egalement  bien -au probléme du canon
EEEIE] |'4'-.'|I|. Il'aih'* :I|1iii:\'1tl:llll"llil"|'|l |'|.'i!' .i. {:uru{-rl_

Les valewrs numériques indigwées sar les diggramnies

corvcspondent & un exemple choisi an hasard, le but de

e travail &lanl la deseriplion d'une méthode de caleul
et pon pas une etude de |1;a1i.~crix||n-.

Mon collaboratear M. Jutier a en 'obligeance de tracer
les Epures de e travail. Je tenz & 'en remercier e,
combuslion instanlande

& deoite

teliek des pressions

combustion progressive,

a gauche U Pray, Roy, Boeo. A Valo T8E, po 237, 1947,

Fdxm
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