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Contribution au problème linéaire
de flexion d'une plaque élastique

par L. Bolle, professeur à l'Ecole polytechnique
de l'Université de Lausanne.

624.073.1

§ A. Introduction.
Le problème de flexion d'une plaque élastique a

retenu l'attention des physiciens plus longtemps que
toute autre question d'élasticité et nous ne saurions

retracer ici toutes les étapes de sa résolution. Cependant,
comme notre étude se rapporte à une question qui fut
autrefois abondamment discutée, nous croyons utile de

l'introduire par un bref exposé historique susceptible
de trouver ici peut-être plus d'intérêt que nos
développements mathématiques.

Le déplacement élastique du feuillet moyen d'une

plaque est régi par une équation aux dérivées partielles
du quatrième ordre trouvée en 1813 sans démonstration
dans les papiers de Lagrange. Ce dernier y était arrivé
en examinant en 1811 la tentative faite par Sophie
Germain d'étendre aux plaques la méthode analytique
qui avait permis d'exprimer l'équilibre de simples fils
et lames élastiques.

1 Une partie des développements mathématiques du présent article a
fait l'objet en septembre 1946 d'une communication au Sixième congrès
international de Mécanique appliquée, à Paris. Depuis cotte date, nous avons
eu connaissance de diverses publications récentes dont deux antérieures
au Congrès, publications dans lesquelles le prof. E. Reissner traite la même

question au moyen du calcul des variations. Le fait que nos deux résultats,
obtenus par des voies totalement différentes, coïncident d'une façon aussi

remarquable est propre à faire croire à leur exactitude même a défaut d'une
vérification expérimentale {E. Reissnbr 1. On the theory of Bending of elastic
plaiea. J. of Math. a. Phys.) ; 2. The Effect of Transverse-Shear Deformation
on the bending of elas'ic plates. J. of App. Mechanics, Juin 1945.

Partant des équations de l'élasticité et admettant

que les fonctions entrant en jeu étaient toutes dévelop-
pables suivant les .puissances de la distance au feuillet
moyen, Poisson donnait dans son mémoire de 18281

une démonstration de l'équation de Lagrange et associait

à cette équation trots conditions limites qui devaient

permettre de choisir arbitrairement les efforts de torsion,
de flexion et de cisaillement agissant sur le contour de

la plaque.
Mais en 1850, Kirchhoff 2 montrait qu'on ne pouvait

en général satisfaire simultanément à ces trois conditions
limites et que l'une d'elles était par conséquent
surabondante. Sa méthode reposait sur deux hypothèses :

1. Toute droite primitivement normale au feuillet moyen
reste après déformation droite et normale à la surface

élastique. 2. Les éléments du feuillet moyen ne subissent

aucune dilatation. Grâce à ces deux hypothèses Kirchhoff

parvenait à exprimer l'énergie potentielle de la

plaque en fonction des courbures de la surface élastique
puis à déduire du principe des travaux virtuels l'équation

de Lagrange avec deux conditions limites
seulement.

Le nombre de ces conditions aux limites opposa
ainsi les théories de Poisson et de Kirchhoff jusqu'au
jour où Kelvin et Tait réussirent à les « réconcilier ». Ces

auteurs3 montrèrent qu'on pouvait passer des conditions

apparemment surabondantes de Poisson à celles

rps élastiques i, Ç. VIII< « Mémoire sur l'équilibre et le mouvement de
du Mem. de l'Ac. des Se.

1 Über Gleichgewicht und Bewegung einer elastischen Scheibe. Journal de

Crelle.
8 Nat. Phil., 1867.
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