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Sur I'introduction des coordonnées
cartésiennes obliques
dans la Théorie de |'élasticité

par Henxry FAVRE,
professeur a I'Ecole polytechnique fédérale, Zurich.

(Suite et fin.)*

§ 2. Déformation des plaques fléehies, en coordonnées
obliques 2.

Considérons une plaque d’épaisseur h, sollicitée par
des forces extérieures perpendiculaires aux faces, y
compris les réactions le long du pourtour (fig. 7). Choi-
sissons d’abord un systéme cartésien rectangulaire Ozysz,
les axes z, y étant situés dans le plan équidistant des
faces, avant la déformation. Soit 7 = PP’ le déplace-
ment, parallele & z, d’un point P ( z, y) de ce plan. Le
lieu des points P’ (z, y, T) est la «surface élastique ».

On démontre, dans la théorie des plaques, que les
tensions 0, ..

.y Tayy --. €0 un point (z, y, z) sont liées aux

déformations par les relations suivantes :

' Voir Bulletin technique du 7 décembre 1946, p. 321.

2 Voir les mémoires de auteur: Contribution @ U'étude des plaques obliques,
« Schweiz. Bauzeitung », des 25 juillet et 1¢7 aott 1942, ou « Bulletin tech-
nique de la Suisse romande » du 3 octobre 1942, et Le caleul des plaques
obliques par la méthode des équations auv différences, Sixiéme volume des
Mémoires de I’Association internationale des Ponts et Charpentes, Zurich
1943/44.

E ~<u‘2z, 92z>
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=i # (e ) )
= E_) 2% 0= Typ=ilen = =0
W i o e Sl
ou E désigne le module d’élasticité et v = le coef-

m
ficient de Poisson.

Les formules (29) permettent de calculer les tensions
dés que Pon connait Z (z,y). Cette fonction Z doit:
1o satisfaire & I’équation aux dérivées partielles du
4¢ ordre :

M=)
AAL = - ERs P

(30)
p (2,y) étant la surcharge par unité de surface ; 2° rem-
| plir les conditions au contour.

Le travail intérieur de déformation A est donné par
Pintégrale double, étendue & la surface F' de la plaque :

Eh?® e at (020 \?
= 24(1—v?) / / M}{Q ¥ (\«/1/2> 45 .
& L (31)
RL o2 2L .
D et e B P (dF.
v dx? Jy? dAe (r)l‘ ()_1/> )

Pour une déformation définie par une variation dZ de Z
qui satisfait aux conditions imposées au contour, le
principe des travaux virtuels s'éerit :

> . |)
//p ddF —bA = 0. (32)
Ju
)
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Introduisons maintenant un systéme oblique u, ¢, z,
tel que les axes w, z coincident respectivement avec
z, z, 'axe ¢ étant situé dans le plan z, y et faisant Pangle o
avec u (fig. 8). Remplacons, dans le systéme (29), les
dérivées
Ol YT Gl
a2 Iy’ Jrdy
Pl I al
2 K Jude

0, et T, ainsi obtenues dans le systéme (2), on obtient :

par leurs expressions en fonction de

, puis introduisons les valeurs de o,

Oy — L [(%21 — 2 cos o 20
oty ([:,2) sind o | Ju? dudy

2
~+ (cos? o + v sin? o) ;712]

Ez . 2L
S LT R I 2 g ahidah i
gy (1 — v2) sin3 a [(COS e Ju?
2L 2L
— i o, S S 33
Fachiia T Jp? ] (33)

Ez o L
BT (1 —v?) sind a |:COb ¢ <(/l¢2 T (717) -
2
) sin2leneang L 55
+3(1 4 v) sin? Sr)uz)v]'

Oy = Tz = Toy = 05

L’équation différentielle de la surface élastique (30)
devient, en coordonnées obliques :

’ % % B A I
B == —4c¢ e e
Jut vt P dy ' Jdudod (3
:
ot 12 (1 —v?) sint a. p.
2 (1 + 2 cos? = s e e
+2(1+ 2 cos?a) A =

L’expression (31) du travail de déformation s’écrit,
en remarquant que dff = sin o. du. dy :

Eh? I AN 92\ 2
T nt o, / / i <,zu2> ¥ <;»Vz> +
() '
; o2 o2
+ 2 (cos® o + v sin? 0) T

t P \?2
o+ 2[2 cos?0 + (1 — v ) sin? a]( > —_—

Ju dv

; ((‘/Zz g)ﬂz> oL
w4 COS O

Ju? dp?

g du dy,

du y

et le principe des travaux virtuels (32) :

Nous allons maintenant appliquer ces résultats a
Iétude de la déformation des plaques obliques.

Soit une plaque dont le contour est un parallélo-
gramme de cOtés 2a et 2b faisant un angle a. Choisissons,
dans le plan équidistant des faces, le systéme u, ¢ indi-
qué dans la figure 9. Les conditions au contour s’écri-
ront sans difficulté, grice au choix des coordonnées.
Par exemple, dans les deux cas suivants, nous aurons :

a) plaque encastrée :

pour u==ta: =0 et%z@, 5
POnE. o= == bes 25=10 etzz)i-: 0./
b) plagque posée :
& 9% )
— + : == S =
pour u ==Ea: L =0 et P 2 cos a e 0, o
a4 2% (59)

pomtiy = =tbi =10 etﬁ—2cosam=0;

(les conditions relatives aux dérivées secondes expriment
que 0, = 0 pour u==a et 0, = 0 pour v =+ b,
comme le montrent les deux premiéres formules (33)
en tenant compte de la condition Z = 0 le long du pour-
tour. On sait, depuis les travaux de Kirchhoff, qu’il
n’est pas nécessaire d’annuler les tensions tangentielles
le long du contour).

Si la charge p (u, ¢) est donnée, la solution rigoureuse
du probleme consistera & trouver I'unique intégrale de
(34) satisfaisant aux conditions (37) ou (38)*.

Une premiére méthode approchée résidera dans 'appli-
cation du principe des travaux virtuels (36). On choisira
pour Z une fonction de u, ¢ satisfaisant aux conditions
au contour et contenant un certain nombre de coefficients
inconnus. En donnant & ces coefficients des variations
arbitraires on obtiendra, par application de (36), autant
d’équations qu’il y a de coefficients. L’exactitude de
cette méthode, due a Rayleigh et & Ritz, sera d’autant
plus grande que la fonction choisie sera plus apte  repré-
senter la surface élastique.

Une seconde méthode approchée consistera a remplacer
Iéquation différentielle (34) ou (30) par deux systémes
d’équations linéaires, en utilisant des équations aux
différences. A cet effet, on remplacera d’abord I'équation
(30) par les deux suivantes :

ou ¢ désigne, comme Z, une fonction inconnue de u et ¢.
Ces relations s’écrivent, en coordonnées obliques :

! On sait en effet que, dans chaque cas déterminé, le probléme n’a
qu'une solution.

Sina/[p 0l du dv — dA = 0. (36)
@ ‘
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d%q . 7%q APq  12(1—v?) sin?a (39) | (ce nombre peut étre déduit d’une étude de M. Nadai
a2 Y% T der T ERh3 P ' | sur la plaque rectangulaire encastrée ).
2L 27 27 1 \ En intl"oduisant (4 _dans Pexpression (35) du travail de
53— 2€0S 0 - 53 — SInto-g. (40) déformation, on obtient :
u? dude " Iy

Choisissons ensuite un «réseau oblique» (fig. 10) et
remplacons les dérivées secondes par leurs expressions

en fonction des valeurs ..., ¢un Cun, ... aux points ...,

(m, n), ... de ce réseau ; on obtient, pour chacun de ces

points, les deux équations aux différences :

gm+1,0 — 2q:n,n + Gm—1,n o \
Au?
'2 q"1 +l n+1 + qm*l n—1" 9m+1 n—l quL 11;}-1
oce 4 Au Ay + ¢ (41)
qm, nt+l — 2(]@,; ,_’_,,q"f,"‘;l = 12 (1:y2) sin?ix
I At = Ew P
ntsin =2 ¥ s~ |
Au? /
Zm-{-l, n+1 + Zm—l, n—1 _Z1n+1, n—1" ZmAl, n+1
DN Lhube T
Zm 7+ m n m n— .
+ sz Ll e G

Le probleme de la détermination de la surface élasti-
P

que est ainsi ramené & la résolution d’un systeme d’équa-
tions' linéaires simultanées.

— Appliquons ces équations aux deux cas suivants :

10 Calcul de la fleche de la plaque oblique encastrée,
a charge uniformément répartie.

Soit p la charge constante. Appliquons la methode de
Rayleigh-Ritz. Prenons pour Z le polynéme du 12¢ degré :
= 1—439]‘;—[‘6 be(u6+ 1,834 a?u*— 6,668 a*u?+ 3,834 48) -

(98 + 1,834 b20% 6,668 b2+ 3,834 1°),

(43)

ot [= (L),—o désigne la fleche de la plaque. Les coeffi-
r=0

cients de cette fonction ont été choisis de facon & satis-
faire aux conditions d’encastrement (37) et a la condition

r ! T
suivante : pour la plaque carrée (a = byja = 9 ) le rap-

port de la courbure aux extrémités d’un profil axial & la
courbure au milieu de ce profil doit étre égal & — 2,900

- Eh3 [ a* + bt
o 24 (1 —v2) sind a ab “pl0 @E

4 12,036 (L + 2 cos? a)], Lot

A EW I
2 12(1 —v?) sinda ab

a* 1 bt
24()83, 2 b L

112,036 (1 4+ 2 cos? a)]~

On a, d’autre part :
/p S dudy = 1,2240 pab d f.
)
En introduisant ces valeurs dans Iéquation-(36) et
en résolvant par rapport a /, on obtient :

—v3)p a® b% sin? o
Erd 1 @ 2 b
i A
2+ () ()T eone

Si I'on considére que F = 4 ab sin o, cette valeur de la

§— o0,61001

(44)

fleche peut s’écrire :
_(L=VA)F2p  (a o
f="—gw—° b’“)’ =
. o (@ - 0,03813 sm2
ou b, o) = 5 b (46)
3k
9 + 7+ + cos

La partie inférieure de la figure 12 est une représenta-

tion graphique de la fonction ® définie par (46) (trait
continu).

20 Calcul de la fléche de la plaque oblique posée, & charge
uniformément répartie.

Soit encore p la charge constante. Appliquons la

1 NADAI1:

Elastische Plalten. Springer, Berlin, 1925, p. 180 et suiv.
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Fig. 12. — Détermination de la floche / d’une plaque Fig. 13. — Determ;mtxonl de la f;-:iguence fondamentale /,
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\ a
¥ . X . a 2 2 5 . a
Représentation graphique de la fonction ® (5, a). Représentation graphique de la fonction ¥ <b’ a).

méthode des équations aux différences. Le long du
contour, on doit avoirZ =0 et ¢ = AT = 0. En effet,
les conditions (38) reviennent a celles-ci :

pour u==ta: Z=0 et

i Vs 72 R
P <Tu2_2 SO ﬁ) o
pour ¢ ===b: 7 =0 et
1 [(o% AP
it a (320080 gy T ) = =0,

2’ %l
car <W>u=ia =0et <7LL2>U=¢» — 10}

En choisissant le réseau de la figure 11 et en écrivant
les équations (41) et (42) pour les points 0, 1, 2, 3, ,4, on
obtient un systéme de dix équations entre les grandeurs
Loy Ly
la valeur de la fleche f = Z;:

ey Las 9oy q1 +--> g d’o0t Ton tire sans difficulté

(1—v2) F2p

(et L (47)

(0] <%, a>,

ou I désigne la surface 4ab- sin a de la plaque et

La partie supérieure de la figure 12 est une représenta-
tion graphique de la fonction ® définie par (48) (trait
mixte).

§ 3. Vibrations transversales des plaques.

Un de nos assistants, M. Rudolf Bereuter, a étudié
récemment, & I'aide des coordonnées obliques, les vibra-
tions transyersales des plaques dont le contour est un paral-
lélogramme . 11 a principalement cherché a déterminer
la fréquence f. de la vibration fondamentale. La des-
cription compléte des méthodes utilisées et des résultats
acquis ne pouvant rentrer dans le cadre de cette com-
récapituler, dans un

N

munication, nous nous bornons &
diagramme, le principal résultat de I’étude de M. Bereuter.

Soit une plaque dont les cotés 2a et 2b font un angle a
(fig. 9). En utilisant les notations du paragraphe précédent
et en désignant la masse totale de la plaque par m, la
fréquence fondamentale est égale a

_h Eh |, (a
I 2 \/3 (1 —v2) Fm v <b’ a>,

! R. Bereuter : Theoretisthe Untersuchungen iiber die Eigenfrequenz
parallelogrammformiger Platten. Publication N° 3 du Laboratoire de Photo-
élasticité de I'Ecole polytechnique fédérale, Ghaire de Mécanique en langue
frangaise, 1946, (Edition Leemann fréres, Stockerstr. 64, Zurich).

(49)

,Z— + 49n + 159n2 4 49n® + ’; nt 4 <1 —12n — 14n2 — 12n3 + n4>

64
o [ (L ) (L O 8) —

a\2
avec n — <b> .

n cos? a

1 2
— B sin? a,

1+ 4n + n?
2(1+n)

2
n cos? a] (48)
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la fonction ¥ dépendant de la forme du contour. La
figure 13 est une représentation graphique de cette fonc-
tion, dans le cas des plagues encastrées (trait continu)
et dans celui des plaques posées (trait mixte). Les courbes
relatives au premier cas ont été déterminées par la
méthode de Rayleigh-Ritz ; celles relatives au second,
par la méthode des équations aux différences.

M. Bereuter a également pu déterminer la fréquence f,
pour une plaque oblique encastrée de masse m, au milieu
de laquelle est attachée une masse concentrée M.

Zurich, le 17 juillet 1946.

ORGANISATION ET FORMATION
PROFESSIONNELLES

a . . . 1
Congrés technique international
Paris, 16-21 septembre 1946.

Extraits de communications.
(Suite et fin'.)

L’enseignement technique
et la formation professionnelle

par la Fédération des associalions el sociélés frangaises d’ingénieurs.

Rappelant Uévolution de la formation des ingénieurs 'auteur
de ce texte est amené a reproduire les considérations suivantes
tirées du rapport général présenté sur la question au Congrés
international des ingénieurs de 1937 :

L’ingénieur est un technicien qui, grice a ses connaissances
scientifiques et a sa culture générale, est capable de dominer sa
technique d’assez haut pour la faire progresser en harmonie avec
le progrés général,

Pour étre efficace, la formation de l'ingénieur doit s’appliquer
a un candidat possédant, sinon la vocation, du moins les apti-
tudes nécessaires, et le probleme de l'orientation professionnelle
se trouve dés lors posé.

Un autre grave probléeme est celui du nombre des ingénieurs
nécessaires pour le fonctionnement optimum de l'industrie natio-
nale.

Aprés que les éleves possédant les aptitudes nécessaires auront
été orientés en nombre convenable vers les établissements formant
des ingénieurs, il conviendra de décider par quelle méthode ils
seront préparés a I'examen d’entrée.

Si 'homme moderne est capable de réfléchir et de comprendre
a I'égal des anciens, il doit pouvoir trouver dans les données de
la vie moderne les éléments d'un humanisme mieux adapté aux
réalités présentes que I'humanisme classique.

D’autre part, les connaissances de base nécessaires a l'ingénieur
sont trés étendues. S’il est possible de dégager une culture géné-
rale de I'étude des langues, des philosophies, des sciences et des
techniques modernes, cette culture générale, acquise plus facile-
ment, sera aussi plus efficace.

Mais la culture, quelle qu’elle soit, ne peut remplacer les facultés
naturelles des candidats. Elle pourra étre d’autant plus dévelop-
pée qu’elle s’appliquera a une élite.

Tous les ingénieurs ont besoin d'un fonds commun de connais-
sances scientifiques et techniques. Une certaine spécialisation ne
doit survenir qu’en fin d’études et suivant un petit nombre de
grandes spéceialités. Il est souhaitable que les écoles ne donnent
a leurs éléves aucune spécialisation, et qu’elles laissent a des
instituts spécialisés le soin de superposer a la culture générale
technique, les connaissances spéciales a chaque branche d’industrie.

On peut concevoir deux méthodes extrémes d’enseignement a
I'école.

1 Voir 4 notre numéro du 7 décembre 1946 d'autres extraits et toutes
précisions concernant l'organisation de ce congrés. (Réd.)

L’une consisterait a4 rechercher surtout une culture intellectuelle
et purement scientifique, laissant le soin a la pratique industrielle

d’adapter les notions acquises a ’école avec les réalités.

L’autre méthode consisterait 4 ne donner aucune connaissance
théorique sans la confronter aussitot avec I'application pratique,
non seulement dans des manipulations et des travaux de labora-
toire, mais surtout dans des réalisations industrielles de valeur
commerciale.

On peut concevoir entre ces deux extrémes beaucoup de réali-
sations intermédiaires. Quoi qu’il en soit, I'ingénieur devra s’expri-
mer correctement par la parole, par l'écriture et par le dessin
industriel.

Son savoir devra reposer sur des chiffres; il devra posséder
une documentation précise et savoir la compléter lui-méme.

Ses connaissances juridiques, financiéres et économiques devront
étre développées.

Pour intégrer le progrés technique dans le progrés général,
I'ingénieur doit connaitre l'importance de son réle social, et étre
préparé a le remplir. Mais la culture sociale ne peut étre efficace
qu'en s’appuyant sur une bonne formation morale.

Cette formation morale peut et doit s’appuyer sur un enseigne-
ment loyal et sincére des données scientifiques, des faits sociaux
et des traditions religicuses et philosophiques qui ont servi de
base & notre civilisation.

Un effort post-scolaire est nécessaire pour compléter la for-
mation de l'ingénieur. Les amicales et sociétés d’ingénieurs peuvent
jouer un réle efficace.

Des stages industriels peuvent étre nécessaires ; des voyages a
I’étranger sont toujours utiles. Le passage dans un institut spé-
cialisé serait plus efficace, s’il ne suivait pas immédiatement la
conquéte du diplome d’ingénieur.

En conclusion de cette communication nous lisons en outre :

La formation des ingénieurs et des techniciens ne peut donc
pas maintenant négliger leur éducation, ni penser que la for-
mation scientifique et professionnelle porte en elle une suffi-
sante vertu moralisatrice.

Il faut donc développer dans les programmes des écoles
techniques un enseignement magistral sur le role social des
cadres en concevant cet enseignement comme une discipline
essentielle pour la formation des ingénieurs et techniciens.

11 est évidemment nécessaire méme au seul point de vue du
rendement professionnel, qu’un ingénieur connaisse la géogra-
phie économique, I'organisation administrative et le méca-
nisme financier des entreprises, la législation du travail, la
psychologie du travailleur et I'histoire des mouvements
sociaux contemporains. Mais cet enseignement nécessaire ne
serait pas efficace s’il n’était pénétré d’une culture humaine
montrant la nécessité et la noblesse du dévouement de chacun
a la prospérité commune.

L’ utilisation des loisirs pour la pratique collective des arts,
des sports, des ceuvres d’entraide et d’éducation mutuelle,
entre les diverses catégories de la jeunesse, peut faire 'objet
d’une organisation méthodique.

Mais cette organisation doit étre dirigée par la conception
d’un humanisme moderne fondé sur la connaissance des
réalités contemporaines.

Le progrés industriel a marché plus vite que I'évolution de
notre philosophie. Peut-&tre n’est-il pas trop tard pour le
comprendre et pour réunir dans une action commune tous les
hommes de bonne volonté.

Le Congrés international des Ingénieurs de 1937 'avait déja
constaté, I'étendue et la diversité des connaissances scientifi-
ques modernes, les contacts intimes qui s'établissent entre
peuples jadis éloignés, peuvent fournir les éléments d'un
humanisme moderne beaucoup plus riche que 'humanisme
classique, si 4 la constatation des faits contemporains, on
joint I'étude sincére et sans parti-pris des traditions religieu-
ses et de I'histoire philosophique de notre civilisation.
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