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Sur I'introduction des coordonnées
cartésiennes obliques
dans la Théorie de |'élasticité

par Hexry FAVRE,

professcur a I’Ecole polytechnique fédérale, Zurich.

Les lois générales de la Théorie de Délasticité peu-
vent étre exprimées d’une maniére intrinséque, a aide de
vecteurs et de tenseurs. Cependant, lorsqu’il s’agit de
résoudre des problemes ou les conditions aux limites sont
données, il est commode d’introduire un systeme de
coordonnées. Le choix de ce systéme dépend avant tout
de la surface limitant le corps considéré. Pour un paral-
lelépipede rectangle, par exemple, il est indiqué de choisir
des coordonnées cartésiennes rectangulaires; pour une
sphere, des coordonnées polaires, ete. A chacun de ces
systemes correspond une forme particuliere des équa-
tions générales régissant les tensions et les déforma-
tions du solide.

On a surtout utilisé, jusqu’a présent, les coordonnées
cartésiennes rectangulaires, les coordonnées polaires et
les coordonnées semi-polaires ou ecylindriques, excep-
tionnellement les coordonnées curvilignes orthogonales
(Lamiz). Si, toutefois, le corps considéré est un parallélé-
pipéde oblique, en particulier une plaque mince dont le
contour est un parallélogramme (plaque oblique), il y a

! Extrait des Comptes renlus du
Mécanique appliquée, Paris, 1946.

Sixiéme congrés international de

}

alors un intérét évident & introduire des coordonnées
cartésiennes obliques. 1.’objet de notre communication
est précisément d’établir ou de rappeler, selon les cas, les
équations en coordonnées obliques permettant de résou-
dre les problemes relatifs aux plaques minces et de pré-
senter quelques applications de ces équations.

Dans la premiere partie (§ 1), nous établirons les équa-
tions générales régissant les états de tension a deux dimen-
sions. Nous examinerons ensuite la question de la défor-
mation des plaques fléchies (§ 2), puis celle de la pibration

transyersale des plaques (§ 3).

§ 1. Etats de tension a deux dimensions, en coordonnées
obliques.

Soient Ou, O¢ deux axes obliques, paralleéles au plan des
tensions et Oz un axe perpendiculaire & ce plan (fig. 1).
Définissons les composantes des tensions en coordonnées
obliques. A cet effet, soient deux éléments de surface
respectivement paralleles aux plans (u, z) et (¢, z). En
décomposant la tension totale, relative au premier élé-
ment, suivant les directions wu, ¢, on obtient deux com-
posantes que nous désignerons par T, et 0,. De méme,
en décomposant la tension totale relative au second
élément, on définit 0, et Ty

Iin appliquant aux quatre tensions tangentielles de la
figure 2, le théoréme des moments (par rapport a un

axe ' parallele & z), on voit que :
I ) [

Tur = Touy

(1)

quel que soit Pangle o des axes u, ¢.
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Cherchons les relations entre les tensions 0, 0y, Ty =
T, €t les composantes 0,, 0y, T,, = T,, dans le systéme
cartésien rectangulaire Ozyz, dont I'axe 2 coincide avec
w (fig. 1). La comparaison des deux parties de la figure 3

montre que :
0;="0,\s1 0 Toy = Tww + Oy COS 0.

La somme des projections sur I'axe wu, des forces
agissant sur I'élément de volume indiqué dans la figure 4
devant étre nulle, on a de plus :

Ou + Tuw cOS @ + T,, cOSs 0@ — O sin o = 0.

En résolvant le systéme constitué par les trois der-
niéres équations, par rapport A Oy, O, T, on obtient :

<2
. cos? a
Oy=sIno - 0 + -G!,%‘lcosaw'”,z
sin o,
(2)
. o T —— -0
= R — — . o
sino v ga Y
Y
@cosa 1‘
i
|
|
Gy sinax |
|

ThySin

Fig. 4. Fig. 5.

— En coordonnées cartésiennes rectangulaires, les
composantes 0, 0y, T,, d'un état de tension bi-dimen-
sionnel peuvent s’écrire sous la forme suivante :
P P Pe

0r = =

2’ Oy = Jdx?’ Tay = (3)

T J ()y ’

en supposant qu’aucune force massique n’agisse sur le
corps. La fonction d’Airy ¢ (x, y) satisfait & I’équation
différentielle du 4 ordre :
% 7?
AAp — 0 4 ou A=— 4= )
o—0, (&) ot )
désigne lopérateur de Laplace.

————— Cherchons les expressions en fonction de ¢ des
composantes des tensions en coordonnées obliques. Fn
substituant les expressions (3) dans les équations (2),
on obtient :

A%
4 Try
Fig. 3.
2 02 2 2
G,,:sincxaq;—}—('(?bq()q)—l—‘lcosa—(??,
dy sina  Ja? dxdy (©)
o s L Pe wh T | P L P9
° " sina da? YT Jvdy tga Ja?

Pour introduire les dérivées de ¢ par rapport a u, ¢,
on a les relations suivantes entre les coordonnées u, ¢,
z et @, y, z d’un point P (fig. 5) :

x=u-+ ¢ cos a, Yy = ¢ sin a, z =7z, (7)
d’ou :
i gimad = gl el & 8)
lga sin o
A (714_1 duwr o 4 gg_o Vi
Codv 7 Jdy tga’ de 7 Jy  sina

¢ pouvant @étre considéré comme une fonction com-
posée des variables indépendantes 2, y, on a les formules
de transformation suivantes :

Jo  Jo du de v jodliets I 1 (?q>
dy  dudy d dy  tgadu ' sinode’
’e  J 17q>> 1
ar Iy \dy)

1 2 1 2 1 Jde 1 Jdo
B <_< tg o du T iae 9()) <~tga T (i(?é)’
Fo 1 P 2 P9 1 29

M tg?adu?  sina tga Judy | sina J?

On obtient de méme :

Po e Ao 1 Pe L J* (1
P T el dxdy  tgo du® ' sinadudy’
Fo P 1 [Pe I ‘
= o LT e . (12
a9 > - Jy*  sin’a <(7u2 0% Ou e i Io? s

Les équations (6) deviennent, en tenant compte de

9), (10) et (11):

(T . T S

. - = . s -~ =2 - 5
sina dy? sin o du?’ sin o du v

ou bien, comme la fonction ¢ n’est définie qu’a un facteur

constant pres :

2%l e ¢ (13)

Oy = Tyl 7= o S =y
R’ YT * Ju dy

¢ désignant une solution de I'équation :
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+@%Q+

d*o
9 14 s ) 2 2l
+ 4 <1 -T- 4 COS a> FY ~—.

o, P
LY (os(x(aus o

Il est remarquable que les expressions (13) de 0,, 0y,
T.» en coordonnées cartésiennes obliques soient identi-
ques aux expressions (3) de 0. 0,, Tz en coordonnées
premier membre de

cartésiennes rectangulaires. Le

contient, toutefois, un terme
Mo 7t
B’ Judd
dans le cas des axes orthogonaux (o = m/2).

— A toute fonction ¢ (u, ¢) correspond un état de

déterminé, et

I'équation d’Airy (14)

dépendant des dérivées Ce terme est nul

bi-dimensionnel 0,, 0, T
Définissons quelques états de tension,

tension
réciproquement.
en choisissant pour ¢ différentes fonctions élémentaires :

10) Polynéme homogeéne du second degré :

as
Pz 9 u

4

2+ byuy + (;"2, (15)

Cette fonction satisfait & I'équation (14) quelles que
soient les constantes ay, by, cy. Les composantes des

tensions sont, d’aprés (13) :
(16)

Cet état de tension est anisotrope, mais homogéne.

Oy = Cg, Oy = Uy, Ty = [72 .

20) Polynéme homogéne du troisieme degré :

(17)

7 b c3 dy
Py = G3u3 -+ 23 uy -+ 9 up? 67 3,

Cette fonction satisfait également & Déquation (14)
quelles que soient les constantes ag, by, c¢3, dg. Les com-

posantes des tensions sont :

Ou=cgu—~+dgy, Oy=agu-+byy, Tyw=-—>bgu—cy.

Ces composantes sont des formes linéaires des

données wu, ¢.

39)  Polynéme homogene du quatrieme degré :
« o o]

3b4,) udp 4 (:; u? p2 |- .;1421w3 + 3 vt (19)

En introduisant cette fonction dans I'équation

cette derniere se réduit i :

ay+e;—2 cosa (by+dy) + 2 (20)

(1 4+ 2 cos?a) ¢y = 0.

Les composantes des tensions sont :

|
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Oy = cqu® + dyue + e, 92,

Oy = ag u® + byuy + ¢, 92,

(21)
b ‘
Tup = — 24u2 —2 cyup — 2402,
g, ..., ¢, devant satisfaire a la condition (20). Ces compo-

santes sont des formes quadratiques des coordonnées u, ¢.

(22)

+ghs

40) Polynéme homogéne du cinquiéme degl'é .'

a
P5 = 5 uP —i~ u4v — u? + =2 uv

ru vz—{—%

En introduisant cette fonction dans (14) et en identi-

fiant, on obtient entre les constantes as, ..., [; les deux

relations :
3aste;—4bcosa (bs+ds)+2(14+2
bs+3fs—bcosa(cs + e5) +2(1+2

Les composantes des tensions sont les formes cubiques :

cos?a)c;=0,

cos?a)d; =

25

c
0y = 35 ud+ds u? o+ e up? + 503, !
Oy =as; u® + b up + c5up? ds s ( 9
v — U5 5 5 T 3 ) ("4)
b e
Ty = — 3° ud—cyu? v —dy up?— 35 03, )

Dans le cas particulier ot a; = l)5= = 05 do =<0
on a, en résolvant (23) par rapport & e; et f; et en sub:tl-
tuant dans (24) :

2
= d |:ll"’ + 4 cos o ug®— 5 (1 —6 cos® a) 03],

<

(25)
ds g 4 o
Op— —=i02%; Tw = — dg | us?+  cos ap?)-
3 3 !
Applications.
Considérons une plaque limitée par un parallélogramme
de cotés 21 et 2 ¢, [ étant plus grand que ¢ (fig. 6). Choi-
sissons les axes u, ¢ indiqués dans la figure. Supposons

qu’on applique, le long du bord supérieur 2/, une sur-
charge uniforme oblique p, parallele & ¢, et que les cotés
2 ¢ de la plaque reposent sur des appuis dont les réactions
soient équivalentes & deux forces pl paralléles a I'axe ¢,

mais de sens contraire. Cette plaque constitue une

«poutre simple oblique» dont le profil est un rectangle
de largeur constante, largeur que nous choisirons comme
unité de longueur.

Fig. 6.
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Déterminons la répartition des tensions intérieures.
Les composantes 0,, 0y, T,y doivent satisfaire aux condi-

tions aux limites suivantes :

(T”")r:_,i'c: 0’ (U">:'= —‘rc:O' (0")r~_74-: — P )

=° P o 26,
‘/(T“”)u=il dv==pl, [(04),_.dv= 0,/(0,,)“=ilwlw =0
= —¢ e

Cherchons a satisfaire & ces conditions en superposant

(18) et (25),

les tensions données par les formules (16),
c’est-a-dire en posant :

oy=cy+ cgu—+dgv+
: 9
+ds|ute+bdeosau "2—5 (1—6 cos? a) va], /

2 2
+(L3u+b3v+d o3 o0y

Oy = Qg
4
Tuv = — by — bgu — c3 0 —dy (uv® + 3 cos o ¢3). ‘

En introduisant ces expressions dans le systeme (26)

et en identifiant, on obtient pour les constantes ay,
vy gt
_p b — o — g O b_3p _ pcosa
ag=—75i b=ty =ads=0,bp=cz -0 tg="——;
3p 2 : 3p
dy =~ 1—6 cos? a = s
37 4¢ lcz 5 ( 4
En substituant dans les formules (27), on a finalement :

2 2
o — A au—}— 3]3 [l (l — 6 cos? a)] p—
C 4e C 3
3p [ 2 / 2 2 2 ) 3
— i3 |¥ g -4 cos auy 3(l~(3c0&. a) ¢ ]
: | @8
P . iy l) dir
o 2 4e 4¢3 °
_3p pcosa  3p/ , 4 3
TW——/lc w— : v+ /103(1”) -+ 3c0.sa ¢ >

11 est intéressant de constater que 0, ne dépend ni de

a, ni de w. En un profil déterminé (u = const.), o,, 0,
et T,, sont des fonctions algébriques du 3¢ degré en ¢.
Cette solution est applicable au domaine de la plaque,
quelle que soit la répartition des réactions des appuis,
exception faite des «zones perturbées» voisines des
extrémités de la piece. En vertu du principe de Barré de

Saint-Venant, ces zones s’étendent — si a différe peu
de m/2 — tout au plus sur une longueur égale a 2 ¢,

mesurée 4 partir des extrémités. Le domaine d’applica-
tion des formules (28) est donc compris entre les profils

(paralléles a ¢) d’abscisses u = == (I — 2¢).
. m . ‘ P ) s
Dans le cas ou o = 97 les formules (28) se réduisent a

celles indiquées par 5. Timoshenko dans le cas de la

youtre orthogonale simple, &4 surcharge uniforme!.
I g ple, g

1S, TiIMOSHENY O Théorie de Uélasticité frang. par A. de Riva-

Berni. Béranger, Paris ¢t Liége, 1936, p. 42

(trad.

En superposant les tensions représeniées par les for-
mules (16) et
de la répartition des tensions dans une poutre oblique,

(21), il est [acile de résoudre le probleme

extrémité e

encastrée a4 une sollicitée par un effort
tranchant agissant dans le profil limitant 'autre extré-

mité de la piece.
(A suivre.)

ORGANISATION ET FORMATION
PROFESSIONNELLES

DROITS ET DEVOIRS DES INGENIEURS
ET DES ARCHITECTES

Donnant suite aw désir exprimé par de nombreuv collégues,
nous ousrons aujourd hui dans nos colonnes une nouvelle
rubrique consacrée aux « questions sociales» de 'ingénieur et
de Uarchitecte.

Ce faisant, nous visons comme but principal d’étre aupres
de nos lecteurs une source tmpartiale et objective d’information
et de culture en un domaine que ne peuvent plus ignorer, quelle
que soit leur situation sociale, les techniciens qui, a un titre
quelconque, s'intéressent a Uavenir de leur profession, au réle
qu’elle doit jouer, a la considération a laquelle elle a droit de
prétendre.

Nous ougrirons nos colonnes a quiconque voudra exprimer
une idée constructive pour autant toutefors que le fond et la
Jorme en soient compalibles avec la tenue dont ne saurait se
départir notre périodique.

Pour lheure, nous ne pourrions mieux faire que de ciler ici
méme quelques lignes de communications remarquées faites auw
Congrés technique international dont les préoccupations essen-
tielles furent celles qu’évoque le titre de cette nouvelle rubrique.

D. Brp.

Congreés technique international
Paris, 16-21 septembre 1946.

Extraits de communications.

Remarques sur le progrés technique

par A. De'euf, ingénieur.

Aprés avoir défini ce qu’il entend par « progrés technique »
el montré que celui-ci est le plus souvent le résultat d’un effort
collectif qut n’exclut pas pourtant Uesprit de concurrence,
Uauteur traite de la question de la rémunération de la recherche
sclentifique et technique et conclut son exposé en notant quels
sont les avantages et les inconvénients du progrés technique. Il

s'exprime en ces termes :

* par un (umllo d’ Immwur nnmnnhmnl

umlmn en Gl b
is (voir Bulletin technique du 20 juillet

mité d'accueil fran 1946,
p. 206). — Environ mille deux cents adhésions y furent recueillies. Les pays
suivants y donnérent leur appui ou étaient représentés : Argentine, Aus-
tralie, Belgique, Brésil, Canada, Chine, Danemark, ple, Etats-Ums,

France, Grande-Bretagne, Gréce, lIun"li( , Indes, Iran Irlande, Italie, Liban,

Luxomlmur;:, \'m'\'é;{(‘, Pays-Bi I()l(wm Portugal, Roumanie, Suéde,
Suiss Syrie, Tehécoslovaqui lmq‘uu Y \ énézuéla, Viet-Nam, Yougo-
slavie. — Le burcau du Congrés fut constitu un représentant de cha-

France, Chine, Etats-Unis, Grande-Bretagne,
11 fut pro\ul( par M. Antotne, délégué
francais. — Le programme de travail du Congrés consistait dans la discus-
sion d’environ cent trente rapports, répartis en quatre sec tions (voir Bulletin
technique du 20 juillet 1946, p. 206). — Une commission spéeiale composée
d'un A trois représentants par pays fut en outre en mesure de proposer au

cune des nations suivantes:
Pologne, Suisse, Tchécoslovaquie.
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