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Etude théorique et expérimentale
de la dispersion du jet

dans la turbine Pelton
par PIERRE OGUEY

professeur a I’Ecole d’ingénieurs de 1'Université
de Lausanne

et MARCEL MAMIN
ingénieur I. I. L., assistant au Laboratoire
de machines hydrauliques.

1. Introduction.

L’injecteur de la turbine Pelton est un organe indé-
pendant, sur le comportement duquel la roue n’a pas
d’influence directe. C’est pourquoi on admet générale-
ment que le rendement global de la machine est égal
au produit du rendement de Ilinjecteur (rapport de
’¢nergie cinétique du jet a I'énergie hydraulique &
Pentrée de la turbine) par le rendement hydraulique de
la roue et le rendement dit mécanique qui tienl compte
des pertes par ventilation, frottements dans les paliers
et rejaillissements d’eau.

Il ne faut cependant pas oublier que le rendement

méme de la roue dépend dans une large mesure de la

structure du jet ; son calcul basé sur les trajectoires !

est illusoire si I'on ne connait pas la répartition des

vitesses el des masses liquides dans le jet en toute section
! Voir en particulier Le caleul du rendement de la turbine Pellon, par

P, Oguey. (Recueil de travaux publiés & Voceasion du 1Ve
I’Université de Editions F. & Cle S. A,

centenaire de

Lausanne, Rouge Lausanne.)

l

de la zone d’intersection avec la roue. De plus, les phé-
noménes d’érosion par cavitation sont évidemment fone-
tion des vitesses et pressions aux points de contact.

Une connaissance aussi parfaite que possible du jet
présente donc un certain intérét tant au point de vue
du rendement 2 atteindre qu’a celui de la résistance de
la turbine & l'usure.

Les éléments intervenant dans la qualité d’un jet sont
d’ordre constructif : forme et dimensions de la tuyere et
du pointeau, paliers et ailettes de guidage de la tige
de commande, tuyaux et vannes précédant Iinjecteur,
nature des parois en contact avec l'eau, ete.; d’autres
sont d’ordre physique : énergie totale hydraulique dis-
ponible & I'entrée de la turbine, propriétés du liquide,
viscosité, turbulence, teneur en air, tension superficiclle,
et propriétés du milien ambiant, pression atmosphérique
et résistance de lair.

Un caleul théorique pur est impossible par suite du
genre et du nombre des variables indépendantes entrant
simultanément en jeu. Par ailleurs, les résultats empi-
riques actuellement connus donnant le rendement global
d’un injecteur sont insuflisants et fournissent guére
de renseignements sur la voie & suivre dans la recher-
che des perfectionnements.

L’ étude systématique que nous avons entreprise depuis

deux ans se propose les buts suivants :

a) Examiner, & la lumiere des lois physiques et des

expériences techniques, les phénomeénes en jeu ; dis-

socier les divers facteurs physiques et constructifs

pour en étudier séparément Pinfluence 5 établiv, si
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faire se peut, les lois régissant I'écoulement dans le
jet.

b) La ou le caleul est impuissant, ou inabordable par
suite de la complexité des conditions aux limites,
établir des lois permettant de déterminer avec une
certitude suflisante les caractéristiques réelles du jet
sortant d’'un injecteur donné, sur la base de mesures
effectuées sur un autre injecteur de dimensions diffé-
rertes fonctionnant sous d’autres conditions de chute
et de débit.

Cette étude, qui porte sur I’ensemble du probléeme,
comprend aussi bien I'examen de 'écoulement dans les
organes précédant I'injecteur que celui de la contraction
a la sortie et de la structure du jet libre. Il s’agit done
d’une ceusre de longue haleine pleine d’intérét, mais
aussi d’imprévus. Nous nous proposons d’en publier au
fur et & mesure les résultats qui nous paraitront sufli-
samment acquis ; ceci dans I'idée qu’ils pourront étre de
quelque utilité aux constructeurs comme aux exploi-
tants ; mais dans l'espoir aussi que les fabricants ou
possesseurs de turbines qui auront I'occasion de faire des
essals voudront bien nous communiquer le résultat de
leurs expériences, qu’elles solent concordantes ou au
contraire susceptibles de nous conduire & corriger notre
point de vue.

Nous traiterons aujourd’hui de la dispersion du je
dans la zone de fonctionnement ou les facteurs physiques
sont nettement prépondérants, & I’exclusion presque totale
des facteurs constructifs. En précisant toutefois que si
pour rendre possible une étude raisonnée, nous avons été
amenés a sérier les questions, nous ne perdons jamais
de vue I'interdépendance de ces facteurs ni I'ensemble
du probleme.

2. Observations préliminaires.

A partir de la section contractée du jet sortant d’un
injecteur Pelton, on observe une modification d’aspect,
Au lieu de rester cylindrique, ainsi que le voudraient les
lois de I’hydrodynamique théorique, le jet change de struc-
ture. Dans une section S,, une zone de diameétre d;
est entierement liquide (fig. 1) et une zone comprise entre

d. et d; contient un mélange d’air et d’eau.

S,
|
I

m———————— —th

Il est évident que I'évasement du jet, soit 'angle
apparent de la ligne extérieure limite (e) avec la ligne
théorique (th) parallele a I'axe donne une premicre idée
de la qualité du jet, au point de vue de son homogénéiteé.

Trois observations générales ont été faites :

1. Dans une installation donnée, lorsque la course diminue
de la pleine ouverture a zéro, I'évasement du jet dimi-
nue, plus ou moins réguliérement, passe par un minimum
et augmente ensuite.

2. Des turbines géométriquement semblables ne donnent
pas des jets semblables, et I’évasement semble s’accen-
tuer 4 mesure que la chute augmente.

3. Les perfectionnements apportés par les constructeurs
aux organes précédant la tuyere de sortie ont permis
des améliorations notables, mais, les lois régissant le
phénomeéne de la dispersion étant inconnues, on ne
sail pas exactement dans quel sens agir pour progresser
encore, ni si des raisons déterminantes s’opposent a
tout progres.

Nous avons procédé en laboratoire & des essais systé-
matiques de jets de divers diamétres sortant d’injecteurs
divers, sous chute variable. Des méthodes techniques
peu & peu améliorées nous ont permis une quantité
d’observations propres a guider le calcul théorique ! et
des mesures suflisamment précises pour faire constater,
sur documents tirés des essais, des particularités curieu-
ses dont Iexistence nous a été révélée par le caleul.

Le diametre du jet était mesuré a 'aide de vis micro-
métriques portées par un collier se déplacant paralléle-
ment a P'axe de la tuyére. Il était contrdlé par photo-
graphie.

Le jet était ausculté, dans ses différentes sections,
par un tube de Pitot spécial se déplacant selon deux
diametres. Cet appareillage était naturellement complété
par des instruments de mesure soigneusement étalonnés.

D’une maniére générale, on constate : dans la région
contractée S; et quel que soit I'injecteur s’il est de
bonne construction, une pression dynamique axiale uni-
formément répartie & Pexception d’une zone périphé-
rique de faible largeur et d’une partie centrale de petit
diametre ou l'influence de I'injecteur se fait encore
sentir ; dans une section éloignée de la tuyere, une zone
certrale homogeéne de rayon r; ot le manometre du
tube de Pitot indique la méme pression qu’en S, alors
que dans la zone extérieure la pression baisse entre r,
et ro, en méme temps que le rayon extérieur augmente.

S, lS.
[
b o -~
5
S ;
Fig. 2 Fig. 3.

Nous précisons d’emblée que les courbes documen-
taires telles que celles reproduites, figures 2 et 3, don-

! Nous avons plaisir & citer ici le nom de M. Casimir de Rham, ingénieur
1. L., assistant de notre Laboratoire en 1940-1941, dont 'ingéniosité et
» sens pratique nous ont ¢té précieux lors de la construction et de la mise
au point de nos appareils.
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nent, en fonction du ravon, la pression dynamique axiale
mesurée par le tube de Pilot, qu’il ne faut confondre en
aucun cas, comme on U'a souvent [ait, avec une mesure de
Uénergie cinélique de l'eaw au point considéré.

Le fait d’une part que pour des injecteurs trés diffé-
rents on obtient, & une distance légérement variable
selon la construction, une répartition semblable & la
figure 2, et d’autre part que la région centrale affectée
par le pointeau intéresse un débit extrémement faible,
nous autorise & admettre pour le calcul une vitesse cons-
tante uniformément répartie dans une seclion S, prise
comme origine.

Il va de soi que les résultats découlant de cette hypo-
thése ne pourront pas étre étendus sans autre aux jets
obtenus a trés faible ouverture du pointeau et, d’une
facon générale, aux jets fortement influencés par I'in-
jecteur ou les organes qui le précédent.

3. Le phénomeéne physique de la dispersion.

On sait que les phénomenes hydrauliques sont fonction
de I'état de turbulence du liquide, caractérisé par le
nombre de Reynolds
- Vd

Ri=

~

Dans le cas d’un tuyau cylindrique, V est la vitesse
moyenne, quotient du débit par la section, d le dia-
meétre intérieur et z le coeflicient cinématique de vis-
cosité. Lorsque R, est supérieur & une valeur critique
R, = 2000 & 2400, I’écoulement cesse d’étre laminaire
pour devenir turbulent. En chaque point, la vitesse
locale, variant rapidement en grandeur et direction,
peut étre considérée comme la somme d’un vecteur
vitesse moyenne locale 1, et d’un vecteur vitesse de
turbulence w. L’effet des parois est sensible dans une
zone, dite couche limite, dont I’épaisseur augmente avec
la distance a partiv de I'entrée du tuyau jusqu’a le
remplir entierement s’il est assez long, ce qui veut dire
que Pinfluence des parois se fait sentir jusqu’a I'axe.

La vitesse u (fig. 4 bis) se décompose en u, et w,. La
composante radiale w, doit logiquement diminuer, en
fonction de y, et sannuler au voisinage de la paroi. La
turbulence totale, qui tend & libérer les particules liquides
les unes des autres, diminue pour y voisin de r et I'in-
fluence de la viscosité, peu sensible dans 'axe, devient

3 pu

u.
v

u

op

5

op
Fig. 4. I'ig. 4 bis.

plus importante, d’ott une rapide diminution de la vitesse
moyenne preés des parois (voir fig. 4).

Pour un observateur se déplacant & la vitesse axiale
de la particule, celle-ci semble osciller, dans le voisi-
nage du point considéré, autour de deux positions extré-
mes P’ et P” de part et d’autre de P, sauf si elle
s’échappe pour passer a la couche voisine.

Faisons abstraction de cette évasion accidentelle et
examinons le phénomeéne oscillatoire autour de la posi-
tion moyenne. Dans le tuyau, le déplacement P’ P’
diminue vers la périphérie et s’annule pour y = r. Dans
un jet cylindrigue de turbine Pelton, I'égalisation des
vitesses est trés rapide et I'on peut admettre qu’en une
section S, prise comme origine (fig. 2) la turbulence est
uniformément répartie, soit, statistiquement parlant,
qu’en chaque point on mesurerait les mémes variations
de vitesse.

A Uintérieur d’un jet, énergie cinétique radiale d’une
. . . ug
particule de poids unité passe de ,)—y en P & zéro en
P’ et en P". Que cette annulation d’énergie cinétique
soit due & Pattraction moléculaire des particules de la
méme couche, qui tendrait & ramener la particule consi-
dérée dans le droit chemin, ou aux couches voisines
s’opposant au déplacement, ¢lle implique Dexistence
d’une force antagoniste. L’effort radial, dans un sens ou
dans 'aulre, peut @tre ramené & une pression par unité
de surface. Nous pouvons par conséquent dire qu’en
un point, une couche liquide exerce sur la couche exté-
rieure une pression locale p, variable dans le temps et
que nous appellerons pression instantanée de turbulence.

A la surface du jet, une particule liquide est soumise
A une pression centrifuge p, provenant de I'intérieur,
tandis que les seules forces tendant a la retenir, que
nous appellerons extérieures, sont la pression de lair
ambiant p, et I'attraction moléculaire, laquelle se tra-
duit par une tension superficielle 7.

Si les forces « extérieures » sont prépondérantes, le jet
restera cylindrique et homogene, c’est-d-dire sans dis-
persion. Il se transformera en gouttes tendant vers la
forme sphérique, & une relativement grande distance de
la tuyere, du fait qu’un cylindre soumis & une tension
superficielle est une forme instable.

Si les forces «intérieures » sont prépondérantes, des
particules liquides s’échapperont, et le diameétre moyen
de la zone restée homogéne diminuera & mesure qu’on

s’éloignera de la tuyere.

4, Direction de fuite des particules quittant le jet et
diminution du diamétre de la zone homogéne.

Soit, dans une section quelconque d’abscisse 2 mesu-
rée a partir de la section origine S;, un point A de
la surface de la zone restée homogene (fig. ).

LLa composante wu, du vecteur turbulence a vraisem-
blablement peu d’influence sur la dispersion et peut &tre

négligée par rapport a la vitesse axiale V. Une particule
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liquide s’échappant du jet en A aura donc une vitesse
V., résultante de la vitesse V,, dirigée selon la limite
du jet théorique AL et d’une vitesse radiale Vs, due &
la turbulence.

Considérons, se déplacant a la vitesse V7, une tranche
de jet de longueur dl = V,dt et de volume

dlr do ,7

Pendant le temps dt, le volume d’eau sorti & travers

sa surface extérieure
dlrde V,di

est égal a la diminution du volume de la tranche
— rdo dr dl

d’ont dr=—V,dt

Pendant le méme temps dt, la particule libérée en A

a parcouru umne distance dn = Vydt, d’ou dn = — dr,
dr  dn l o o _ Vo 1)

- L = e ==t — to = £

dl dl &=L e v,

Au point A, la trajectoire AE de la particule libérée
et la tangente AM & la ligne limile de la zone homogéne
sont symétriques par rapport a la ligne extérieure du jet

théorique AL.

5. Conditions limites de dispersion. Jets homogénes.

Considérons les forces agissant sur un élément liquide
de masse spécifique p et de masse (dr étant négatif)

dm = — prdedrdl

qui s’échapperait d’un jet cylindrique et homogéne de
rayon r. Sa vitesse radiale passe de zéro 4 V, et sa quan-
tité de mouvement varie d’une valeur (Vy —0) dm =
— prdedrdl V, égale 2 la somme des percussions des
forces agissant sur 1’élément, qui sont la poussée due &
la pression locale de turbulence
(py— po)rdedl

et la force due 2 la tension superficielle Ty par unité
de longueur

T,dldp

- 9T disin 7’.‘)9 -

V4

d’on

—prdrVy=[(py—po)r — Ts]dl

Pz_Po_Zs:_ é‘:V?
P rp 2 di =
Vs — P2 Po 2 {2>
P pr
Vy Pe— o Fr
t T = - = —_— .
€ g Oy ‘/1 \/ p-[r% or I/Y%

Le second terme de cette expression est bien déter-
miné. Il n’en est pas de méme du premier, ol nous
avons fait intervenir la turbulence sous la forme d’une
pression locale instantanée p,.

Il est nécessaire, pour pouvoir mettre le probléme en
équations, de faire un certain nombre d’hypothéses, les
ures relatives aux facteurs susceptibles d’intervenir de
maniére appréciable ou au contraire présumés négligea-
bles, les autres destinées & introduire sous forme mathé-
matiquement utilisable des phénomeénes dont D'expres-
sion n’est pas encore suflisamment connue.

L’observation attentive des jets, I'analyse des essais
nous ont, bien entendu, guidés dans notre choix, que
I’énoncé a cette place pourrait faire paraitre arbitraire
ou gratuit, mais qui est en réalité I'aboutissement de
nombreux calculs comparatifs.

Ces hypothéses de base, qui permettront de formuler
des lois théoriques dont nous demanderons a expérience
de justifier le bien-fondé, sont les suivantes :

Nous admettons que

10 Ja résistance de l'air est négligeable, en tout cas
sur le trongon qui va de I'injecteur a la derniére
cection du jet ou travaille la roue ;

20 la vitesse axiale V; de toutes les particules liquides
est constante, et égale & la vitesse V dans la sec-
tion contractée ;

30 le phénomene est fonction de la masse spécifique p
et de la viscosité n du liquide, de la vitesse V,
et du diametre d, = 2r, de la section contractée
du jet.

40 Considérant que la pression instantanée de tur-
bulence varie selon des lois inconnues ou deyraient
intervenir la statistique et le calcul des probabi-
lités, nous admettons que, pendant des intervalles
de temps égaux 7" suflisamment longs, les temps
pendant lesquels la pression p, a une valeur déter-
minée sont égaux ; autrement dit, la courbe des
valeurs de la pression p, classées en fonction de
leur durée sera identique pour tous les intervalles
de temps 7' considérés.

59 Enfin, nous admettons que la pression p, est portée
par le jet, c'est-a-dire qu’elle garde une valeur
pzu't,iculibrv constante pour un observateur se
déplacant a la vitesse V.

Dans ces hypothéses, on peut poser que le terme sans

P2 I

T : :
Ve - dépend du produit d’une fonction
P

[ Vydy)

dimension
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qui fixe son amplitude, par une fonction de 'abscisse x
et du temps ¢, que pour raison d’homogénéité nous
écrivons

laquelle caractérise la variation de p,, soit

Py —Po_ B[ o
D V% _‘ f(pn Vl dO) o <T ‘V17"

Si lon fait = V¢, la fonction g devient constante,
ce qui signifie bien qu’un observateur se déplacant a la
vitesse du jet mesurerait une pression de turbulence
constante dans le temps, égale & celle qui régnait au
temps 0 pris comme origine dans la section origine S,.

En développant en série la fonction / suivant les
puissances des variables

FenVydy) = NinpmVidy
le terme général du développement doit étre sans
dimension
IME=3P[ML T2 Y[ LT L]}=[0]
d’ou résulte la seule possibilité: y=—a ;2 =2 ;
t=a et le terme général est

n<V%l°">l: n<%ﬁ’>l: n(R)* = f(R.)

ou n est un nombre sans dimension, z le coellicient
cinématique de viscosité et R, le nombre de Reynolds
du jet.

Par suite

. [ z \ 2T, :
tg C‘z:\//(ﬁt‘) : 8(’7? = m)*pm (3)

En dessous du nombre critique R, I'écoulement est

laminaire, la pression de turbulence nulle ; on peut done
écrire

f(Re) = a;(Re — Re)+as(Re — R)?*+ ... (4)

Admettons, quitte & revoir cette hypothese, que les
termes d’exposant autres que un n’interviennent pas, et
posons

. . t x
a,g = A ou A est donc une fonction de TV
1

T = 27,
tg oy =\ /(R — R "‘(T~ V1’1‘> TAES

Pour qu’il n’y ait pas de dispersion, il faut que Pex-
pression sous le radical soit nulle ou négative, c¢’est-a-
dire que

| .
iy — B Al ]
T~ V,T) = pd,Vt

En désignant par A, la valeur maximum que peut
prendre la fonction A dans chacun des intervalles de
temps 7', cette condition devient

27T
~ S
(Be - Br) '141:1(11 _<_ d -Vz :
= PayVy

Pour un jet et une vitesse donnés, la dispersion sera

nulle si

2T,

411,,,/,1 << m . (O)

Observons immédiatement que, dans le voisinage de
la limite, 'évasement du jet est trop faible pour étre
mesuré avec exactitude soit par moyen mécanique, soit
par photographie, méme stroboscopique.

La photographie donne cependant une indication
précieuse. En effet, le phénomeéne de turbulence dans
un courant n’est apparent que pour autant qu’il trouble
la surface de la veine. On admettra donc comme limite
absolue de dispersion le point correspondant & une
valeur limite maximum A, ou le jet cesse d’avoir
I’aspect d’une barre de cristal pour devenir translucide.
La dispersion ne devient toutefois effective que lorsque
des particules en nombre appréciable s’échappent du jet
homogéne, phénomeéne qui correspond a une valeur de
Al beaucoup moins aisée a déterminer.

Introduisons, pour un jet d’eau, & 20° cent. dans de
I'air, les valeurs suivantes, dans le systéme c. g. s. :

o
T, = 76 z=n:g= 0,01 cm?sec
p =10 gramme masse/cm?

dynes/cm

n = 0,01 gramme masse/cm. sec.

Il vient

Vido

Z

2T, 152

pdo V3 d VR

By= = 100 V,d,

La valeur du nombre de Reynolds critique R. avec
laquelle il faudrait compter devrait étre déterminée par
des essais fixant le passage du régime laminaire au
régime turbulent dans un jet sortant d’un injecteur
d'un type donné. Toutefois, nous ne cherchons pas ict &
établir des valeurs numériques définitives, d’une part,
et, d’autre part, on est trés loin de I’écoulement criti-
que, et nous admettrons R, = 2400 comme si le jet sor-
tait d’un tuyau cylindrique de diametre d,,.

On obtient, en remplacant dans Iinéquation (5),
comme condition de non-dispersion

)

L

\ P 15
Lmax ; l ()()(",1([0 — 2/1) (ldl-%

Calculons la valeur du second membre pour les jets
dont P"aspect est donné par les photos, figures 6 & 11,
a des distances de la sortie égales & environ 40, respec-
tivement 80 fois le diametre dy & la section contractée
(la regle graduée indiquant la distance & partiv de I'ex-
trémité de I'injecteur).
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gl

1

| pas de dispersion
appréeciable.

Fig. 9. Iig 10.
s Chute | ’ do | 1,52 [ T
Fig en m | cm/sec.| en em [(V1do—24)do V3 Observation
6 70 30 2425 1 0,45 ; 53,6.10—1 | Jet transparent.
| |
767 52 | 3190 | 0,45 | 23,5.10—' | Jet translucide,
1 \

8 | 68 110 | 4650 | 0,45 |  7,6.10—% | Jet avec disper-
sion.

Jet translucide,
‘ pas de dispersion
appréciable.

9 71 20 1980 | 0,85 | 27,4.10—1

10 73 | 56 3310 | 0,85 5,8.10—11 | Jet avec disper-

sion.

Jet avec florte
dispersion.

-
s
—-
(=
|

11 74 118 ’ 4810 ‘ 0,85 |
\ \

D’aprés ces essals, cités a titre d’exemple, et unique-
ment qualitatifs (d’autres sont en cours), il semble done

que la limite de dispersion impossible correspondrait &

53,6 10— > Apa, > 27,4-10-11

=
et que la limite de dispersion effective correspondrait a

230 A0 Al S 7,6 110—1

) —~ maxr —

f"Wﬁ""ﬂ"‘ (HRE
3% :35°
i ﬂulnnln!uulmdx

Fig. 8.

6. Jet avec dispersion. Equation des lignes limites
absolues de la zone homogéne et de la zone dispersée.

Le jet en coupe se présente conformément a la figure 1.
Le probléme étant de révolution, nous le résoudrons

dans un plan méridien en cherchant I'équation
y¥ = /(ll.¥)

de la ligne de séparation des zones homogene et dis-

persée (fig. 12).

Axe_du jet
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Nous avons vu que

Vs,
—to'al:t(raz: ==

5 =} vV
1

et trouvé

t X 2T,
won = /18 -e( 7~ i)~y

Dans une section quelconque ow la dispersion est

manifeste, la surface de la zone homogene est loin d’étre
eylindrique ; elle est tres irréguliere, et indéterminée.
Nous admettrons done que la tension superficielle n’in-
tervient plus et que le phénoméne dépend de la seule
turbulence.

Le terme contenant 7'y étant supprimé

tgoy = WUfe)-g(:—‘ﬁ )

L’équation différentielle donnant la pente de la ligne
de séparation a Pabscisse 2, et a I'instant ¢ sera done

%—:z—\/f(ﬂe)-g@:%w)' (6)

En posant @ = V¢, la fonction g devient une cons-

tante, ainsi que les tg a. Pour un observateur se dépla-
cant dans 'axe du jet & la vitesse V4, la ligne de sépa-
ration est une droite de coellicient angulaire différent
selon les conditions initiales (abscisse et temps) du dépla-
cement de Pobservateur. A la valeur maximum atteinte
par la fonction g dans une section d’abscisse @ pendant
Pintervalle de temps 7" précédemment défini correspon-
dent un angle o, ma tel que

tg a;"“‘l = < \// (Rc) * 8maz (7)
et une droite, issue du point z, = 0, y, = y, et d’équa-
tion

y,,_min = Yo — .'l" \// (Re) * 8mazx (8)

C’est 'équation de la ligne limite mintimum du jet
homogene, puisqu’en aucun point (x, y) compris entre la
droite (8) et 'axe du jet ne peut passer une droite de
séparation d’équation (6).

La ligne limite maximum extérieure du jet dispersé,
c’est-a-dire au dela de laquelle il n’y a plus d’eau, est
la trajectoire d’une particule s’échappant au point @ = 0,
Yy = 1y, soit une droite y, = [(a,), symétrique de la
droite limite (8), d’équation

Yo =Yo + @ V[ (Re) - gmaz (9)

et de pente
Lg a"ma.c = ‘}’- \//(R’) * Smaz-

7. Distribution instantanée du poids spécifique dans
une section quelconque du jet avec dispersion.

Rappelons 'hypothese faite, que la résistance de Pair
est négligeable. I en résulte que la variation de la pres-

sion dynamique mesurée au tube de Pitot est due &

une variation du poids spécifique ¥ du mélange d’eau
et d’air au point considéré.

La forme de la fonction g donnée au paragraphe 5
étant admise, considérons un point (2, y) dans une
section S, & un instant ¢ (fig. 12).

La particule d’eau arrivant au temps ¢ en ce point
a quitté la zone homogene a 'abscisse 2y <x et au temps

sa direction de fuite au point de coordonnées z, = 2,
et y, = y; faisant avec I'axe du jet l'angle o, tel que

t z
tga, = \/;‘(Rc)~g<71, — V11T>.

pour a = Ct¢ et ¢ = Cle (’est-a-dire indépendante de
a; et y,. Par suite, pour tout point de la section S,
on a-tga,= Cte,

A un instant donné ¢, tout se passe en S, comme si
les particules d’eau s’étaient échappées d’un jet homo-
gére limité par la droite issue du point (0, y,) et de

wa, = —\/10) e(5—377) (1O

Soit ¥,dQ = 1o2my, (— dy,)V; le débit en poids dans

tangente

I’élément annulaire de largeur — dy, de la zone homo-
gene du jet, ou Vy = C®. Il ce conserve et arrive a la
section d’abscisse x, avec un poids spécifique ' du
mélange d’eau et d’air, sur I’élément annulaire de largeur
— dy.

Yo2my,dy,Vy = Y2nydyV’

V’ étant la vitesse normale & la section en y et, tou-
jours dans I’hypothese de la résistance de 'air négli-
geable, on peut poser V' =V, d’ou

Y _ Y. dy,
Ty dy
On voit immédiatement d’apres la figure que
d 1 y+a
Ye _ 1 " - y+
dy 2 2

en appelant a la valeur particuliére de y, dans la sec-
tion d’abceisse @, d’ou

Yo yt+a Yo a
Y’:?. g = 14+ - (12)

2 2 4 y
Equation valable dans la zone dispersée, soit pour
y > a. Le poids spécilique prend donc la valeur y' = T)n

pour y = a et diminue selon une courbe d’asymptote

4 To . a 3 O = 1 3 A 5
¥ :7!. Dans la zone homogene, y < a, 1l est cons-
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Aslj mptote

025 o050 oms, 10
Poids specifique relatif -{-oinstanl'ane'

Fig. 13.

tant et égal a v, Cette courbe représente, dans les
lypothéses faites, la valeur instantanée du poids spéci-
fique ¥'= /(y) dans la section S; (voir fig. 13).

Elle représenterait également la valeur permanente de
¥ = [(y) mesurable au tube de Pitot si la pression de
turbulence, au lieu d’¢tre variable dans le temps, avait
la valeur constante p, qui donnerait & la ligne limite
du jet homogeéne une pente telle que son ordonnée
serait @ dans la section S,

8. Distribution du poids spécifique moyen dans
une section queleonque S,.

La courbe ¥ = /(y) de la figure 13, donnant en par-
ticulier le rayon « = y,+ 2 tga,, correspond & une
valeur instantanée p, et un angle a, tel que

‘ t z
tga, :—\//(Rt-)'é’<7v—w>'

Comme la pression p, varie en fonction du temps dans

la section origine Sy, le rayon a dans la section S, est
également fonction du temps.

Imaginons done de classer les valeurs de @ pendant

o
Iintervalle de temps 7' délint au paragraphe 5 ; dési-
I g ;
gnons par ¢ le temps (qui est ici une durée, fraction de
Iintervalle 7') pendant lequel le rayon du jet homo-
I d

gene est inférieur ou au plus égal & une valeur a. Aux
temps (durées) ¢ =0 et ¢ =T correspondront deux
valeurs extrémes @min €t Gmaz.

Prenons maintenant a comme parametre et posons

t = fonct. (a)
dt = I'(a)-da
T = /(It = / I'(a)-da
"’ @min

ott I'(a) est ure fonction & déterminer expérimentale-
ment.

! Clest d’ailleurs ainsi que nous 'avons déterminée pour la premiére
fois, avant de faire intervenir la variation de p,.

X

s
A

Rayon y

|
!
|
|
|
|

| 1 8 i

=o_..-D £D
! I =
Lt L

'“Po. o latif £ instantané
" i — |
ds specifique relatif Y

Fig. 14.

Pendant Iintervalle 7' considéré, il passe a travers
une section annulaire de rayon y et de largeur dy un
poids de liquide (le poids spécifique de I'air étant 1000
fois plus petit que celui de I'eau, le poids de I'air entrainé

est négligeable) :
T

2nydy V, Ty = /2ny dy Yy Vydt
lO
ol Yy« est le poids spécifique instantané pour une
valeur arbitraire du parametre a, et ¥ le poids spécifique
moyen, & distance y de Uaxve du jet.
Tmaz
le(a) da

g Yo

a, .
min

i
,J 2
1= [ Twadt T — (15

Yo . ";na:
/ Pla)da

@mnin

0

Pendant Dintervalle 7', le parametre a varie entre
deux limites @y, et @u. auxquelles correspondent (voir
fig. 14) deux rayons extrémes de la zone dispersée b,
et by, D’apres la figure 12, d’une maniére générale
b + a =2y, d’ol bpar = 2Yg — Gmin €t bpin = 2Yg— Cmac-

Pour la discussion et la détermination de [ (a), rem-
plagons provisotrement I'’hyperbole (12) par une droite

Yo ) gk | . 15 e . b
1= 5 représentée sur la figure 15, considérons des
2

valeurs fixes du rayon y en différentes régions de la

section S, et cherchons la valeur du poids spécifique

relatif —1¥% (c’est-a-dire rapporté au poids spécifique
To

de Peau vy dans le jet homogene) pour différentes valeurs

du parameétre a.

Choisissons tout d’abord un rayon y inférieur a y,.

= . Al
Prenons y < agge. Quel que soit a, —_ =
; Yo/ v
Prenons Yy entre api, el apmaz.

~ . . b i
D1 a est compris enlre Yy el Qmazxy — =
T() va
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o3
Poids specifique relatif X
YB

Fig. 15.

3 1

D1 a est compris entre y et dyin. (l) = =
Yo/ ya

Dans cette région du jet, le poids spécifique relatif

variera selon une loi inconnue, mais entre les valeurs
|

1 et =-

et 3

2
Prenons y entre a,q. et v.
. 1
Quelque soit a, 1) = =
Yo/ v 2
Choisissons maintenant un rayon y supérieur @ vy.
A ce rayon correspond un rayon y’ tel que
= n)
Y =<4 —Y
’
de méme qu'd une valeur de @ correspond une valeur
du rayon extérieur b telle que

b=2yy—a
Prenons vy compris entre vy et by
: ¢ 1
Quel que soit a, <i> ==
Yo/v 2
Prenons v entre by, et bz
~ i T l
St b est compris entre y el binuss = =
TD va —)
Si b est compris entre y et by, (I> = 0.
TO, ya

Dans cette région du jet, le poids spécifique relatif

variera selon une lol inconnue, mais entre les valeurs

et 0.

B —

Prenons enfin v > bas.

Quel que soit a, KI) = 0.
To/v
Le poids spécifique relatif en fonction du rayon serait
donc représenté par une courbe encore inconnue, par
exemple celle tracée en trait mixte sur la figure 15, mais
passant certainement par les points
A 0l Y = Gmin, €t

B ou ¥y = bnm:

et comportant un segment rectiligne entre les points C’

et C” symétriques par rapport au point C, de coordon-
; Al

nées — = 0,5 et y =y,

Yo
Or aucun essai, 4 notre connaissance, ne révéle Pexis-

tence d’une région ot le poids spécifique resterait cons-
tant, entre deux régions ol il serait variable. Il est
done raisonnable d’admettre que les points C" et C” sont
confondus en C. On aurait alors @me: = bmnin = Yo et,

])OUI' y y07
< >
‘0 ,.J:

Or ce premier résultat, assez curieux, se vérifie de
facon satisfaisante pour tous nos essais, et les courbes
relevées au tube de Pitot donnent, a I'extrémité d’un
diamétre égal au diameétre primitif, une mesure au
manometre sensiblement égale a la moitié de la mesure
dans la section contractée.

De plus, une courbe passant par les points A, C et B
définis par la figure 15 doit nécessairement présenter au
moins un point d’inflexion entre A et B, symétriques
par rapport au point C. Ce second résultat, également
inattendu, est vérifié par toutes celles de nos courbes
d’essai qui sont suflisamment nettes.

Introduisons les valeurs de <i> , obtenues par cette
TO va

discussion, dans I'équation (15).
£

Yo — @maz
Yo

/zf F(@)da + [ 1-F(a) da

2 v
X _ min ! (16)
T() Yo

[ F (a)da

Par dérivation, en se souvenant que @min et Yo sont

des constantes pour la section S..

d(1> Lry—rFw)
Yo =

— ___F@ e
dy Y v
/ F (a)da 2 / F(a)da

ou F(y) est done obtenue en remplacant @ par y dans
F(a).

De méme, & I'extrémité d’un rayon y compris entre Yo
el bpaz, auquel correspond un rayon y’ compris entre ¥,
et ani tel que

y =29y

on aurait

:l ) e -
/ 5 F (a)da+ / 0.F(a)da
T _ win B - (17)
To s
/ F(a)da
:'mi'l
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Iy

= — (17"
dy
2 / F(a)da
L nin
Comme le dénominateur des seconds membres de

(16") et (17) est constant, égal 42 T, ces équations lient

la tangente & la courbe <‘fi) = [(y) & la fonction F(y).
0

En considérant pour quelques essais la courbe expé-

T lll'lelltﬂ[e
0

dy

en fonction de y

entre les points A et C, nous avons essayé d’en donner
la forme analytique et trouvé que I’équation qui semblait
le mieux convenir était
il
F(y) =

Forsm (18)

ou
1 Y
7
u=k 9
1 o nin
Y
Montrons la signification du facteur k.
Pour y =y, on a u=0, I'(y,) = I, valeur indé-
pendante de @, et

d i)
<T0 = — F __1—
dy 0"

2 / I (a)da

(2
a

(19)

min

En remplacant y par ¢ dans I’équation (19), on obtient

@
18bis Fi = 3 — 0 9 bis)
(18bis) (a)=F, T ot u=h 1——““”‘“ (19 bis)
Yo
2
d’ou / I'(a)da = FO<1 - M) Yo are tg k
g Yo ) K
T\
at =
< <T0> ) 1
et T = — ;
dy - ( a,,,,-,,) arctg k
28 1 == —f=—
Yo k

Exprimons également le rayon en valeur relative, en
le rapportant au rayon y, du jet non dispersé (fig. 16).

4 A A . . Y
La tangente au point C' détermine sur la droite — = 1
un segment Yo
MM, = — 71 . (l _ Omin\ Arc !g/f
\ Yo Ie

-
90
O

w

Rayen relatif
TIF

w

M,

+
¥
]
j
){’X

8

- T

o
®

o
~

o
o

q5i7

0.4'I

1

| i

‘ o3 .l_,7+ v Yo
|

|

|

\

O

TN R

o |

o,a{l__ il g el _L._ _L._dL_._L.

02 03 041 05 08 ©O7 08 09

oo o ‘ ) S 9% ¢/ 40
Poids spécifique relahif %
‘ Fig. 16.
i
i Toi B MM, _arc tg k )
‘ 1 — min k
Yo
Ce facteur k caractérise a lui seul le rapport des deux
segments
MM,
0 dela figure 10
AM,

el, d’apres nos essais, ko2 8.

: b
Reprenons maintenant le calcul de — -

Yo
Par dérivation de I'équation (19 bis)
Amin
da = — <1 — —1> 9 qu
Yo ) k
D’une fagon générale, entre deux limites (1) et (2)
L B} - off Gmen y Ub > du
F(a)da = — Fo( 1 — ") o [ 2
‘/ () de 0< Yo ) kJ 1+u?
i i

v Qmin '\ L
= Fy <l —= y") % [arc tg u; — arc tg uy].
0

Par suite, les trois intégrales a introduire dans (16)

et (17) sont :

1/1 | . J [ Y
. = Amin \ 1 1
[;- F(a)da=F, 1——= Yol are tghk—arctg p—
€ -)‘ -)' ]/0 /\’ l Qmin
©in h Mi%-
" _ Y
v . @riven \ i 1
/ Fla)da = Fy(1 — == Yo [al‘c tg kh —— o,
I Yo ) k [ Gmin
. Yo
Yo
L , @min\ Yo :
/ Fla)da = Fy( 1 — == Yo rare tg k]
. Yo ) k- i
Tmin
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d’ont en définitive, si: yy >y > Guin,
)
1Y
Yo

arc tg k
1 Qmin

10y +— —-Y B
Yo 2 arc tg k
et si l’muz; = Yy > Yes
Y
arc tg ke — o
1 Gmin
r i, o o)
Yo 2 arc tg k
avec s =2— 7
Yo Yo

Cmi = s
En prenant par exemple la valeur —* = 0,5, intro-
Yo
duite dans ces expressions, on obtiendrait la courbe de
la figure 16.

La courbe correspondant & une valeur quelconque de

: : o !
@i s’obtiendrait en multipliant les hauteurs 1—~‘—/—

Yo
Gmin \
i
par < Yo ) .
1—05

Revenons maintenant & un calcul plus exact en par-
tant des courbes figures 13 et 14, c’est-d-dire d’un poids
spécifique, dans la zone dispersée, distribué selon la loi
hyperbolique 12, mais en conservant la fonction donnée
par les équations 18 bis et 19 bis.

a=1p [1 —]1: 1— %l> u] ; da:—( 1— a"”") J/:’ du;

du=—k- —I]idu .

y | min
! Yo
o

/ Fa(da)+ /‘—— I'a dw+/ I'(a)da

Cinin Dynin (22)
’/u
/ I'(a)da

Conin

Pour y, >y > @

Pour buse >y> Yo» soit y‘l>y'>a.,,,,-u avec g/'12yu——y,

Vi u’

1 Fla )da+/ I (a)da
T Hll” INI”
I = 23
TU Yy ) ( )

/ I (a)da
Ynin

Posons, pour simplifier Pécriture :

,’/ o B Uypin o
= =B = By,
Yo Yo

La premiere intégrale devient :

v

" _ Foyo(1—84) o 1—8].
L/ 7 F(a)da = | tg k—arctg k T—s,|

“min

La seconde devient :

y 1 1_81 )
3] Fed Ry N K oy
i a_——rj / R k i
_ Foya(l—8y) du 1By (" udu
S Ay T k) Ira
Pt g L,
= arctgu— —+— In(1+u?)
- ky 2k
soit, en introduisant les limites :
Lr . Foy§(1 —By) o B -
4_2/./ F(“)ad“*———[lk?— arCtbA1—Bl

arc tg kb —

14 K2 —B)?
(=)
——Blln . l—B :|
o7 e

LLa troisieme devient :

o Fap(l—By 1
ff(a)da———k—~arctg/\1_ B

[intégrale du dénominateur est

Yo
& ¢ ] —
/ F(a)da = F—oyo(k———sl)

arc tg k.

D’ou en définitive :

Pour  y, >y > auin ou encore 1>8>8;
1==1
vt ?qlctg/11#81+
(24) W4T 4 arcigk
tg I
+1 arc tg fl_Bl 1731 1 _}_1\,2 A:l
48 arc tg k 2k arc tg k' —B
1+A2
1—31

Pour bua: >y >y, (2—8y) >p>1

avec B'=2—8

ou encore

1—p
arc tg k
y_1_1 _LBI +
(25) Y, 4 4 arc lg k
; arc tg e —F

+'l | 1—B 1—B In l—i—l\'zi B

48 arc tg k 2k arvc tgk l—|~l\2< B'>2

(s

La figure 17 donne les courbes obtenues pour diffé-

rentes valeurs ! du parametre relatif f; = a’:i"
Yo

! Les courbes en pointillé, correspondant i des valeurs négatives de A

Yo
sont obtenues par un caleul analogue que le lecteur n’aura pas de peine
reconstituer et qu'il serait fastidicux de reproduire ici ; elles montrent qu’a
partir de la section o0t @i =0, le poids spécifique dans I'axe du jet devient
inférieur a celui de 'eau,
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Fig. 17. — Abaque donnant le poids spécifique relatif ¥ : v, dans

une section quelconque en fonction du rayon relatil y: y,, pour

différentes valeurs du rayon relatif @min: yo de la zone homogene
du jet.

Elle permet de déterminer pour une section quel-
conque la courbe du poids spécifique 1 moyen en fone-
tion de la distance & I'axe du jet y si on connait le
rayon a,;, de la zone homogene, caractérisée par un poids
spécifique ¥, égal a celui de I'eau.

L’évaluation de fl par cette méthode est toutefois

0
trop diflicile. Si rapprochés que soient les points de

mesure, on peut hésiter pour @y, entre des limiles
souvent assez éloignées I'une de 'autre et le choix de
la courbe qui convient & une section considérée serait
fondé sur un critére peu sir.

Par contre, aprés avoir reporté sur un calque les
résultats des mesures au tube de Pitot en valeurs rela-
tives, ¥ pour les ordonnées et A pour les abcisses, on

Yo To
peut, ,par superposition & I'abaque figure 17, choisir
avec une certitude satisfaisante la courbe qui convient .
La valeur de a,,, ainsi déterminée est infiniment plus
juste, car elle nous intéresse moins comme rayon de la
zone homogeéne que comme critére de la forme de toute
la courbe du poids spécifique en fonction du rayon.

A titre d’exemple, nous appliquerons la méthode aux
deux jets suivants, sortant d’une tuyere dont orvifice a
un diametre de 35 mm, obtenus & deux courses diflé-
rentes du pointeau :

1 Gette figure sera reproduite dans le tirage & part du présent article
a une échelle permettant de 'utiliser directement.
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Fig. 18.
Essais Nos 50 a 55 39 a 42
Course . « < : = w s = 1,20 2,40 cm
Rayon de jet contractée y, = 1,17 1,46 ¢m
Les distances Ly/y, ont les valeurs suivantes :
Essai No 39 40 41 42
L:y,= 7,2 96 12,0 - 144
Lssai No 50 52 53 ok 55
L sy = 12,0 17,9 20,9 23,9 26,9

Les figures 18 et 19 donnent, pour ces diverses sections
de mesure (avec un décalage qui n’a d’autre but que
de rendre le dessin plus clair), les points tirés des mesures
et la courbe qui convient, tirée de 'abaque figure 17.

Nous constatons d’une maniére générale, d’aprés nos
essais, qu’il est toujours possible (les figures 18 et 19
n’en donnent que deux exemples) de trouver une courbe
de ’'abaque qui passe par les points résultant des mesures
au tube de Pitot.

On pourrait peut-&tre trouver naturel et évident que,
la fonction [F(a) introduite étant déduite de certains
essais, la courbe ou la famille de courbes calculées
s’adapte aussi exactement aux points tirés d’essals ana-
logues, et par suite que celle coincidence n'apporte pas
grand appui & nos calculs. Nous relevons alors quavant
le choix de cette fonction F(a), premier élément experi-
mental introduit, nécessaire pour traduire I'influence de
la variation de la pression de turbulence p, dans le
temps sur le poids spécifique moyen, nous avons démon-
tré deux choses :

10 La nécessité d’un point d’inflexion de la courbe de
mesure jusqu’ici inexplicable, et qui heurtait les

notions acquises au point qu’on était tenté de laisser
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Fig. 19.

de coté des points mesurés, considérés comme peu
stirs, pour obtenir une courbe du genre parabolique.
Notre souci d’éviter une interprétation hative, fit-
elle presque évidente, et de conserver bruts tous les
éléments provenant des mesures, a trouvé ici sa
légitimation et sa récompense.

20 Le fait qu’a distance y, de I'axe du jet le tube de
Pitot doit mesurer une pression dynamique égale &
environ la moitié de celle mesurée dans la section
contractée. Or, bien que nos jets auscultés soient
légerement dissymétriques, comme tous les jets indus-
triels, et par suite donnent dans une méme section
deux courbes différentes de Iabaque figure 17, on
constate (fig. 18 et 19) qu’a Iabeisse I 0,5 cor-

: 1

respond une distance séparant les deux courbes, soit les

positions du tube de Pitot, pratiquement égale & 2,0,

soit un diametre d; = 2y, égal a celui du jet contracté

avant dispersion.

(’est la, nous semble-t-il, deux premiéres justifications
des hypothéses faites au paragraphe 5 quant a la cons-
tance de la vitesse V, et au peu d’importance de la
résistance de air, ainsi que des calculs purement théo-

riques qui précedent introduction de la fonction expé-

(A suivre.)

rimentale /(a).

LES CONGRES

Association des anciens éléves de I’Ecole
polytechnique fédérale (G.E. P.).

Le 75¢ anniversaire de la fondation de I’ Association.
Zurich, 21-25 septembre 1944.

L’ Association des anciens éléves de I'Ecole polytechnique
fédérale (G. E. P.) a tenu, a Zurich, le 24 septembre écoulé,
sous la présidence de M. le professeur DT C. Beschlin, son
assemblée générale qui, cette année, revétit une importance
particuliére pour célébrer le 75¢ anniversaire de la fondation
de I"Association. Au programme des fétes de ce Jubilé figu-
raient en outre une série de conférences données par les pro-
fesseurs de ’Ecole polytechnique les 21, 22 et 23 septembre
et une soirée récréative.

Un trés grand nombre d’ingénieurs et d’architectes ! ont
tenu a marquer par leur présence a ces journées leur atta-
chement a I'E. P. F. et ont saisi occasion qui leur était
offerte pour entrer en contact avec les professeurs de I'Ecole
et prendre connaissance des perfectionnements
apportés a ses instituts de recherche et d’enseignement,
dont plusieurs doivent, pour une part, leur création a la
sollicitude que portérent & leur calma mater»les membres de
la G. E. P.

Les conférences, présentées au programme comme devant
constituer des «cours de perfectionnement », comportérent
des exposés d’une heure ou deux, touchant aux diverses
disciplines allant des sciences mathématiques et physiques
aux multiples applications techniques de I’art de I'ingénieur.
En architecture 'accent fut mis sur les questions relatives
A notre aménagement national. Par chacune de ces 88 lecons
l'auditeur devait, dans la spécialité de son choix, pouvoir
se rendre compte des récents progrés réalisés dans I'étude
de quelques-uns des problemes techniques les plus actuels
ou se faire une idée des résultats auxquels conduit 'usage

derniers

approprié de telle méthode de calcul ou tel procédé expé-
rimental. Ce cycle d’exposés fut fort heureusement complété
par des visites de laboratoires.

L’ Assemblée générale, aprés avoir approuvé divers rap-
ports de gestion, prit connaissance du retrait du comité de
MM. G. Engi (Bile), K. Kobelt (Berne), H. Weiss (Berne),
A. Ostertag (Zurich) et de M. le professeur C. Beschlin,
président sortant de charge. Elle désigna, pour succéder a
ce dernier, M. le professeur DT [, Stiissi. Furent en outre
appelés a faire partie du comité MM. R. Casella (Lugano),
W. Diirsteler (Thalwil), R. Etienne (Lausanne), A. Frey-
Wyssling (Zurich), K. Frey (Bale), B. Matti (Berne), R. Moser
(Zurich), A. Schnetzler (Zurich). M. le DT C. Beaschlin et
M. le conseiller fédéral K. Kobelt furent désignés comme
membres d’honneur. La matinée du dimanche s’acheva par
une remarquable conférence intitulée « Naturgefithl und
Vaterlandsliebe », donnée par M. le professeur F. Ernst.

Au banguet prirent la parole, apres les souhaits de bien-
venue prononcés par le président, M. le professeur Tank,
recteur de I'E. P. F., M. le conseiller fédéral Ph. Etter, chef
du Département de Iintérieur dont dépend I'E. P. F., et
les représentants des autorités cantonales et municipales de
Zurich. M. M. Kopp, architecte, président de la Société
suisse des ingénicurs et des architectes, apporta le salut de
I’Association des anciens

cel importanl groupement, de

11300 participants aux conférences, 700 & I'assemblée et au banquet

officiel.
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