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Voûtes cylindriques autoportantes
par A. PARIS, ingénieur,

professeur à l'Ecole d'ingénieurs de l'Université de Lausanne.

(Suite et fin) Jj

IV. Application au couvert autoportant des
Moulins Rod S. A., à Orbe.

Restent ainsi à déterminer les conditions aux contours
suivant génératrices.

Supposons le cas du couvert autoportant d'Orbe

(fîg. 6). Un des bords est libre et l'autre, pris dans une

gondole massive tenue des deux côtés, a été supposé
encastré sans empêchement à la flexion verticale.

Le bord libre extérieur est assujetti à porter une cimaise,

qui forme chéneau pour l'écoulement des eaux de pluie ;

cette moulure se suspend au voile, auquel elle inflige un
moment méridien, un effort tranchant et une traction
méridienne. Nous y trouvons en outre la condition
d'annuler l'effort méridien et l'effort tangentiel du système

statique de base. Nous disposons ainsi de quatre équations

pour résoudre les quatre inconnues «A et eB (indice
e signifie extérieur).

Le bord encastré, pris dans la gondole médiane (indice
i intérieur) supporte le demi-poids de la gondole et la

condition de tangente médiane immobilisée, sauf

déplacement vertical possible. Il y a en outre les annulations

pareilles des efforts du système de base. Donc quatre
nouvelles conditions, que nous supposerons d'abord
indépendantes de celles du bord opposé.

1 Voir Bulletin technique du 11 janvier 1941.

Il faut, pour établir ces deux groupes de quatre équations

d'hyperstatiques, posséder les valeurs des facteurs
a et ß, qui résultent comme racines de l'équation du
huitième degré.

Voici la texture du calcul du grand panneau nord-est
du couvert cylindrique, qui comporte quatre panneaux

Fie. 14. Panneaux sud bétonnnés. Panneaux nord feraillés.
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Fig. 15. — Pose des barres d'armature dans le
Ollobés « SohweiserlBehe Bauzeitung >.

panneaux nord.
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dont nous choisissons le principal, qui répond aux dimensions

suivantes (fig. 7) :

portée transversale la 3,625 m
portée longitudinale l 10,55 m

rayon de courbure médian rm — 2,038 m
épaisseur de la coque d 7 cm.

D'où résultent les constantes :

facteur de raideur k 0,98280 • 10-4
12-203,82

n=l \=1.tt-2,038 m: 10,55 m 0,60697.

On calcule les puissances de \ et leurs inverses et
trouve, en supposant nul le facteur de Poisson

u 0

l'équation en m
m8 + 1,28318 m6—0,33791 m4 —0,60109 m2 + 1385,5=0.

La première approximation part de la simplification

m8 + 1385,5 0

1
et puisque ~ log 1385,5 log 2,47002

résultent les deux solutions

m0
2,47002 (0,92388 + 0,38268 i)

2,47002 (0,38268 + 0,92388 i)

mB=+2,28200 +0,94523 i et m„=+0,94523 +2,28200 i.

La règle de Newton donne alors pour le premier groupe

f'm„) + 1,28318 m« —0,33791 m* —0,60109 m2

—208,75288 + 190,88223 i

f'{m0) 8 ml + 7,69908 m\—1,35164 m% —1,20218 m,
—4427,22761 + 2351,27993 i.

Le quotient de ces deux fonctions complexes donne la
correction

/ (m0) - 208,75288 + 190,88223 i
1

¦¦- f K) - 442IP761 + 2351,27993 i
(-208,75288+190,88223 i) (-4427,22761-2351,27993 i)
(-4427,22761 + 2351,279931 (- 4427:22761-2351,27993 i)'

+ 1 373014-354242 i
+ 25128 861

0,05464 + 0,01410 i.

Cette première correction est suffisamment modeste pour
crue nous puissions renoncer à une seconde dérivation.
Nous trouvons ainsi le premier groupe

mx + 2,22736 + 0,95932 i.

^n
F â|jl wfB

Lljttil
""tp H

ièsi L.TÎJ! pi
:-^oH me»ï

rEJci33^1 t'ail¦ i .i ¦¦$Êsm\ bel! —«
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Fig. 6.
Vue d'ensemble des quatre panneaux.

'igure 7. — En haut: momrnis méridiens et armature
des efforts maxima.

En bas : répartition sinusoïdale
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Nous trouverions, par un calcul semblable, le second

groupe
m2 + 0,90683 + 2,34612 i.

Les quatre caractéristiques sont par conséquent

a1 2,22736 ^ 0,95932 a2 0,90683 ß2 2,34612.

Elles nous permettent de calculer la forme littérale des

constantes dérivées successives A et B, dont les premières
sont

SP + 2,22736 Ax — 0,95932 Bx

BP + 0,95932 A1 + 2,22736 B1

etc.

toutes étant ainsi ramenées aux quatre inconnues A1 B1

A2B2.
Nous pouvons maintenant chiffrer les conditions aux

contours suivant les génératrices inférieures. Ce sont. :

D'abord, au bord libre.
La cimaise inflige à cette arête un moment d'encastrement

eMB — 0,01625 mt p. m.

auquel s'ajoute une charge verticale

eV0 0,2325 t/m

qui donne, dans le voile dont la naissance fait avec la
verticale l'angle

<pe 64° 47,4' sin <pe 0,90474 cos <pe 0,4259 4

un effort tranchant radial

eV„ ¦ cos cpe + 0,09903 t/m
et. une traction méridienne

eV„ ¦ sin (pe + 0,21035 t/m.

Le système isostatique donne, d'autre part, les efforts :

poussée méridienne (iVq>) — 0,28176 t/m tout le long
effort tangentiel (-AÉ-g) (Nq,x) + 3,45347 t/m à x 0

dont l'annulation demande l'action d'efforts égaux en
signes contraires.

Les termes constants des équations de condition au
contour extérieur s'écrivent par conséquent

hMv — 0,01625 mt/m
AQ<p + 0,09903 t/m
hN$ : + 0,49211 t/m
hNxq> ^^^»347 t/m.

On utilise les équations 1 à 4 du chapitre III, ce qui,
tout étant ramené uniformément à l'unité tonne/mètre,
et l'angle étant u) a, conduit aux quatre équations
d'hyperstatiques

1) (ijftp

2)

3)

At + eA2 — 0,00797 t/m

(«(?<p) + 2,22736 «-4] — 0,95932 ,5X + 0,90683 „A2 —
- 2,34616 J32 : + 0,09903 t/m

eN<p) — 4,04084 eA1 + 4,27350 tB1 + 4,68194 ,A2 +

4)
,7V» —11,74379^ + 23,64930 eBt + 21,94807 eA^

— 7,87462 eB2 — 3,45347 t/m

qui admettent les solutions

eA1 — 0,38968 eB1 — 0,68821
eB2 +0,01678,

eA2 + 0,38171

4,25506 eB2 + 0,49211 t/m

On peut désormais calculer l'état de contrainte du
voile, selon les conditions d'établissement des formules
ci-avant. On trouve en particulier :

au bord libre uu 0 e~at3i 1

eMcp=2,03833 m (— 0,38968+0,38171)= — 0,01625 mt/m
eÇ(p= —0,20775 + 0,30679 + 0,09904 t/m
eiY(p= — (+ 1,36644 — 1,858541= + 0,49210 t/m

eNxq> —1,64753(+ 7,10119—5,00491)= — 3,45368t/m

ce qui correspond avec une exactitude à moins de 1 %
près aux conditions posées. On trouve ensuite au bord
opposé

tu 121° 22,2' e-«!1" 0,009 e-<h"> 0,1463

chiffres qui marquent la grande différence d'amortissement

des deux ondes superposées ; on obtient les efforts

fMcp + 0,01630 mt/m ,<?cp — 0,13176 t/m
(Ny + 0,32970 t/m iN jqp 0,01918 t/m

l'amortissement est donc loin de suffire.
Les conditions au bord encastré n'intéressent pas le

moment Mq>, mais une tangente au méridien, que nous

supposerons immobilisée suivant sa direction par
l'uniformité des charges sur les deux voiles solidaires. L'angle
de naissance est 56° 38,3' (sin=(p83466 et cos=0,65075),
et les efforts immédiats, combinés à ceux à annuler dans
le système isostatique, nous donnent les trois conditions
(equations 2 à 4) :

2) {A? + iA^ + 0,08812 t/m

3-, - [iA^ + iA^] + 0,13355 + 0,38875

+ 0,52230 t/m
4-

jMiW)+XS)] -3,47341 t/m.

La quatrième condition nous vient de la tangente immobilisée

; c'est (équation 5, chapitre III)
5) (2-X2) Çé + iA?) + (2-I)G46) + ,46)) -

1 ï» + ,47)) o.

Les quatre équations d'élasticité, qui résultent de ces

schémas,

+ 2,22736 «4 — 0,95932,^ + 0,90683 ,A2 -
- 2,34612 ,ß2 + 0,08812

— 4,04084 ,.4! + 4,27350,^ + 4,68194 tA% +
+ 4,25506,52 i + 052230

— 11,74379,4 + 23,64930 fBt + 21,94807 tAt —
- 7,87462 ,J3a i — 3,47341

+ 1316,216,4 + 420,871,ßi + 825,537,4,, +
+ 1457,262,58 0
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admettent lès quatre solutions

tAx — 0,15976 ,#! — 0,46001

tBt + 0,1173.
i**-2 0,29201

On trouve ainsi les efforts :

au bord encastré

{Af<p + 0,26957 mt/m ,(?<p + 0,08812 t/m
{NV + 0,52231 t/m {Nx(p — 3,47345 t/m

et au bord opposé (bord libre)
eM<p — 0,01607 mt/m eQ<p =-- — 0,12093 t/m
eNv + 0,19674 t/m eNx(p — 0,35392 t/m.

L'amortissement laisse donc, ici aussi, bien à désirer.

Il a fallu y parer. Une première méthode consiste à

annuler les ondes au contour atteint en infligeant quatre
conditions inverses, qui rectifient les constantes : c'est la
méthode la plus commode, puisqu'elle introduit simplement

de nouveaux groupes de quatre équations simples
à quatre inconnues chacune : on trouve ainsi, en réfléchissant

au bord libre les ondes issues du bord encastré, les

quatre constantes de rectification

A*4 + 0,16715 AeBx + 0,23355

Ae4 — 0,15926 AeB2 + 0,05317

qui viennent corriger les quatre premières eAx à eB2.

Le vrai moyen reste néanmoins de considérer les deux
bords comme solidaires, puisque les dimensions du voile
les font tels, et de calculer simplement les huit constantes
simultanées eA1 à ,Z?2. Les équations sont sensiblement
alourdies par le fait que seulement

au bord principal e_aw =1 et sin ßuj 0

tandis qu'au bord opposé les développements sont
complets.

On trouve ainsi les huit équations qui donnent, après

une résolution un peu laborieuse, les racines

eAi — — 0,27135 eB1 — 0,52661
eB2 + 0,05699

eA2 + 0,27230

«4 — 0,15093 ,#! — 0,37742
fB2 + 0,09347.

,4 + 0,19511

Ces chiffres sont sensiblement différents de ceux des

deux calculs indépendants, qui avaient donné, en
proportion,

eA x 142 % eBx 130 % eA2 140 % eB2 30 %

,4=106% ,^=121% ,4=149% ,S2=119 %

donc, sauf pour eB2 qui est en soi-même très petite, des

valeurs de 6 à 50 % trop élevées.

D'autre part, la rectification des trustantes du bord
libre a laissé une erreur moindre mais de signe inverse, ce

qui est plus grave au point de vue de la sécurité, en
donnant en définitive

.A,. — 0,22253 (82 %) JBj,

eA2 + 0,22245 (82 %) eB2

— 0,45466 (86 %)

+ 0,06995 (121 %)

s»?

JU.

nt nf

1

il»?

fi
1

MfX\ c/k

NxJy
Alsyd9\

//x Ty+ùn

ftKeff+Vn
——^

//xy'<y+Aff

^

7,IEE& JZ*t <Jr>' i.
4-Xx /<¦<

*-

rtiV

donc des résultats meilleurs en soi, mais inférieurs de
15 à 20 % à ceux du calcul par la solidarité.

Un point reste à éclaircir : l'effet de l'obliquité des têtes

porteuses par rapport aux axes des voiles. Nous ne
possédons pas de moyens mathématiques d'étudier cette
influence sur le voile fléchi hyperstatique ; l'image des
efforts intérieurs y est trop compliquée par l'influence des

déformations élastiques.
Le Dr Flügge propose d'étudier l'effet sur le même

voile considéré comme membrane, ce qui ne doit pas
altérer profondément la fidélité des résultats issus du
régime effectif. Le procédé s'appuie sur les lois de l'affinité,

suivant le modèle fourni par le prof. Dischinger
dans le calcul des coupoles elliptiques (compensation des

masses).

Supposons (fig. 8) une voûte cylindrique droite b X 2a

rapportée au système de coordonnées
0 (£, r), Z) ; un élément

dF dx -dy
de cette coquille porte une charge
extérieure définie par ses composantes
suivant lesdits axes

Pr ¦ dF p -dF Pr-dF

ft* Jv

H*y

rttt f t f î »9> ftfffiff? "9

CÂt "?ej:{
rf>%.Ji SycS? <°S <S%

f*% r» .<Jf /*f .<ff

Fig. 8. — Conditions d'affinité dans los membranes.

L'élément dF subit, sur son contour
rectangulaire, les efforts intérieurs

Nx-dy Nxy-dy Ny-dx N^-dx
Ces efforts équilibrent les charges et
se placent dans le feuillet médian du
voile considéré comme membrane, et
ceci au point de vue de translation et
de rotation.

Soit maintenant une voûte, égale en
tant que cylindre mais oblique à ses

têtes, selon figure. Le parallélogramme
6 X 2a de sa base est affine au rec-
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tangle du voile droit, dont il est la projection oblique ;

les conditions de cette affinité sont

£ H T] r) : cos a t t
Si l'on désigne par

dx, dy et dF

les dimensions du parallélogramme affine dessiné sur le

cylindre oblique, en position projective avec dF dx -dy
du cylindre droit, on a

/y* 7

rfcfx

Nef

dF dF

Fig. 9. — Directions d?s efforts
principaux.

dx dx dy dy : sin y

d'où résulte

sin y dy : dy 1 : y 1 + tg2 a cos2 <p

puisque
dy dy y 1 + tg2a • cos2 <p.

L'angle a, entre projection des méridiens et axe du
cylindre, étant donné par le plan de l'ouvrage, on
calcule en tableau le produit tg2a ¦ cos2 <p au divers points
du voile, là où l'on doit tracer les croix des efforts
principaux (fig. 11) ; le rapport

sin y dy : dy

en résulte directement par calcul à la machine.
On détermine les efforts Nx et Ny rapportés à l'unité de

la longueur qui leur est normale, par les formules

F-jv ^M^-N É
dy

N„
dyjdy

L'effort tangentiel reste le même

JV.
dyjdy

_
dy

dx/dx
N,

dy

N N11 xy 1 T xy

La transformation affine ne touche donc pas les efforts
tangentiels, ce qu'on savait du reste du professeur Dr W.
Ritter.

Il a fallu encore tenir compte, dans le calcul des efforts,
de la différence d'obliquité des têtes, ce qui produit une
différence de portée des parallèles successifs relativement
au faîte, avec correction corrélative.

Une fois déterminés tous ces efforts longitudinaux,
méridiens et tangentiels, on a fixé les directions principales

aux divers points, par la condition de Mohr (fig. 9)

+ Ny • sin 2 y + 2 Ncpx sin y

puis les efforts principaux par

1
iV1= + sin y

pxd 5^1-s 2 a) ¦ - ^N<d(1 -cos2ß) +
+ 2 N(Dx sin a sin ß

tg26 + Nx + JV<p cos 2y + 2 iVcpx cos y

La valeur tg 2 8 donne deux angles 6j et 02 qui diffèrent
de 90°, et auxquels correspondent deux paires de valeurs

a et p

a 90 — 6 ß 90 + 6 — y-

Les valeurs intéressantes concernent les efforts de traction

dont la figure 10 montre l'intensité et la couverture.
L'effort de pression au milieu du faîte atteint Nx

— 22,8 t/m. Les efforts tangentiels, qui atteignent leur
maximum à mi-hauteur des rives sud et nord, y passent

par la valeur de Nx(r) 6,43 t/m. C'est, dans notre cas

(fig. 11 et 12), le chiffre le plus important pour l'armature,

dont l'attache est naturellement délicate à réaliser ;

on y a pourvu par une armature oblique largement distribuée

et solidaire de l'armature tendue des bords inférieurs.
L'amarrage des barres dans les poitrails terminaux a

demandé des soins spéciaux.
L'armature méridienne se place presque entièrement

à l'extrados de la voûte (fig. 7), qui se tient pratiquement

en équilibre sur les trajectoires d'efforts principaux

de la coque autoportante ; cette position est celle

d'un porte à faux, sauf aux environs de la gondole
médiane, où régnent des moments positifs ; le voile
cylindrique tend donc à se refermer en diminuant son

rayon de courbure, dans sa partie la plus étendue du
moins.

Les armatures principales (fig. 13), qui répondent à la

nature de poutre qui caractérise l'ensemble formé par la
voûte autoporteuse, ont été préparées et posées comme
l'indique le plan du panneau reproduit ci-contre. Mais
à l'inverse de ce que l'on fait pour_ une poutre massive

ordinaire, peu délicate en sa constitution et où on
concentre toute la résistance à la traction dans la zone
inférieure, on doit ici reprendre les efforts de traction aux

Repartition des sections d armature mendienne tt long du laite

Zondole med ltrai.nl J

fouit i lire des moment*

Homenli lle'chia^anli mtértetm 7\r^
i tffhrtt töf^iruafhouÄ 'rèduiti tir ta baie */.llomwli des effort.

S*?* *.îi&sp»'OffrA ^*»t*tsr„,.W, „ *Vft,

Fig. 16. — Grand panneau nord-est.

En h.ml : demi-plan et secteurs d'armature méridienne.
Au milieu : muments fléchissants généraux extérieurs et intérieurs.

En bas : efforts tranchants et. résultantes verticales des cisaillements
le long des méridiens.
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Fig. 11.
Orientation des tensions principales

(voûte dé\eloppée).
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Trajectoires des tractions principales

sur la voûte développée.

Fig. 10.
Couverture des tractions principales

droites et obliques par les
armatures.

Fig. 13.
Développement des barres

d'armatures principales.
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lieux mêmes où ils se produisent. La « couverture » de
ces tractions, tant droites qu'obliques, en fait foi (fig. 10,
14, 15).

L'équilibre général du système satisfait de manière
correcte à celui des charges extérieures (fig. 16) ; on
remarquera toutefois que le calcul se base sur le premier
terme de la série, terme qui contient le facteur 4/n ; le

terme suivant serait négatif mais n'a pas pu être pris
en considération faute de temps. Si donc on tient compte
de cette majoration automatique, on constate une bonne
concordance des résultats. Voici :

Equilibre intérieur de la voûte
Efforts longitudinaux Nx.

Traction Z IA Fa ¦ Otr + 56,760 t Moyenne 54,96 t
Pression D TAFb- o>= — 53,163 t ±3,3 %

Moment fléchissant extérieur

Mfl 1,920 t/m X -^— 26,8 mt

Moment de résistance (couple total des efforts Nx :

+ 39,750 mt)

MT tt/4 x 39,750 mt. 31,2 mt 115 % du Mn.

Equilibre le long des poitrails terminaux
Charge totale du demi-voile

T 10'|5m (0,250 t/m2 • 4,320 m +

+ 0,175 t/ma -3,625 ra) 10,125 t.

Résultante verticale des efforts tangentiels le long du
poitrail

V VVi Nxm ¦ sin (p. As + 14,200 t
*-><Pe

~ x V ll,2t 110 % de T.
4

Axe neutre e/ cerrfre cfe oratz/fë c/e ta Jecf/br? /ra/r-sererj«

5 Va

Cent, vttè
/r/fcxjo

Cfforfs fonqit\ydt/taux
trtv ouarf été /a ffor/ée

CAtorfJ nr//tcmctux
au mêndiert nréakrn

i^oaf-. ssoaft. r*tr14«?/W» \V.if.
a***> Û

wfcS

A i% -»0.99

A—\ fa .23« •«f.'OMo".

^3.61

C/'cOj/rm'tnr' ûarx/ //are

Contraintes probables

Epaisseur du béton 7 cm.
Armature du côté libre :

18 20+ 18 24+ 28 20+ 28 18+ 38 16+ 2814

28,13 cma

Moment d'inertie selon Navier (Phase IIj) :

J 2H x Aire planimétrée 2 x 800 cm2 X 2280 cm2
3 650 000 cm4.

Effort théorique dans le béton

2 680 000 cm.kg X 38,0 cm
0-6

650 000 cr
27,7 kg/cm2

Fig. 17. — Comparaison du diagramme rectiligne de Navier
aux efforts longitudinaux effectifs dans la voûte autoportanle.

dit dans l'armature tendue

aa 10 X 27,7 kg/cm2 X 81,0/38,0 590 kg/cma.

Tensions selon efforts principaux Nx
dans l'armature tendue, à l'arête,

NxxAS:Fa 0,13 m 63,0' 8,2'

(trois premières barres) Fa 2 8 20 + 1 8 24 10,8 cm2

cra 8,2 t : 10,8 cm2 0,75 t/cm2

tt/4 x 0,75 t/cm2 0,59 t/cm2

dans le béton comprimé, au faîte,

Nx — 22,8 t/m Fb 100 cm X 7 cm 700 cm2

ab 22 800 kg : 700 cm2 32,8 kg'cm2

tt/4 x 32,8 kg/cm2 27,9 kg/cm2.

Ainsi donc, et comme on devait s'y attendre dans un
système extérieurement isostatique, la concordance entre
les efforts calculés pour la poutre compacte et ceux constatés

en fonction des efforts intérieurs, réserve faite du
facteur de réduction tt/4, se montre parfaitement
suffisante pour les besoins d'une construction soignée.

L'effort tranchant le long des poitrails (effort tangen-
tiel le long du méridien) atteint un maximum

t 6430 kg p. m : 700 cm2 p. m 9,2 kg/cm2

chiffre important déjà, et qui justifie les précautions
prises pour le tenir en équilibre.

La dépense d'acier atteint 210 kg par ms de béton des
voiles, ce qui par 19,5 k d'acier par m2 de surface
couverte.

Ces résultats nous font atteindre le but de cette
étude du voile sans sommiers raidisseurs, tel que construit

à Orbe. La présence de raidissements longitudinaux
aurait créé de nouveaux contours solidaires, dont

l'étude, fort complexe naturellement, ne se justifiait pas ici.
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