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Voiites cylindriques autoportantes '

par A. PARIS, ingénieur,
professeur 4 I'Ecole d’ingénieurs de I’Université de Lausanne.

I. Analogies et différences entre voite ordinaire
et voute cylindrique autoportante.

Une voite ordinaire, en maconnerie ou en héton armé,
assure son équilibre, sous les charges extérieures et celles
du poids mort, en s’appuyant au moyen de réactions
obliques sur ses culées ou ses murs de butée.

La forme et Pépaisseur de la voite sont calculées de
maniére 4 maintenir les lignes de poussée dans le noyau
central, si possible, ou sinon le moins excentriques pos-
sible, et éviter, autant que faire se peut, les contraintes
de traction dans le matériau pierreux. Si ces contraintes
existent néanmoins, 'armature travaille a la traction ;
si 'excentricité augmente, ensuite de changements de
température par exemple, la volte tend & se fissurer.

Une voiite en béton armé, chargée de maniére prati-
quement uniforme, soit suivant son développement
(poids propre), soit suivant sa projection horizontale
(neige conventionnelle), peut devenir trés mince vu la
constance relative des lignes de poussée et la garantie,
qu’on posséde, d’une résistance élastique possible aux
efforts locaux de traction. Son élasticité, sa plasticité
méme, rameénent les poussées dans la région du noyau
la votite tend & la membrane. Les efforts ont alors une

1 Conférence faite le 26 octobre 1940, a Lausanne, devant les membres

du groupe professionnel S. 1. A. des ponts et charpentes. (Voir Bulletin
technique, 1940, p. 241.)

allure simple : ce sont des pressions méridiennes Ng
avec absence de flexion intérieure, longitudinale surtout,
mais méme méridienne.

Supposons maintenant que, pour une raison de rai-
dissement ou de concentration d’appui, on munisse la
voute de nervures semi-circulaires dans un nombre, res-
treint naturellement, de ses méridiens. On verra aussitot
la votte flexible s’appuyer contre les nervures au moyen
d’efforts tangentiels méridiens N, suscités par la résis-
tance de la nervure a la déformation élastique de la
voute (fig. 1); des vésistances radiales par efforts tran-
chants proprement dits sont en effet pratiquement exclues
par la faible épaisseur de la voiite amincie. La présence
d’efforts tangentiels N,q sur un coté méridien d’un élé-
ment, que nous supposerons rectangulaire, conduit par
nécessité d’équilibre, a celle d’efforts égaux N, sur les
cOtés en génératrices normales & sa direction. Ces efforts
variant avec la position d’équilibre, ils appellent la pré-
sence de forces longitudinales N,. L’effet de voiite aulo-

portante nait ainsi de ce processus de déformation.
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II. Suppression des poussées a la base de la voute.

On se rend immédiatement compte de I'automatisme
de cette transformation, dans Déquilibre intérieur, si
I’on suppose une voite en maconnerie appuyée contre
des murs d’inégale rigidité : les parties déformables céde-
ront, plastiquement ou non, sous la poussée et la voite
subira des fissures arquées, qui témoigneront de la pré-
sence de tensions principales, obliques et méridiennes
suivant leur position, les tractions Z (fig. 2).

Fig. 2. — Voiite inégalement appuyée.

La vofite autoportante sera créée complétement, lors-
qu’on aura espacé suflisamment les nervures raidissantes,
tout en supprimant les appuis dans leur intervalle, de
maniére que le processus de formation des trajectoires
isostatiques soit clairement discernable. Ce sera définiti-
vement le cas si les nervures intermédiaires s’eflacent &
leur tour, ou abandonnent tout appui sur les culées laté-
rales, et que la voite cylindrique ne repose plus que contre
des tympans terminaux suflisamment rigides pour
empécher toute déformation meéridienne de la coque
mince.

La diminution progressive, puis la disparition des
appuis terminaux, créent des conditions aux deux con-
tours libres, telles que le probléme mathématique devienne
soluble. Mais ce sont des conditions additionnelles &
celles de I’équilibre dans I'espace ; on en tient compte
par le calcul des déformations supposées élastiques ;
elles sont donc hyperstatiques.

On peut naturellement partir du cas de la voite ordi-
naire pour calculer les efforts intérieurs de la volte auto-
portante. Mais les corrections sont si grandes et le régime
des efforts intérieurs si complétement transformé, que
la méthode conduit diflicilement & des résultats satis-
faisants.

On prend par conséquent pour base de calcul un autre
systeme simple, statiquement déterminé: le tuyau
cylindrique portant sur ses deux extrémités réputées
indéformables sous la  charge. Lavantage de cette
méthode consiste dans la disposition immédiate d’efforts
intérieurs méridiens (Ng), tangentiels (N, = Ng.) et
longitudinaux (N,); ces efforts assurent Péquilibre par-
fait de chaque élément comme du tuyau dans son ensem-
ble, en 'absence de toute réaction sous des génératrices,
tant contre les moments {léchissants généraux que contre
les efforts tranchants. Les réactions terminales sullisent
a elles seules & porter le tuyau fermé sur tout son contour.

Ce calcul d’équilibre donne les valeurs des trois efforts

— méridien, tangentiel et longitudinal — en tout point
du tuyau. Le calcul en est élémentaire dans le cas des
charges verticales uniformément réparties le long des
paralleles, et symétriques par rapport au plan axial ver-
tical. Le tuyau se refermant sur soi-méme, aucune for-
mation de fente théorique n’est possible.

Mais la voiite autoportante n’est qu’une fraction de
tuyau, obtenue par coupure le long de deux paralléles,
et enlevement de la partie inférieure en auge. La voiite
restante subit alors des efforts sans contre-partie le long
de ses contours rectilignes libres. Ces efforts doivent dtre
annulés ou équilibrés, ce qui conduit immédiatement &
I hyperstaticité si 'annulation n’est pas automatique et
parfaite.

Si Pon suppose des charges uniquement verticales —
vent exclu donc — sur le voile autoporteur, & meéridien

Fig. 3. — Voute elliptique.

elliptique ou circulaire on remarque (fig. 3) que les efforts
meéridiens dus au poids propre g
3
_ P
ng = = cos @

No—=—g-a-
[} g-a-ng T
p = 2
\sinZp -+ k2. cos? @

s’annulent pour

Q| o

@ = 900

c’est-d-dire si la tangente de départ est verticale. On
peut done, en adoptant la demi-ellipse & petit axe verti-
cal, annuler automatiquement la poussée méridienne le
long du contour libre. Cette condition est aisée & remplir
et suffit aussi pour la charge supposée uniforme de la
neige ; mais elle a deux inconvénients dont le premier,
d’ordre constructif, consiste dans la formation de gorges
profondes entre les voutes, c’est-i-dire dans la possibi-
lité des sacs de neige avec difliculté d’étanchéité.

Le second inconvénient concerne les efforts intérieurs.
Premitrement, la charge oblique due au vent reste ict
sans réponse satisfaisante, méme si I'on raidit le bord
libre par une cimaise assez bien équilibrée pour ne pas
introduire un moment fléchissant méridien appréciable.
Puis, principalement, parce que les efforts tangentiels (fig. 3)

; 2 l
Nor = Nop = .‘_{(2 — 1> Nz
5. OB . : 2
Npe = ~+—/T€cos @ ) sin @ e =1—Kh?

acquierent une valeur maximum pour le méme @ = 900,
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On a remédié a ce gros inconvénient du bord libre
vertical en le munissant d’un ourlet raidisseur censé
capable d’équilibrer cet effort en débarrassant la voite
de son affaiblissement. Mais cet ourlet sera construit sans
mise en traction préalable ; il s’allongera donc élastique-
ment sous l'effort

1/2
o — § No, d. ihig. 3)

o

Cette réaction, élastique, ne prendra qu’une portion,
grande peut-&tre mais incompléte, de la résultante H et
laissera le reste & la voiite calculée pour un autre état de
charge. Ce fait trouble profondément I’équilibre inté-
rieur du systéme, qu'on doit calculer en tenant compte
des déformations relatives le long de l'ourlet, si I'on veut
élucider vraiment le probleme.

[effort longitudinal N, prend la valeur de base

l.x —a?

N, = _g7—a n,
2

: 2 2

n, :[g% -+ 3i <coszq3—2 p_2 sin? cp>] cos @.
p? " hp k

Il s’annule au bord libre vertical, puisqu’il est a4 I'axe

neutre du diagramme de Navier du tuyau complet ; ce

qui est une évidente impossibilité.

La voiite autoportante statiquement déterminée cons-
titue néanmoins une excellente base de départ du sys-
teme hyperstatique, mais elle n’oflre, & elle seule, pas la
sécurité voulue au calcul des efforts intérieurs, des trac-
tions principales obliques ou horizontales de la région
tendue.

Considérant donc cette fraction de vofite autopor-
tante comme systéme statique de base, on lui impose les
conditions de contour, le long des génératrices compléte-
ment libres,

,,./Vq, — ,,N(pl =0 au contour

réserve faite naturellement de charges directes & pren-
dre en considération le cas échéant.

Le calcul de I'équilibre intérieur nouveau conduit a
formuler ces efforts comme dérivées du couple méridien
Mg, ce qui introduit ce moment et sa dérivée effort
tranchant Qg, donnant deux conditions nouvelles

My =0 Q=0

sous la méme réserve de charge éventuelle le long du
bord.

Nous nous trouvons ainsi en présence d’un probleme a
quatre inconnues hyperstatiques, dont la solution dépend
du calcul des déformations obtenues par intégration le
long du méridien. Cette intégration n’est pratiquement
réalisable qu’avec les fonctions circulaires ; les intéorales
elliptiques traitées par le DT Aas Jakobson, en particu-
lier, ne sont accessibles que dans les tout grands pro-

=)

blémes.
Ainsi done, pour satisfaire commodément aux condi-
tions du calcul et a celles de la construction, la voiite auto-

portante aura un méridien circulatre, dont Iouverture ne

INFERY

Fig. 4. — Méridien circulaire.

dépassera guere un tiers de cercle ; les départs biais sont,
en effet, bien plus constructifs que les gorges profondes
et le rayon de courbure doit étre grand relativement &
I'épaisseur de la coque pour une raison de souplesse, que
nous reconnaitrons ci-apres.

Le méridien circulaire simplifie naturellement les for-
mules issues de ellipse. On trouve

Poids propre g (constant sur le méridien)

. . l -
No=—g-r-cos@ Nop = + 2¢ <3—;v) sin @

N,=—g s(l—a) ?.

r

Charge utile p (constante sur corde)

~

No=—p-r-cos?@ Nzg =+ 1,5 p(5— ;z'> sin 2

x(l—2)

r

N.=—15p cos 2.

L’effet du vent est pratiquement négligeable dans une
volte surbaissée, armée pour résister aux flexions méri-
diennes.

Courbe méridienne surhaussée.

La courbe de poussée du poids propre uniforme est une
chainette et celle de la charge uniforme, sur le plan hori-
zontal, une parabole ; ces deux courbes continuent obli-
quement quelle que soit la portée de la voute ; elles s’équi-
librent directement par la force méridienne orientée sui-
vant tangente extréme. Il faut, pour obtenir un équili-
brage par des eflorts tangentiels le long du méridien,
avec sens uniforme du bord inférieur de la voiite jusqu’a
son faite, une courbe surhaussée par rapport & la courbe
funiculaire envisagée. La cycloide donne une bonne solu-
tion constructive grice & sa lorte cambrure, mais son
intégration n’est pratiquement pas réalisable. On adopte
done I'arc de cercle, dont le rayon de courbure est cons-
tant, tandis qu’il croit de la clef & la base dans les deux
courbes funiculaires citées en premier lieu. Celles-ci con-
duiraient, en effet, si on les adoptait, & un renversement
des efforts tangentiels au haut du méridien d’attache, ce
qui aboutit, par nécessité d’équilibre des composantes
verticales, & une accentuation des efforts vers le bas du
contour méridien ; ce serait un conltre-sens constructil
el accentuerait le risque de fissure au bas du profil. 1l
sullit, pour se rendre compte de ce fait anormal, de sup-
poser la voite parabolique appuyée sur ses naissances et
chargée de maniére accentuée sur ses reins : sous leffet
de cette charge, la parabole tend & se soulever au som-
met ; elle constitue done une courbe méridienne inutili-

sable dans le probléme qui nous occupe.
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III. Flexion méridienne

par appui sur la résistance longitudinale du voile.

La votte cylindrique autoportante, définie par une
courbe méridienne circulaire et par des appuis limités aux
seuls méridiens terminaux, est donc un systéeme hyper-
statique — quatre inconnues & chacun des deux contours
suivant génératrices — dans lequel le moment fléchissant
méridien Mg joue le role de caractéristique fondamentale.

Voici comment les auteurs de ce calcul délicat, le
Dr Flugge en particulier, sont arrivés a cette conception.

Considérons un élément de surface (fig. 5)

dF = dv-ds ou ds=r-do

aussi petit que possible, infiniment petit donc, et consi-
dérons son état de sollicitation par examen de I'équilibre
de son contour.

La figure des efforts intérieurs conduit aux équations
suivantes. Les forces d’abord :

translation

suivant génératrice + N4 Ngz+7-X=0
translation

suivant méridien s +Nop+ ;‘V;q, —Qep+r-Y=0
translation

+ 0+ Q.+ No+r-2=0

ou X, Y et Z, multipliés par aire dF, représentent la

sulvant rayon r

charge de I'élément rectangulaire considéré.
L’équilibre des moments donne ensuite :

rotation autour de la
génératrice Mo+ My —r1-Qp =0
rotation autour de la
directrice M, + Mgy, —r-Q, —10
rotation autour du

rayon reNep—r-Neos+ Mg, = 0.

Ce systéme de six équations contient les dix inconnues
Nz, Nozy Negy Noy Qry Qpy, My, My, M, et Mg il
comporte ainsi quatre hyperstatiques. Mais 1l est surtout
bien trop compliqué, puisqu’il contient, outre ce [ort
nombre d’inconnues, des dérivées partielles suivant les
deux directions principales de coordonnées. On le sim-

plifie de deux maniéres.

d'x

Fig. 5. — Efforts éléementaires dans la votte fléchie.

A gauche : les forces.

A droite :

: \*M
5 A C_%%\»

les moments.

L’expérience montre que, dans une voiite normalement
proportionnée, c’est-a-dire dont la longueur de faite est
sensiblement supérieure a la portée transversale 2a,
I'influence des contours méridiens porteurs se réduit a
équilibrer les efforts tangentiels N,p, qui 'accostent. La
figure 12 en témoigne par la direction & 459 des tractions
et des pressions principales.

La premiére simplification consiste done & négliger les
réactions de contact habituelles, en écrivant

M,=0 0:=10
pour les efforts par lesquels les contours méridiens réagis-
sent sur le voile en tant que dalle flexible. Que cette
simplification soit justifiée, cela ressort immédiatement
du fait qu'une dalle mince, de quelque 7 em d’épaisseur
normale, est incapable par elle-méme de reporter a 'appui
les efforts habituels dus aux charges sur une portée de
10 m et plus.
On peut aussi annuler les moments de torsion

My, = M. = 0.
Des dix inconnues, quatre ont ainsi été éliminées ; il
en reste six:
Ng, N2y Nooy, Nog, Mo et Qg

dont le calcul suivant donnera I’expression.

Nous disposons dans ce but de cinq équations différen-
tielles, la sixitme se résolvant par zéro = zéro ensuite
des simplifications opérées ; il reste donc un effort inconnu,
qui dépendra de quatre facteurs hyperstatiques; la
déformation élastique du voile en donnera la solution en
faisant intervenir les trois composantes u, ¢ et w du dépla-
cement élastique, et leurs dérivées suivant les deux direc-
tions d’abcisses

r o
f=r T fr=="

Le développement des équations a montré que I'in-
connue, & résoudre par ce calcul, ¢’est le moment méri-
dien

Mg
qui permet, par ses dérivées successives, d’exprimer com-
modément les quatre autres variables (on a en effet, par
équilibre, N, = N,g).

Pour éliminer la difliculté des dérivées partielles, on
développe le moment méridien Mg en
série  trigonométrique amortie, selon
I'expression

Mg = C -em® .sin <n ST —;—)
dont le premier terme suflit en général a
donner une solution, amplifice par 4/m,
de lallure générale vérifice par effort
N, longitudinal. C’est du reste la solu-
tion naturelle de I’équation du 8¢ ordre
A dérivées paires, d laquelle on parvient
par des opérations algébriques compli-
quées.

Ce développement en série, qui satis-
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fait de maniére suffisante & celui des efforts réels — nous
le verrons par le diagramme des efforts et de leur mo-
ment de résistance (figure 16) —, assure deux avan-
tages :

il permet de satisfaire immédiatement & la dérivation
en direction d’abcisses longitudinales z, ne laissant aux
équations d’efforts que les dérivées suivant méridien @ ;

il fixe des conditions aux contours d’appui, les poitrails
terminaux, qui correspondent la plupart du temps a
celles de la construction : nullité de I'effort longitudinal
et du moment d’encastrement & Iappui, et de Deffort
tranchant au milieu de la portée.

Mais, précisément, cette satisfaction automatique, de
conditions d’appui habituelles, limite la liberté du projet
de facon quelquefois facheuse; ce qui se marque par
I’absence de constantes d’intégration sur les contours
d’appui meéridiens : de la l'ignorance dans laquelle on
doit laisser le moment longitudinal M, et Ieffort tranchant
connexe (), en particulier.

Ce développement en série trigonométrique amortie
ne s’adapte exactement qu’au cas de la volte & méridien
circulaire ; c’est pas conséquent ce type de voiite qui a
été utilise habituellement, pour tous les ouvrages de
dimensions modérées du moins, et méme déja de grandes
dimensions comme le marché de Budapest. Clest lui
qu’utilise le DT Flugge dans « Statik der Schalen ».

On remarquera toutefois que le D' Aas Jakobson a
étudié le méridien elliptique et a obtenu une solution qui
évite, au commencement du moins, le développement en
série. Il y revient toutefois plus loin par un détour de
calcul, et trouve lexpression naturellement plus com-
pliquée

X =a,-eM & bye—M L ¢ oM L g . e—iN
qu’on peut écrire

X =ua-sin\v + b.-cos\z + ¢-sh\x ++ d-ch\x

ou M\, constante & déterminer suivant les conditions de
construction, provient de I'équation différenticlle

1X

dat

Le procédé est done général ; on le considére, actuelle-

—MX=0.

ment du moins, comme pratiquement obligé. Il n’est du
reste guére plus osé que le maintien, comme critére de
résistance et de sécurité des éléments, de la lot de Hooke,
de T’hypotheése de Navier par conséquent.

Le calcul de I'équilibre des déformations élastiques
permet alors de solidariser les efforts cherchés et les
déformations correspondantes élémentaires.  Une des
équations différentielles lie le moment méridien au seul
déplacement radial e, lui-méme el ses dérivées. Une
autre équation lie la seconde dérivée de w suivant @ aux
divers efforts Ny, N;, Nox = N,q, et a leurs dérivées.
Ce qui permet, en fin de compte, & M. Flugge d’éliminer
le w et de trouver une équation de forme

’" 1\'

Mg = 7)__’(_]—“2-) X I'(Ny Noy Nog, p)

d’out les déformations sont abseuntes. Celle-ci lie les efforts
intérieurs entre eux et aux constantes de construction
E.d
1— 8
E.d d = épaisseur de la votte
12(1 — p?) = nombre de Poisson

Di—

=

qui expriment la raideur du voile aux efforts longitudi-
naux et 4 la {lexion. L’annulation de K conduirait au cas
de la membrane, si elle était possible sans annuler la rai-
deur D elle-méme.

L’équation différentielle en Mg est partielle et du
8e ordre, avec dérivées uniquement paires. On la réduit
a une équation différentielle ordinaire en utilisant le déve-
loppement en série

Alcpzc-emq)xsill)\; x:%
annoncé ci-dessus. L’équation dilférentielle du 8¢ ordre
se mue ainsi, grace & la dérivation toujours paire qui met
en facteur commun

. @
C.em®.sin \ -
¥
en une équation du 8¢ degré

m8 4+ [2— (2 + WA m8 4+ [(1 4 2u) M —2(2 + u) N2+ 1].

1_ 2
A [— - NS (1) 2N — (24 1) 2] m2 A—“ M =0
X L K@
o T D2 122

caractérise la raideur du voile fléchi, la longueur d’onde
meéridienne en particulier.

L’équation en m® donne la solution du probleme. Elle
admet 8 racines complexes, quatre pour chaque contour
sur génératrices,

my==ta, =B, -1 b e £

qu’on obtient de préférence par la regle de Newton.
Partant de la solution trés approchée m, donnée par
I'équation simplifiée

— u2 — 1 ==
ms + l—/.—“)\‘-‘:O i, = \/)\-\/—lT“

on a une seconde approximation, normalement suffisante,
par la regle
f(m)
I (m)

Le quotient + f(m): ['(m), du polygone originel divisé
par sa premiere dérivée suivant m, donne une valeur

m=m,+ % = —

—z, généralement petite, puisque f(m) se réduit aux
termes mS, mi et m?, le premier, m%, annulant automati-

quement le terme constant.
La premiere résolution de
m8 + Cte =0
donne deux groupes de racines, de la forme théorique
indiquée ci-dessus, et qui s’expriment par
8
m, \/CN w e
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ou
_ /g de m-1 = 0,39270 ¢
C(3/gde i = 1,17810 i.

Les deux angles, facteurs de n, 220 30" et 67° 30, sont
complémentaires, et donnent, avec alternance de signes, les
mémes valeurs absolues aux facteurs de ¢, que tous les
autres 1ayons analogues du cercle complet. On a ainsi,
pour ces deux premiers,

+0,92388+0,38268 1 = ,0; + oB; - ¢
0,38268-+0,92388 i = 1015+ By - i

en premiére approximation. Ces valeurs sont ensuite lé-
gérement modifiées par la correction de Newton, ce qu'
donne quatre coeflicients différents a; et oy, By et By; ces
coeflicients interviennent directement dans le calcul des
e florts intérieurs. On a en eflet le moment méridien par

Mo = r[M1®(Cy-cos B¢ + Cysin B, @) +

eN=cosn+i-sinn=

+ %P (Cy.cos By + Cysin By@)] sin X ; .

Les constantes (; a4 C, dépendent des conditions aux
seuls contours suivant génératrices, puisque le facteur
trigonométrique remplace l'influence des abcisses a,
Comme il y a deux génératrices bordures, qui forment
contours inférieurs, en général doués de propriétés diffé-
rentes, on aura deux groupes de solutions C; a Cy, un
pour chaque génératrice d’aréte. Le probléeme comporte
ainsi quatre inconnues hyperstatiques a chaque bord, et
I’on est conduit a traiter les deux bords individuellement,
ce qui donne deux groupes de quatre équations & quatre
inconnues, différents si les bords le sont aussi. Clest le
cas dans la construction qui nous occupe : 'un est libre
et I'autre encastré par continuité.

Pour mieux individualiser les deux bords, on remplace
'angle @ descendant du faite par I'angle w montant du
bord

@, = angle entre
faite et naissance

W=9Q,—@
ce qui donne
0P — O0Pn, —OW
ot ¢*Pxn est une constante de construction. On trouve en
définitive la forme pratique du moment méridien (hyper-
statique)
1) aMe=r-[e— " (A;-cos Byw 4 By -sin fw) —

— e %Y (A,.cos Bow + By -sin Bow)] sin X 1’

que nous écrirons en abrégé
. 2 L
Mo =r [e—a‘” (A-cosBw + B-sin Bw)| X sin \ — -
) -

On remarque immédiatement que la double expression
de e" donne un facteur o; & peu preés égal a 'unité, et un

0y les deux cinquiemes environ. La valeur de calcul
e = chow — shaw

donne un amortissement rapide de 'onde oyw et un bien
plus lent de l'onde ayw. Le moment hyperstatique ;Mg
résulte ainsi de la superposition de deux ondes, chacune

. . ’ . o
sinus et cosinus, dont 'amortissement est tres megul el

la longueur d’onde pareillement, puisque o,7 a une gran-
deur de plus du double de aym. Le résultat en est une
courbe dont on peut seulement dire que son amplitude
dépend de la grandeur du facteur k& de raideur : si k est
petit, sa fonction de dénominateur conduit & de grandes
valeurs de m,, et par conséquent de m. Des facteurs a et B,
augmentés en conséquence, résulte un amortissement plus
rapide, qui permettra d’admettre 'indépendance pratique
des deux génératrices de bord. Pour avoir de petites
valeurs de k, il faut prévoir une épaisseur d aussi petite
que possible en présence d’un grand rayon de courbure.
Un voile de grande dimension sera donc favorisé a cet
égard ; dans le cas du voile d’Orbe, ou I'épaisseur n’a pu
dtre prise inférieure & 7 em par nécessité constructive,
les deux bords sont restés fort dépendants I'un de I'autre,
ce qui a conduit, en fin de compte, & la résolution soli-
daire de 8 équations &4 8 inconnues.

Possédant désormais la solution pour le moment méri-
dien Mg en fonction de constantes A et B, qui dépen-
dent de la construction, on établit les formules des autres
efforts intérieurs, grice & des dérivations successives. On
a d’abord Ueffort tranchant
2)

O = }th, = [~ (AM cos Bw + BM sin pw)]? X sinx‘§
ou

A® = gA — BB BW = BA + oB

proviennent du procédé de dérivation de Me.
Une nouvelle dérivation donne effort méridien

3)
. 1. .
wNo=— ;A’Iq) = —[e "W (A® cos Bw + B®sin Bw]? X
 sinh &
avec =

A® = (a24 g% A—20pB B® = 2aBA + (a>—p2)B.

On trouve ensuite I'effort tangentiel par intégration de

LMo+ My

alVg =+ -
c’est-a-dire
4)
WNeg=— )% [e ™ (AD 3 cos Bw—+ B sin fw)]; X cos)\é
avec

AL = AD + AG)  AG = (a3 —3ap?) A—(B;— 3a?B) B
By, 3= B® + B® B =—(g3—3a?p) A4 (a®—30p?)B.

Enfin, effort longitudinal vésulte de la double intégra-
tion de

WNz= —l(Mc'p' + Mg™)
-

wlVz= = [e " “ (A Y cos Bw + BEDsin Bw) ]2 X sin\ :
P

AGH — A@ 4 AG

A® = (04 4B —602B2) A — (4038 —4ap’) B
B&H — B@ 4 B®

B® = (4o®—48%) A +(at 4Bt —602p2) B.
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Tous ces efforts sont immédiatement calculables dés
qu'on a fixé la valeur des facteurs initiaux A et B, et
par suite celle de leurs «dérivées» successives, comme
indiqué ci-dessus. Cette détermination dépend de con-
ditions aux contours, qu’on fixe au milieu de la portée
(sin)\%: sing = 1) pour le moment Mg, I’effort tran-

chant Qg et la poussée méridienne Ng; on donne la valeur
de Deffort tangentiel NV, a Pappui (cosh == cos O =1).
g P PP G

Une autre condition d’appui consiste a fixer la position
de la tangente, immobile en cas d’encastrement ou soli-
daire en cas de continuité parfaite et de charge unila-
térale. La solution le long du bord (w = 0) s’exprime par

5) L
§ _dq) =

I N A2 A® AV T AL

D(1_“2))\2[(2+p \2) A +<2 )\Z)A A |1x

X sin)\af:
avec
AG) — A® __B®
AD = (03— 3af?) A® (B2 — 302B) BD.

Tous ces facteurs A et B sont unis, selon les lois de la
dérivation, par une formule de récurrence, que M. Flugge
écrit

AWM = q4—1) _gpi—1)

B = q4—1) 4 qBM—1),
(A suivre.)

LES PROBLEMES DE L'HEURE

’avenir de |'économie suisse

’, .
de |'énergie
par A. HERRY, ingénieur, Zurich.?!

L article « Restrictions et économies dans le domaine de
I'énergie » que M. Ed. Delley, ingénicur, a publié dans le
n° 19 du Bulletin technique du 21 septembre 1940, donne un
apercu trés intéressant de la situation actuelle de nos res-
sources en énergie. M. Delley insiste avec raison sur les
économies réalisables et indique divers moyens d’arriver a
une meilleure utilisation de nos disponibilités et a une mise
en valeur plus judicieuse de I’énergie indigéne et de I'énergie
importée.

Les échanges avec I'étranger sont pour notre pays une
nécessité ; ¢’est a cette condition qu’il peut acquérir les matié-
res premiéres et les produits alimentaires qui lui sont indis-
pensables. Cet état de chose exige une utilisation toujours
plus intensive de nos ressources naturelles afin de couvrir
nos propres besoins et d’assurer notre commerce extérieur,
Parmi ces appoints indigénes susceptibles de rendre d’im-
portants services, figure en bonne place I'énergie hydro-
électrique.

Les tableaux I, IT et IT1 sont significatifs. [ls donnent une
totale d’énergie dans

image claire de la consommation

notre pays et du développement de cette consommation.

! Nous ne pouvons, faute de place, reproduire «in extenso » I'intéressant
mémoire que nous a transmis M. Herry. Nos lecteurs prendront connais-
sance toutefois avec grand intérét des lignes suivantes, ol se trouve exposé
le point de vue d’une personnalité dont le nom est depuis de longues an-
nées attaché aux questions relatives au développement dans notre pays de
I'utilisation de nos ressources hydro-électriques. (Réd.)

Tasreauv L.

Consommalion de carburants, de combustibles el d’énergie électrique
en Suisse.

En 1909 En 1938

Bois de feu (sans le bois de
raperie) 1248 000 t 1245 207 t
Tourbe. 5 12 782 t 2:757 t
Charbon de bois 10 281 t 4171 t

1000 mio kWh|5506 mio kWh

263 mio m®

Energie électrique
Gaz « + . & 126 mio m?

Coke (importé et d’usines a gaz) 496 178 t 1384 521 t
Houille (sans les usines & gaz) | 2080 349 t 1508 818 t
Lignites . « : & = © ¢ @ s % 142 532 t 255 792. t
Résidus de pétrole (huile brute,

huile de chauffage) . . . . 4348 t 169 579 t
Benzine et benzol pour moteurs 10183 t 200 525 t
Pétrole et succédanés (huiles

minérales et bitumeuses). 66 536 t 24 493 t
Dito. pour moteurs de véhi-

cHlles R e — 17 914 t

N.B. La production des usines a goz ne figure qu'en partie
dans ce tableau, car ces usines tirent de la houille non seulement
le caz et le coke, mais aussi d’autres produits qui ne servent que
partiellement de carburants et de combustibles.

TasreEau II.
Consommation de houille el production des usines a gaz.

En 1909 En 1938

Consommation de houille . . 409 548 t 684 715 t
Production pour le marché :

Gaz . . . v v v v v o v . .| 126 miom? 263 mio m?®
Coke. e 192 447 t 399 384 t
Goudron brut . . . . . . . 20693 t 29 488 t
Ammoniaque pure . . . . . 993 t 694
Eau ammoniacale conc. . . . 1924 t 1334 t
Sulfate . . . . . . . . .. 126 t 1544 t
Benzol brut (de lavage) . . . == 3000 t

En ce qui concerne I'emploi de Uénergie électrique, la sta-
tistique dressée par I'Union des centrales suisses d’électricité
et publi¢e par I'Office fédéral de I’économie électrique nous
fournit les renseignements du tableau 111

Tasreau III.
Répartition de Uénergie électrique ulilisée en Suisse.

Consommaleurs En 1909 | En 1938
Mio kWh Mio kWh
Ménages et artisanat . . . ) &5 1329
; - t 520 o
Industrie en général s s ) 77
Electrochimie, électrométallur-
gie, électrothermie 280 1452
Chaudicres électriques . . . . — 496
Chemins de fer. . . . . . . 60 722
Pertes et installations de pom-
page : @ ¢ s & s ow s w s 140 737
Total . . 1000 5506
|

Le tableau I montre que, de 1909 & 1938, la consommation
du bois de feu est restée sensiblement stationnaire, tandis
que celle de la tourbe et du charbon de bois a fortement
diminué. Ce dernier est en majeure partie importé. La con-
sommation de I'énergie électrique a quintuplé, celle du gaz
a plus que doublé. La vente du coke a trés fortement augmenté
et n’a pu étre couverte qu'en faible partie par la production
accrue des usines a4 gaz. La consommation de la houille a
diminué, mais celle du lignite a par contre augmenté. La
consommation des résidus de pétrole (huile brute, gasoil)
présente une forte augmentation, surtout celle de la benzine
et du benzol, tandis que la consommation des huiles miné-

rales et bitumeuses (pétrole) a diminué,
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