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Calcul de systémes hyperstatiques d’ordre élevé
par décomposition en systémes fondamentaux ',
par M. le DT Maurice PASCHOUD, Recteur de

I’Université de Lausanne.

(Suite et fin.)?
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B

Dans cette legon, qui a un caractére essentiellement
pratique, nous nous bornons & considérer des construc-
tions du type de celles que M. Kleinlogel calcule dans
ses volumes et nous employons les notations de cet au-
teur.

Rappelons d’abord certaines notions.

A) Théoréme des trois moments. (1. page 26.)

Si My, My et My sont les moments sur trois appuis
U,
consécutifs d’une poutre continue, on a la relation :

(1) § MoK 2My (Ko Ka) + My Ko+ B o+
( + Ln Kn =10-

Les indices m et n se rapportent aux travées qui relient
les appuis UV et VIV respectivement :

IClnl ’d — Icln
]\7l o I?llc ’

Kn =5
"L’

[ est la longueur d’une travée, I son moment d’inertie,
l, et I, sont une longueur et un moment d’inertie auxi-
liaires, enfin R et L sont ce qu’en allemand on appelle

Fig. 1.

les termes dus aux charges, termes qui s’introduisent
dans le calcul quand on emploie les méthodes de Mohr.

Ce théoreme qui s’applique dans le cas ou les 3 appuis
ne subissent pas de dénivellation relative permet, par
exemple, le calcul du semi-portique représenté dans la
figure 1 (2. page 6), ot le neeud B reste fize, pourvu que
’on néglige, comme on le fait généralement, les défor-

! Deuxiéme lecon faite au Cours théorique et pratique de béton armé,
organisé par la Société suisse des ingénieurs et des architectes, & Lausanne,
du 8 au 12 octobre dernier.

2 Voir Bulletin technique du 30 novembre 1929, page 281.

mations dues aux efforts tranchants et aux efforts nor-
maux. Il s’écrit alors, en prenant I, = [ et I, = L

(;+2M3(1<+1)+0+0+P“_”(§Z+_”) =
. _ Pab(l+ b) hl
d’ou MB_—W"F—“’ avec ]{—7—1

Le moment fléchissant en B étant connu, les réactions
d’appui se calculent sans difficulté au moyen des condi-
tions d’équilibre.

-

=

Si nous voulions calculer le portique 4 2 articulations
de la figure 2, (2. page 102), il faudrait généraliser la re-
lation (1) pour la rendre applicable au cas ou les 3 appuis
subissent des dénivellations relatives. En effet, les nceuds
B et C peuvent subir des déplacements horizontaux BB’
et CC'.

En appliquant cette relation généralisée aux nceuds A,
B, C, elle donnerait (4. page 531) :

Pab(l+ b) _ 6EI,
e

2) 2Ms(K + 1) + Mo +

et aux neeuds B, C, D,

(8) My + 2Mo(K + 1) 4 P00+ 8) _ 6EL

[ l
. . . M =T e
Ap estla variation subie par 'angle ABC (AB'C' —ABC)
et A¢ a une signification analogue.
Les charges étant verticales, My = My = Hh.

D’autre part
(4) Ay + A= 0. (4. page 538.)

En additionnant (2) et (3) membre & membre et en te-
nant compte de (4), on obtient tout de suite

3Pab I, h
Mpg=M; = — —— "~ __ G ey R
B M MK T 3) avec K L7°

B) Théoréme des quatre moments.

Si, au lieu de cadres simples, on avait a calculer une
Poutre continue sur appuis élastiques comme celle qui est
représentée dans la figure 3, il faudrait utiliser, au lieu
du théoréme des 3 moments, celui des 4 moments qui en
est une généralisation immédiate (4. page 555).

Appliqué aux appuis B, D, F, il donne

Mp, Ky, + 2Mp, Ky, + 2Mp, K,y + My K, + R, K., +
+ L, K, =0,
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My, est le moment fléchissant dans la poutre immédia-
tement A droite du nceud B, Mp, ce moment immédiate-
ment & gauche de D et ainsi de suite. Si 'appui 4, aulieu
d’stre fixe, est mobile sur une horizontale, on a un cadre
multiple dont Uentretoise AH peut se déplacer horizonta-
lement sous I’action des charges. On calculerait ce cadre
au moyen du théoréme des 4 moments généralisé qui,
appliqué, par exemple, aux appuis B, D, E s’écrirait

M35, Kp + 2Mp, K + 2Mp, Ky + Mz K, +

ol A Ry o o= Ly K — 6Ell° Ap,.

C) Les théorémes des 3 et des 4 moments permettent
de calculer tous les cadres 4 éléments rectilignes traités
par Kleinlogel. Mais, lorsque ces cadres sont compliqués,
les calculs sont souvent longs et trés pénibles. Ces calculs
se simplifient beaucoup si 'on décompose les systémes
proposés en systémes fondamentaux, comme le montre
I’exemple suivant, irés simple, mais qui fait bien saisir
la portée de la méthode.

Aprés cet exemple, nous en traiterons d’autres, plus
compliqués et nous terminerons par quelques considé-
rations générales.

D) Considérons la poutre continue sur appuis élasti-
ques de la figure 4. (3. page 36). C’est un systéme d’ordre

92 que I’on peut calculer en appliquant deux fois le théo-
réeme des 4 moments, & AB,B,C, puis & AB,B;D.

Mais, on peut procéder autrement, en décomposant
le systéme proposé en deux autres, I'un étant une poutre
4 deux appuis simples AB, I'autre un semi-portique a
deux articulations (ot D est fixe puisque dans le systéme
proposé A est fixe), comme il est indiqué dans la figure 5.

Pour tenir compte de la continuité, on fait agir sur
chacun de ces deux systémes fondamentaux un couple
de moment M qu’il s’agit de déterminer et qui n’est pas
autre chose que le moment My, de la poutre proposée.
Caleulons le semi-portique CBD quand il est sollicité par
la force P. Si M}, = Mp, sont les moments flechissants

produits de part et d’autre de B par cette charge, on a,
d’aprés le calcul fait au § A, en tenant compte des chan-
gements de notations,

Pab(l, + a)

_ Fubilly - 6] Iyl
WEF1)

avec K :1—2l2-

My, = Mp, =
Pour trouver les moments produits de part et d’autre
de B, dans ce semi-portique, par le couple M, on peut
utiliser la relation précédente en supposant que P aug-

3 P«
M MITTTTTT b R |
A,; I, B B s I
————————————— = e |
AP S .
/3 ! Zz
! H
| H
I2 : A
! H
| i
P
ic...}
Fig. 5.

mente indéfiniment, que b tend vers zéro, mais de fa-
con que le produit Pb tende vers M. Alors, a tend vers
l, et I’on a

M

1141;2 = MB: == —'ﬁl .

Si le semi-portique est sollicité a la fois par P et par
M, le principe de superposition donne,

__Pab(ly + a) M
2E(K+1)  K+1

Il reste & exprimer que, réunis, les deux systémes fon-

(6) My, = My, = Mp, + M3, =

damentaux constituent le systéme proposé.

Le théoréme des 4 moments appliqué & AB;B,C
donne la relation d’ou I'on tire la valeur de M = M3,
indiquée par Kleinlogel

_ Pa(l — e K, ) _LE
Mp=———x5 - o K=y,
A A _a
]\24—1]—3~1—\,, N=K + K, K, + K, et a—l—z-

M3, connu, (6) donne Mg, et le calcul se termine sans
difficulté. On a ainsi remplacé le calcul d’un systéme d’or-
dre 2 par celui d’un systéme d’ordre 1 et d’un systéme iso-
statique. Il a suffi d’appliquer une seule fois le théoréme
des 4 moments pour arriver au résultat.

Au lieu de résoudre un systéme de 2 équations a 2 in-
connues, on n’a eu A résoudre que des équations a une
inconnue.

Le calcul a été facilité par le fait que nous avions cal-
culé, au préalable, le semi-portique & deux articulations.
Nous aurions du reste trouvé les résultals nécessaires
dans 2. Si donc I'on posséde le volume 2, mais pas le vo-
lume 3, le calcul du systéme proposé, d’ordre 2, se fait
en résolvant simplement une équation & une inconnue,

[’avantage ainsi obtenu n’est pas trés sensible dans
I’exemple qui précéde parce que le systéme & calculer est
simple, Il deviendra plus net sur les exemples suivants.
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E) Considérons le cadre & deux étages de la figure 6,
encastré. C’est un systéme d’ordre 6 dont les formules ne
sont pas données dans 3 ou les cadres & 2 étages considé-
rés sont articulés & la base. Le calcul direct de ce cadre
est assez long. Voyons comment ce calcul se simplifie
quand on décompose ce cadre en systémes fondamentaux
de facon a pouvoir utiliser 2.

Le premier de ces systémes fondamentaux sera le ca-
dre supérieur (fig. 7) supposé a deux articulations et

1T,

NL‘D

sollicité par la force P, par deux couples Mg, et Mgy,
et par les forces Hp, et Hg, dont il n’y a pas lieu de tenir
compte puisqu’on néglige les déformations dues aux
efforts normaux.

Le second (fig. 8) sera le cadre inférieur, encastré et
sollicité par les deux forces Hp, et Hy, dont la somme est
1 Tonne et par les couples Mp, et My,

Pour le premier systéme, on obtient tout de suite (2.

pages 114 et 128)

() { Mc= + 1,875 + 0,423 Mp, — 0,577 M,

| Mp= — 1,875 — 0,577 Ms, + 0,423 M,
MEJ
TN
]«IB:S Hl.’:i '2 E

4

Fig. .

Pour le second on trouve (2. pages 139 et 149)
My = 1,262 — 0,088 M, — 0,287 My,
Mp, = + 0,845 + 0,475 My, + 0,275 M,
(8) Mp, = + 0,845 — 0,525 M5, + 0275 My,
My, = — 0,845 + 0,275 Mp, — 0,525 M,
Mg, = — 0,845 ++ 0,275 My, + 0,475 M,
Mp = + 1,262 — 0,287 My, — 0,088 M,

II faut maintenant exprimer que, réunis, les deux sys-
témes fondamentaux constituent le systéme proposé.
On a évidemment

AB“ -k Ac =0 et AE“ - Ap = 0.

La premiére de ces relations donne, si 1’on calcule
Ap, et Ay au moyen du théoréme des 4 moments

3,90 Mg, — 1,92 My, + 4,78 = 0
et la deuxiéme
— 1,92 Mp, + 3,90 Mz, — 4,78 = 0,

De ces deux équations on tire

Mp, = —0,82 mt., My = + 0,82 mt.
et les éqirations (7) et (8) donnent
Mg = +1,06mt, Mp = —1,06mt ,
My = —1,43mt , Mp = + 0,68 mt
Mp, = + 1,50 mt , Mz, =— 1,50 mt ,
Mg, = —0,68mt , My =+ 1,43 mt .

Le premier systéme fondamental est d’ordre 1, le
deuxiéme d’ordre 3 et il a suffi, ces systémes calculés,
de résoudre 2 équations a4 2 inconnues pour calculer le
systéme proposé qui est d’ordre 6. Le calcul que nous ve-
nons de faire est beaucoup plus rapide que le calcul direct
et il est particuliérement simple si I'on posséde 2.

F) En utilisant 3, le calcul du systéme précédent peut
encore se faire de la fagon suivante. On considére comme
systéme fondamental celui de la figure 9, 4 2 articulations,

it. C D
[ e e S e e e
L 1
! [
L |
! |
! ]

! |
o) | M —— 2 1%
i i,

i |
1 |
I 1
: |
= |
" o
M, \I{T"

Fig. 9

sollicité par la force de 1 T. en C et par deux couples in-
connus, de moments M, et Mp appliqués en A et en F
respectivement. On trouve alors (3. pages 336 et 326).

Mp, = + 2,110 + 0,343 M, — 0,657 M ,
My, = + 2,695 + 0,372 M, — 0,464 My ,

My, = — 0,585 — 0,034 M, — 0,200 M5 |
Me = + 1,290 + 0,100 M — 0,066 My |,
Mp = — 1,290 — 0,066 M, + 0,100 Mp ,

Mg, = 4 0,585 — 0,200 M, — 0,034 My ,
Mg, = —— 2,695 — 0,464 M4 + 0,372 M
Mg = —2,110 — 0,657M4 + 0,343 My .
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Pour que, sous 'action de la charge et des deux couples,
le systéeme fondamental soit identique au systéme pro-
posé, il faut que l'on ait

Ay + D5, =0 et Ap +05,=0.

En appliquant 2 fois le théoréme des 4 moments, la
premiére condition donne

2,00 M4 + 2,00 Mp, + 2Mp, + Mz, =0
2,98M., —1,88Mr + 6,95 = 0.
La deuxiéme donne ensuite
—1.88M, + 2,98 My —6,95 =0
et I'on trouve comme plus haut,

My=—143mt et Mp = + 1,43 mt.

ou

G) La méthode employée ci-dessus peut se résumer
comme suit : Par des sections appropriées, on partage le
systéme proposé en systémes fondamentaux, en rempla-
cant, dans chaque coupure, la continuité par un moment
fléchissant, un effort tranchant et un effort normal. On
calcule chacun des systémes fondamentaux quand ils sont
sollicités par les charges et les forces qui tiennent lieu de
la continuité. On exprime enfin qu’a Iendroit ou 'on
a fait des coupures, les relations qui, dans le systéme pro-
posé, lient les déformations, sont vérifiées.

Bien entendu, le nombre des systémes fondamentaux
varie dans chaque cas. Si K est 'ordre du systéme pro-
posé, K; celui du ime systéme fondamental, on aura

K=XZK; + e

e étant le nombre d’équations a e inconnues qu’il fau-
dra résoudre pour effectuer le calcul.

Il est clair que la décomposition en systémes fondamen-
taux peut se faire de bien des fagons différentes. Dans
chaque cas, on choisira celle qui conduit aux calculs les
plus simples et les plus rapides. Sil’on posséde les volumes
2 et 3 de Kleinlogel, on s’arrangera, autant que possible, de
fagon a4 obtenir comme systémes fondamentaux des sys-
temes calculés dans ces ouvrages. Ainsi, le champ d’ap-
plication de ces volumes, si utiles déja, est considérable-
ment élargi et ’on pourra, en allant du simple au com-
pliqué, s’attaquer au calcul de systémes d’ordre treés élevé
et dont I’étude directe conduirait & des calculs d’une lon-
gueur rebutante et d’une exactitude sujette & cautlion.

Sur le principe des turbines Kaplan.

Les turbines hydrauliques du type «hélice », & pales
fixes ou & pales pivotantes, étant en grande vogue,
M. G. Buchi caractérise donc ces machines avec beau-
coup d’a propos, dans le numéro d’octobre dernier de
L’Energia Elettrica (Milan), en une étude remarquable
par sa clarté et sa précision, comme on en jugera par le
résumé ci-dessous des chapitres exposant le principe des

turbines Kaplan.

Les constructeurs ont coutume de représenter le
comportement d’une turbine en fonction de trois para-
metres essentiels — le débit (Q), la vitesse (n), exprimée
en nombre de tours par minute, et le rendement (e) —
par une surface topographique dont Q et n sont, respec-
tivement, 'ordonnée et ’abscisse et e la «cote». Afin
d’¢liminer I'influence des variations de la hauteur de
chute (/) sur les variables Q et n, celles-ci sont rap-

s

portées, a 'aide des formules bien connues, & une chute

arbitraire mais constante qui est, généralement, prise

égale a
Pour les mémes raisons de convenance, Q et n peuvent

un metre.

étre rapportés a cette chute unité e, simultanément, au
diametre unité de la roue (n}, Q}). Ceci posé, les diagram-
mes de la figure 1 se lisent immédiatement. Sur la surface
topographique [e = f(Q, n)], le faisceau de lignes & peu
pres rectilignes représente la variation diu débit en fonction
(0) constante du distributeur,

chacune de ces lignes correspondant & une ouverture

s

de la vitesse, & ouverture
déterminée. Le diagramme supérieur [e = [(n),=const] TE-
présentant les variations du rendement & ouverture cons-
tante du distributeur, en fonction de la vitesse, est la
projection sur un plan vertical et parallele a 'axe des n
des intersections de la surface topographique par des
cylindres verticaux ayant pour directrices respectives
les lignes Q = [(n)o=const . Enfin, le diagramme de droite
représente les variations du rendement en fonction du
débit, a vitesse constante, [e = [(Q)]n=cons, autrement dit,
les sections de la surface topographique par des plans ver-
ticaux paralléles & I’axe des Q. La comparaison des sur-
faces topographiques correspondant & des turbines de
ns (vitesse « caractéristique » n, = nly/10Q}) différents
révele que les ellipses (courbes de niveau) figuratives du

rendement s’aplatissent de plus en plus et que leur
grand axe s’oriente de plus en plus obliquement sur
Paxe des (Q) au fur et & mesure que n, croit. De sorte
que les courbes e = f(Q)n:cmzsl, ou e= f(P)n=cm)sl. (PZPUiS'
sance) affectent, pour les n,; élevés des turbines-hélices
a pales fizes, la forme en «crochet » (voir fig. 2), carac-

920 ) 40 48 54 56
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Fig. 2.

Rendements en fonetion de la charge d’une turbine Kaplan,
Gourbes en «erochet » correspondant aux pales supposées fixes et
courbe-enveloppe correspondant aux pales pivotantes de la turbine.

Distrib. = distributeur, — Ruota = roue.
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