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Déterminati :

des moments d'inertie polaires d'un corps de
révolution a l'aide de I'intégrateur.
(MéthOde AmSICr') Courbe mearidienne

La détermination de certains moments d’inertie polai- A_\

res de corps de révolution conduit & des intégrales dans |
lesquelles la fonction & intégrer dépend de deux variables / L
et qui ne sont pas directement déterminables a Paide a Z
de Pintégrateur. L'extension de I'idée fondamentale de L Zz daz
la méthode décrite dans le cas de la détermination du :
moment centrifuge! d’une surface & laide de U'intégra- 2
teur permel également de calculer les moments cherchés (zde (i (. ds. dr - 7de 27-‘:'2 dz
dans le cas d'un corps de révolution. Si= Tdo - T(fdz. dr.r. ,[,; - 3
Principe de la méthode :

Soit un corps de révolution rapporté i trois axes de ot do représente la différentielle du volume, r le rayon
coordonnées Ox, Oy et Oz, 'axe Oz étant axe de révo- vecleur
lution du corps et les axes Ox et Oy, rectangulaires entre P \,'mZ +;2
eux, élant perpendiculaires & ce dernier. Soit a déter- P , , ‘
miner le moment d’inertie polaire du corps par rapport el g l'angle au centre, et les intégrales étant élendues @

A un axe Ga ou un axe Gy paralléle au précédent et pas- tout le volume du corps. Sous cette derniere forme on

sant par le centre de gravité du corps. Ce probleme peut voit apparaitre sous les signes [ les différentielles

se présenter dans un certain nombre de cas pratiques : 2 ;
, ; = dz
par exemple dans 'étude du mouvement d’un régulateur 2

A boules, ou le bras pendulaire a la forme d’un corps .
; . . 3 . , (ur ne sont de nouveau autre chose que les moments
de révolution de configuration compliquée, ou encore . s ) 4 .
g : : statiques par rapport a 'axe de révolution d’une bande
dans I'étude de la pendulation conique (mouvement . . X .
: N . . élémentaire de surface de la courbe méridienne com-
gyroscopique) d'un ]u'n‘]ccllle autour de la tangente & ; 3 .
. . ; : prise entre : deux rayons distants de dz, la portion de la
sa trajectoire etc. el d’autres cas semblables, ou, outre . . , R
. < ; e courbe méridienne interceptée par ces rayons et 'axe oz.
le moment d’inertie polaire par rapport a I'axe de rota- . e A
; . . , . Si done on désigne par M le moment statique par rap-
tion principal Oz, on a besoin des moments d’inertie du e ) . ’ :
& ; . | port & I'axe de révolution de la surface de la portion de
corps par rapport i deux autres axes perpendiculaires . .
. St Az , courbe méridienne comprise entre le plan Oxy et le
A celui-ci et passant par le centre de gravité. La déter- . . . s
S, ks . i rayon d’abscisse z, on aura simplement :
mination se subdivise en deux parties distinctes : ¢

10 Détermi o7 . centre de gragité orps de révo- . soie
10 Détermination du centre de gravité du corps de ré Position du centre de gravité: s—

lution. — La distance du centre de gravité G du corps de
révolution par rapport au plan Ozy est donnée par la Cette expression est susceptible d’une interprétation
‘O o s (Fio ) | ’ g o . e 1y s
formule connue (Fig. 1). - géométrique simple. Sil'on construit la courbe ayant pour
) k ; ordonnée le moment statique M par rapport a l'axe de
U Voir Bulletin technique du 27 féorier 1926, page 53, « Détermination du 5 X | P ‘ [ I ‘ .

moment centrifuge d'une surface au moyen de intégrateur, révolution de la portion de courbe méridienne comprise
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entre : 'axe de révolution, le plan origine, la courbe
méridienne et le ravon d’abscisse =, cette valeur M étant
portée en fonction de I'abscisse z, I'intégrale [zd M du
numérateur n’est autre que la portion de surface com-
prise entre 'axe des ordonnées, la courbe des M et 1'ho-
rizontale passant par le point extréme de cette courbe.
(Fig. 2.)

Lintégrale (dM = M total, figurant au dénomina-
teur, n’est autre que le moment statique total de la
courbe meéridienne entiére par rapport a4 axe de révo-
lution, autrement dit 'ordonnée maximum de la courbe
des M. (Fig. 1 et 2.)

Toutes les déterminations de moments statiques et de
surfaces ci-dessus sont maintenant effectuables i aide de
'intégrateur.

20 Détermination du moment d’inertie polaire du corps
de révolution par rapport aux aves Gx Gy passant par le
centre de grasité et perpendiculaires a laxe de rotation.

Les moments d’inertie cherchés sont :

I.= [(y® + z%)dy
Iy = [(@® + 2*)dv

do étant la différentielle du volume et les intégrales
¢tant étendues a tout le corps de révolution. (Fig. 3.)
Additionnant ces deux équations et prenant la demi-

somime, on ()})li(‘lll. en I'L‘lllﬂl‘([ll?llll que

2

a? oy =,

i

Y
N~
L\
) 2 \
Ae T T X |
o —— 1 z

!

1 ,
I, =1,= 5 Iz +<1)= é R (e + 2z%)dv
= é KSS (®+ 22%) pdp . dp . dz

o étant le ravon vecteur et o étant 'angle au centre. [ffec-
tuant d’abord les intégrations par rapport 4 o el a o,

on lrouve

1, ré ~(Cr?
I == 5 Zr[SZ— dz + _’Sizzdz]

LLa’ premiere des deux intégrales contenues dans la

4
. r ’ . o
parenthese Sr— dz est déterminable directement par

4
parcours du périmetre de la courbe méridienne entre
ses ordonnées extrémes el 'axe des z, au moyen du grand
intégrateur Amsler N0 4. Généralement on n’a pas cet
intégrateur a disposition, mais seulement I'intégrateur
plus petit NO 2. On arrive cependant au but aussi a aide
de cet intégrateur en écrivant identiquement :

L, 28 [ 23 BN
I“':I'":Q_:[S§<?{[: +4gj<j([:)]

forme de nouveau susceptible d’une interprétation géo-
2
P ~ g sy - 7
métrique. En effet, la différentielle - dz est de nou-

veau le moment statique de la bande élémentaire de
largeur dz de la surface limitée par la courbe méridienne.
¢’est-a-dire done dM, M étant comme toujours le moment
statique par rapport & I'axe de révolution de la portion
de la courbe méridienne arrétée au

de surface rayon

d’abscisse z. On a done en fin de compte

Ry » 2
2:[\; (/_\/+4\?_){/.\1|

J =

Comme on le voit immédiatement, les deux derniéres
intégrales dans la parentheése se traduisent par des

moments statiques de courbes des M. La premiére

2
! : o 18
\,) dM est le moment statique par rapport a l'axe

v

des M de la surface limitée a ses deux ordonnées extrémes
d’une courbe, dont une des coordonnées serait le rayon r el
Iautre coordonnée la fonction M de z (moment statique
de la courbe méridienne de 'origine & z déterminé préceé-

2

demment). (Fig. 4.) Lautre intégrale —dM est le
t=] o {)

L e

r
Courbe des™

Fig. 4.
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moment statique par rapport a l'axe des M de la sur-
face limitée & I'horizontale extréme et 'axe des M d’une
courbe ayant comme abscisse z et comme ordonnée la

méme fonction M que ci-dessus. (Fig.

M

777

xR Courbe
des

am

6 b4
ro——g——b-l
Fig. 5.
Le calcul des moments d’inertie polaires [, et I,

du corps de révolution par rapport aux axes G Gy se
rameéne done a des planimétrages et des déterminations
de moments statiques de diverses surfaces, opérations
toutes effectuables a 'aide de I'intégrateur.
FExemple numérique.
(Voir remarque de la Fig. 6, page suivante.)

Soit & déterminer les moments d’inertie polaires par
rapport & deux axes passant par le centre de gravité et
perpendiculaires i 'axe principal de rotation du pendule
4 boule d’un régulateur de Trenck (corps de révolution).

19 Détermination du centre de gravité du corps de révo-
lution. — Dans la portion en haut et & gauche du dessin,
on a représenté la courbe méridienne du pendule a boule
du régulateur en grandeur naturelle.

Pour la détermination du centre de gravité a aide de

la formule

il faut tout d’abord calculer la fonction M, ¢’est-a-dire
le moment statique par rapport a 'axe de révolution de
la portion de surface comprise entre Paxe des z, 'axe des
d’abs-

ordonnées, la courbe méridienne et Pordonnée

cisse z, en fonction de la variable z. A cet effet on divise
I'abscisse z par un certain nombre de verticales 1,2, 3... 13
On suit alors avec la pointe de U'intégrateur le contour de
la surface hachurée en quadrille en suivant le sens des
fleches et en revenant au point de départ O. On obtient
4 Pintégrateur le moment statique 3,8 em? relatif & la
verticale 1; on recommence la méme opération en sui-
vant maintenant le contour jusqu’a la verticale 2 el en
revenant au point de départ O dans le sens des fleches
(portion hachurée simplement). La lecture a I'intégrateur

=

donne le moment statique 7,3 em?® correspondant a la
verticale 2 et ainsi de suite.

Pour obtenir DPintégrale (zd M du numérateur, on
portera en ordonnées (figure au milieu et a gauche du

dessin) i partir d’un axe des abscisses oz et sur les mémes
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verticales de division 1, 2, 3...... 13, les valeurs du
moment M obtenues précédemment i une certaine

l
\
|
i
|
|

|
|

|

échelle.

1 em. = 5 em?. On portera donce sur la verticale 1, exemple

Sur le dessin, I'échelle des ordonnées est de
pour M = 3.8 cm?® la longueur 7,6 mm ; sur la verticale 2
pour le moment M = 7,3 ecm?, la longueur 14,6 mm etc.
et on obtient ainsi par points la courbe des M rapportée
au point O et a la variable Z.

Pour le planimétrage de la surface limitée par cette
courbe des M I'échelle des surfaces est :

L em2=1cm x5 em? =5 cmt. En évaluant laire
comprise entre la courbe des M, l'axe des ordonnées OM

et 'horizontale extréme, on trouve (surface hachurée).

[ =256,5 cm? = 256,5 cm? X 5 cm?/em? = 12825 cm?.
L’intégrale en dénominateur (dM est égale & l'or-
donnée maximum de la courbe des M dont il vient d’étre
question, soit 76,2 cm?® (c’est aussi le moment statique
de la surface totale limitée par la courbe méridienne,
surface hachurée dans la moitié inférieure du pendule
a boule, figure en haut & gauche du dessin).

Portant ces valeurs dans la formule, on obtient pour
"abscisse du centre de gravité :

27 ><-1282,5 cm*

Zg — — 1
& 27 > 76,2 cm3

= 16,7 cm.

20 Détermination des moments d’inertie polaires Iz, ly
duw corps de révolution par rapport a deux axes rectangu-
latres passant par le centre de gravité et perpendiculaires
laxe de rotation.

Pour cette détermination il faut transporter ori-
gine des coordonnées au centre de gravité . Pour plus de
simplicité, nous supposerons que ce centre de gravité
tombe sur la verticale de division 8, ce qui est & peu
pres le cas.

Les deux moments d’inertie polaives cherchés I, et

[, sont donnés par la formule :

|~)_..121”4 1:'2,
A o, LT )_,.“2 M+ 4\ 5 aM

Pour évaluer mécaniquement  les deux intégrales
contenues dans la parenthese, 1l faudra commencer par
calculer les valeurs de la fonetion M & partir de la nou-
velle origine (¢ pour les différentes verticales de division.
Il faudra donc de nouveau suivre avec la pointe de
'intégrateur, en partant el en revenant au point G,
les parcours indiqués par les fleches dans la partie supé-
rieure et a droite de la courbe méridienne du corps de

révolution (figure en haut, & gauche du dessin). Par exem-

ple : pour la verticale 9 (portion couverte de hachures
quadrillées) lecture a Uintégrateur M = 1,7 em® ; pour

la verticale 10 (portion hachurée simplement) lecture &

Pintégrateur M = 11,7 cm? et ainsi de suite, et cela

tout aussi bien pour la partic du corps située & droite

que celle située & gauche du centre de gravité. Pour la
v 2

détermination de Uintégrale \I) dM on portera dans
.

un systeme d’axes (figure en dessous du milieu & gauche
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Détermination du centre de gravité

Pendule i boules d’un régulateur de Trenck. du corps de révolufion.
g Echelle 1: 1. Formule :
~ 8
P < » .
g - | zdo 27 [ zdM
s o S==: = =
53 P Echelle des moments statiques : | /',11, s /'d;'\l
g? Tem = 1em X 1 em?=1cm?, ) ' :
i /// "ﬂ ot M = moment statique de O a Z de la
g/ , surface méridienne par rapport a l'axe Oz .
1 Calcul de la courbe des M rapportée & O.
o Y = T
(] s 6 ol " .
H - PR § Mom. depuis O mmée | Mom. depuis O
o S N N SAAF ANEAEAIR S ESATE ARV AN S AN NN A (Ordonnée 3 I'ordennée Ordomnée | 3 I'ordonnée
 r . N emd) | My
N \ S 3 1
MV : > o | o 7 20,3
g 1 2 i} 1| 3,8 g 227
Abscisse z. Echelle: 1 em = 1 em 2 l‘ 7.3 9 244
3 | 10,5 10 34,4
7S 4 | 134 11 52,4
5 | 16,0 12 68,8
6 | 18,3 13 76,2
|
Planimétrage de la surface des M (au plani-
260 nimeétre)
S = 256,5 em® = 1282,5 cm*.
Moment statique total par rapport i Oz de
™ < la_courbe méridienne (a l'intégrateur)
M = 76,2 em3.
Abscisse du centre de gravité
£ ) 2712825 cm* 8055 cm? I
. Zg = = 16,7 cm.
LI 27 . 76,2 cm? 478 em?®
n Echelle des surfaces : Détermination du moment d’inertie polaire
il lem?=1cm X 5cm?® = 5 cmé. du corps de révolution
= par rapport a un axe passant par le centre de
S S = 256,5 cm? gravité et perpendiculaire i 1'axe de rotation.
o = 256,5 cm* X 5 cm/em? = 12825 cm¢. I, = ((y*+zYde L= i (x222) dv
3 Formule :
z N
I.\: - ]r =
COURBE DES M_RSPPORTEE
e AL POINT 0 ET A B LRRIABLE = N
=
a
S
5 ('u’c:/{l‘/.l
O X B L o .
\ Portion de gauche Portion de droite
[ S S
3 B B G s % g_ s iz £ |z iz
o g . 7 N i “ E= |58 | 8E%| [5=|5-5| 558
~ = | § o
Echelle 1 em = 1 e¢m. S = £=3 S =, | E=R
S -
= =
S e | 0 2 22,7 8 1,35 0
1 1.9 18,9 9 2,0 1,7
. 2 1,8 15,4 10 3,9 11,7
i COURBE DES M RAPPORTEE e 3 17 L2is L 4:3 297
5 £S5 £ 2 . 4 1,6 9,3 12 3,6 46,1
AV POINT G ET A 18 LRRIADLE v Détermination 5 1:5 6.7 13 0 535
du moment d’inertie d’un corps de '7’ %i" ’fj
révolution a Paide de Pintégrateur s | 135| o
(méthode Amsler). Moment statique par rappor GM

de la surface des M rapportée a la variable »

£
&
L0
2 Q
MOMSTAT: 2520’ > MOM.STAT.« 289,8cm? (T'outes les échelles mentionnées dans le % IPintéerateur)s
- 25,2¢mPan 25 e’ S,E \ £ 269, 8cm? 125 em e Yoz , (Toute dlf £ ‘:u n ," t;” ; " (A lintégrateur) :
=315em® B 1?Sl.s‘m, lln ;rmm""s n'”"“‘q';‘s ¢ la figure, Portion de gauche 25,2 em® = 31,5 cm?
§ 3 N et les ca cu.? con[enqs dans le h.z'lp, se rap- Portion de droite = 2898 em® = 362 cm?®
3¢ NN portent aux échelles véelles du dessin original.
‘es é¢ 516 Srées . S - . P B - 5 %
%é 1603 LLI/Mle‘S on}l été altérées par la reproduc Yoy [ =dM = 315,0 em® — 393.5 ems
N\ \ 0 X . “ -
T N ton photographique.) |
\ 5 W =L

o Caleul de / .(1.'” ;

= Portion de gauche i>ortion de droite

Abscisses M Echelle 1 em 5 em® N NN
E 5 3 ¢ s 7
‘ ' § A\ Ordonnée | Mom. depais G Ordonnée “ Mom. depuis &
sehelle des moments de la surlace J | @ l'ordonnce
Echelle d le | N Xo  Pordonnée NO I'ord
ar rapport a 'axe GM : MOM.STAT. = 161 kcm?® M (em3) M (em3)
; 2 - ne e £ . 161,&:m5<M%m’- 807em®
I ¢m? (m'flonml)('i“ 0 22,7 8 0
(0,5 em)® % 5 ¢em?® 1 18,9 9 1,7
2 15,4 10 117
« L2 %
e 3 12,2 11 29,7
! 4 9,3 12 46,1
) 5 6,7 13 53,5
Echelle des moments de la surface M par rapport a l'axe GM : = N (7) %'i
| cm?® (abscisses)? % ordonnée — (1 em)? X 5 emd = 5 emb. % = 8 0
g__ Moment statique par rapport a l'axe GM
SRR s s TN :l:v I.;.‘ surface des M rapportée i la variable z
AU POINT G ET & & oARIGBLE 2 O = N (al intégrateur) :
K = = RADeE A = Portion de gauche 255,6 em? 1278 cmb
= N Portion de droite 1614 em® 807 em®
0 s A N - 5 . i 3 Somme= [ = dM = 417,0 cm® = 2085 cm®
N r ) G 32 [N Jo2
| AN % L i q .
: N N\ VMoment dinertie polavre 1“ el 1‘, {
| RN \ . | O Tt
< Abscisses z. I, I)A 3 Do / 7 dAl 4 / o M
NN MOM STAT. = 255,6 e X Lehelle : 1 em I cm. = I0R5 -
+ 2556cmNSem’jem®s 4276 em? bl
N L7400 ems |
NN\ AANERRRTRR SO LTI R RN
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du dessm) en ordonnées les valeurs du rayon r corres-
pondant aux différentes verticales de division a I'échelle
1 em. = 0.5 em. par exemple, et en abscisses les valeurs
correspondantes de M &4 lUéchelle 1 em. = 5 em® par
exemple. On obtiendra ainsi par points la courbe des M
en fonction de la variable r rapportée & lorigine G,
séparément pour la portion de droite et la portion de

gauche du corps de révolution. Pouwr I'évaluation de
\ﬁd*‘[ = moment statique de la courbe des M par
J2

rapport & l'axe GM, échelle des indications de I'in-

tégrateur sera : 1 em® = (ordonnée)? X abscisse
(0,5 cem)2 X 5 cm® = 1.25 cm®.
En suivant les périphéries avec le tracoir de l'inté-

f_"l‘afﬁ‘lll’ on trouve :

Portion de gauche : moment par

rapport & GM = 252 cm® = 31,5 cm®

» » droite : moment par
rapport & GM = 289,8 em® = 362,0 cm?
T 2  eren  m wo=oe sn
Somime = K = dM = 3150 ¢m® = 3935 cm®

Pour le calcul de la seconde intégrale de la paren-

42
these gf) dM on utilisera les valeurs de M rapportées a
J 2

"origine (7 calculée précédemment, mais on tracera la
=]

courbe des M cette fois en fonction de la variable z

(ficure en bas et & cauche du dessin). On portera en
abscisses les valeurs de z, par exemple en vraie grandeur

1 em. = 1 em. et en ordonnées sur les verticales de divi-

ston les valeurs de M & Iéchelle 1 cm. 5 em? par

exemple. Dans cette représentation 'échelle des mo-
ments statiques des surfaces par rapport a axe GM
aura la dimension :

L em® = (abscisse)? X ordonnée = (Lem)? x5 emd =5 emd,
L’intégrale cherchée est le moment statique par rap-
port & 'axe GM de la portion de surface comprise entre
cette axe, la courbe des M en fonction de = et les horizon-
tales des points extrémes. On trouvera a lintégrateur :
Portion de gauche : moment
tique par rapport & GM = 255,6 cm? = 1278 cm?®

sta-
Portion de droite : moment sta-

tique par rapport & GM = 1614 cm?

&

Finalement on aura pour les moments d’inertie polaires

307 e¢m?®

2

3]

Somme dM 417,0 em® = 2085 em?®

Do

1.1, cherchés :

L

I, ¢ r? A
/‘.:‘)-.ltlSZIHI%—A]Q‘-‘)IHW

4

= :|3f)3.3 + 4 % 2()bf)| == 27400 cm®

La méthode Gibson

’ i k] . L
pour la mesure du débit d'une conduite forcée,
par F.SALGAT, ingénicur aux Ateliers des Charmilles S.A., a Genéve.

(Suite et fin'.)

Essavs de Muscle Shoals. — En complément & ce qui
précede 1l nous parait intéressant de citer ces essais, car
ils ont porté sur des groupes importants alimentés par de
courtes conduites et ils ont été faits parallelement &
des essais par déversoir. De plus — et surtout — nous
avons ici une application du graphique différentiel.

Nous n’avons pas parlé de ce genre de graphique car
nous n’avions pas 'occasion d’en donner une application.
On verra celle-ci plus loin.

Le graphique différentiel donne la différence des sur-
pressions en deux sections de la méme conduite. A cet
effet la branche P du manométre B (fig. 4) est reliée a la
conduite, en amont de la prise C. Comme alors on me-
sure la différence des 1mpulsions dans les deux sections
considérées, on obtiendra la vitesse V, en introduisant
dans la formule 1 la distance séparant ces sections et non
la longueur de la conduite ; pour sy on prend la surface
du graphique différentiel.

Cette facon de faire peut simplifier considérablement le
travail car elle permet de limiter & une partie de la
conduite la détermination des caractéristiques physiques
(longueur et section), de s’allranchir des variations de
section en choisissant un troncon de conduite de section
constante et enfin d’éviter les difficultés dues a4 une trop
grande pression (voir paragraphe 22).

[’usine de Muscle Shoals (Barrage Wilson sur le Ten-
nessee-Alabama) comprend actuellement huit groupes
verticaux dont quatre de 30 000 HP et quatre de 35 000
[P, usine est prévue pour Uinstallation ultérieure de dix
autres groupes. La chute varie de 68 pieds a 91 pieds et la
vitesse des turbines est de 100 tours/minute. Les essais 2
dont nous parlons sont ceux d'une unité de 30 000 HP
contruite par [. P. Morris et Westinghouse.

Le déversoir devant étre tres long, fut divisé en quinze
éléements de 30 pieds de longueur chacun. L’épaisseur
d’eau sur la créte était de deux pieds environ pour le
débit de pleine charge. Elle était mesurée en deux endroits
pour chaque déversoir partiel.

["appareil Gibson fut installé comme Uindique la fig. 20.
Entre les prises supérieure et inférieure la section de la
conduite est sensiblement constante. Cette conduite est
divisée en trois parties par des parois, aussi des essais onl
éé faits soit en installant un appareil sur chaque partie.
soit en rehant le méme appareil aux trois parties ; les
résultats furent pratiquement les mémes.

Comme pour 'objet de notre étude ¢’est la comparaison
des deuax méthodes qui est intéressante, nous traduisons
librement celle qu’en fait M. F. 11, Kohloss :

« exactitude des mesures par déversoir dépend de la

Y Voir Budletin teehnique du 9 octobre 1926, page 251,

1. H. Tests at Wilson
Engineer», mai-juin 1926

KNonross : Dam  Power-house. « The Military




	Détermination des moments d'inertie polaires d'un corps de révolution à l'aide de l'intégrateur (Méthode Amsler)

