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QUELQUES INSTALLATIONS MODERNES DE TURBINES HYDRAÜLIQUES
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Fig. 4. — Salle des alteraateurs de l'usine de Mauzac.

Cours de la Societe suisse

des ingenieurs et des architectes,
a Zürich, du 1er au 6 octobre 1923.

(Suite et fin.) *

Expose de certains progres räeents de la
theorie de l'ölasticite.

M. le Docteur Meissner, professeur & l'Ecole polytechnique

föderale, a consacrö les quatre heures de son cours
k l'expose de certains progres re'cents, au point de vue

technique, de la thiorie de l ilasticite.

1 Voir Bulletin technique du 27 octobre 1923, page 270.

Avant de parier de ces perfectionnements recents qui
concernent spöcialement la theorie de la torsion et celle
des plaques planes et courbes (nous traduisons dans ce
qui suit: Platte par-plaque plane, Schale -par plaque
courbe et Scheibe par disque), M. Meissner fait une large
esquisse du developpement de la theorie mathömatique
de l'elasticite, enrappelant ses progres essentiels et son but
qui, au point de vue technique, est de pouvoir repondre
aux questions que pose la pratique. Ces problemes dont la
technique röclame imperieusement une Solution ne se

rapportent plus seulement ä des corps ä une seule dimension,
comme les tiges, mais ils concernent des 'corps ä deux
dimensions, comme les plaques, et möme ä trois dimensions.



BULLETIN TECHNIQUE DE LA SUISSE ROMANDE 305

La theorie pure ne fournit des solutions de ces problemes

que dans des cas tres particuliers et encore les

solutions rigoureuses qu'elle donne dans ces cas sont si com-

pliquees que la pratique ne peut les utiliser telles quelles.

Galilee, sans ötre en possession de la loi fondamentale
de l'elasticite, cherche ä determiner la resistance d'une

poutre encastree ä un bout et libre ä l'autre. Hooke et
Mariotte donnent la loi experimentale qui he les efforts

aux deformations. Ce dernier applique la loi de Hooke

pour repondre ä la question posee par Galilee. Euler et
les Bernoulli etudient le probleme de la ligne elastique.
Le möme Euler et Lagrange creent la theorie du flam-

bage. Coulomb reprend le calcul de la poutre k la flexion

simple et montre l'existence de la couche neutre. II donne

aussi une theorie de la torsion, theorie inexacte du reste,
sauf pour les tiges ä section circulaire, mais dont on fera

usage jusqu'ä de Saint-Venant. Young definit son module

d'elasticite. Enfin Navier etablit les equations fundamentales

de l'elasticite. Cauchy retrouve ces equations en se

basant sur les theories, qu'il cree de toutes pieces, des

pressions et des deformations dans les solides. Les equations

de Cauchy, qui sont celles que l'on donne
actuellement encore pour les solides isotropes, different de

celles de Navier en ce qu'elles contiennent deux cons-

tantes d'elasticite au heu d'une seule. Poisson retrouve
les equations de Cauchy par une tout autre voie, mais

surtout, il applique ces equations ä une foule de

problömes particuliers. Green cree la notion de potentiel
d'elasticite et la developpe avec Stokes et Lord Kelvin.
Clapeyron et Lame resolvent certains problemes d'equi-
libre elastique au moyen de la methode des developpe-
ments en serie.

Puis, de Saint-Venant rattache la Resistance des

Materiaux. ä la Theorie de l'Elasticite. II önonce et justifie
le principe qui porte son nom, principe qui s'est toujours
vörifie jusqu'ici. Voici ce principe : « Si l'on applique sur

une region d'etendue limitee d'un corps de grandes dimensions

un systeme de forces exterieures en equilibre, il ne

se produit des pressions et des deformations sensibles

qu'au voisinage immödiat de la rögion d'application de

ces forces exterieures. Ces pressions et ces deformations

sont negligeables dans toutes les autres parties du corps
considere », De Saint*Venant cree aussi la theorie
moderne, exacte, de la torsion. Pendant un certain temps,
cette theorie correcte de la torsion passe inapercue, les

preoccupations des chercheurs vont ailleurs et se tour-
nent vers la theorie des systömes hyperstatiques,
articules ou pleins, employös dans la construction et
auxquels se rattachent les noms de Clapeyron, Maxwell,
Castigliano, Mohr, Betti et Müller-Breslau. Ce n'est que

tout recemment qu'on s'occupe ä mettre en ceuvre les

bases de la theorie de la torsion posees par de Saint-
Venant.

(Le lecteur que cela Interesse trouvera une histoire du

developpement de la theorie mathömatiqüe de l'elasticite

dans l'ouvrage de Love intitule « Treatise on the

theory of elasticity ».)

Cet historique termine, M. Meissner montre, ä grands

traits, comment on etablit les equations de l'equilibre
elastique pour les corps isotropes.

Quand un corps ölastique se deforme sous l'action de

forces exterieures en equilibre qui lui sont appliquees, les

coordonnees x, y et z d'un point quelconque du corps
subissent des aecroissements (positifs ou negatifs) que
nous appellerons deplacements elementaires en ce point et

que nous representerons par \, r„ £, D'ailleurs, la theorie

des pressions montre qu'il faut considerer en ce point
6 composantes de la pression, 3 normales a et 3 tangen-
tielles t. (En anglais : « Stress », en allemand : « Zwang »).

De möme, la theorie des deformations «Strain-Drang »)

considere en chaque point 6 deformations elementaires,
soit 3 dilatations £ et 3 glissements y. La loi de Hooke

etablit des relations linöaires entre les pressions a, r et
les deformations elementaires e et y. D'autre part enfin,

il existe des relations, linöaires egalement, entre les
deformations elementaires e, y et les derivees premieres par
rapport k x, y, z des deplacements elementaires £, yi, £.

On peut donc exprimer les composantes des- pressions

en un point en fonction lineaire des derivees premieres
des deplacements ölementaires. II reste ä introduire ces

expressions dans les relations d'equilibre qui existent
entre les composantes des pressions en un point,
relations qui contiennent les derivees premieres des a et des

t, au 1er degre,pour aboutir ä 3 equations aux derivees

partielles du 2me ordre entre les deplacements elementaires.

Ce sont les equations fondamentales de l'equilibre

elastique. Oh peut demontrer que ces equations, si

l'on tient en outre compte des conditions qui doivent
ötre remplies au contour des corps elastiques dont on
etudie l'equilibre, ädmettent toujours une Solution et une
seule.

Ce qui complique enormement la resolution analy-
tique des problemes de l'elasticite et donne une impor-
tänee considerable aux methodes experimentales du

genre de celle de M. Mesnager, dont il a ete parle plus
haut, c'est le fait que l'on a affaire k des equations aux
derivees partielles^ De möme que par l'integration des

equations difförentieUes ordinaires il s'introduit des cons-

tantes d'integration arbitraires, dans l'integration des

equations aux derivöes partielles, il s'introduit des fonctions

arbitraires. Suivant la forme des corps consideres et
les conditions qui doivent ötre verifiees sur le contour de

ces corps, on a affaire ä une immense variöte de

problömes.

On dispose essentiellement de deux methodes dis-

tinetes pour intögrer les öquations de l'elasticite. L'une
est la methode des sdries, dont Fourier a fait un emploi
etendu dans sa theorie analytique de la chaleur. On

cherche des solutions particuliöres, solutions simples, des

equations de l'elasticite et on affecte ces solutions de

constantes arbitraires. Comme les öquations de l'elasticite

sont lindaires, en ajoutant un trös grand nombre
de ces solutions simples, on peut obtenir des solutions

generales en döterminant les constantes arbitraires de
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facon ä verifier les conditions au contour. Dans la deuxieme
methode, on part de Yequation de Laplace, qui joue un
röle essentiel dans toute la physique mathematique.
Cette deuxiöme methode convient particuliörement pour
la resolution des problemes d'equilibre elastique de

corps sollicites par une force concentree.
(Pour avoir d'amples details et une foule d'exemples

de ces methodes d'integration des equations aux derivees

partielles de la physique mathematique, consulter le
Cours d'Analyse de M. Boussinesq, Tome II, fascicule 2,

Complements p. 374-510.)
Le nombre des problömes d'ölasticitö qui sont resolus

rigoureusement est minime. L'un de ces problemes est
celui de M. Boussinesq, dont il a ete parle dans le compte
rendu des Iegons de M. Mesnager. Un autre est celui de

la sphöre isotrope (Lame, Kelvin, Almansi). Un troisiöme
est celui du cylindre (Tedone).

Pour les applications pratiques, il n'est pas indispensable

de posseder des solutions rigoureuses des problömes
d'elasticite. Souvent des solutions approchees, moins

compliquees que les solutions exactes, rendent d'aussi
bons Services. Une de ces methodes approchees, qui donne
des resultats avantageux dans le calcul des deformations
est celle de Ritz. Elle est moins utile, par contre, pour
le calcul des pressions.

Theorie de la torsion.

(Barre de Saint-Venant). Les theories que Coulomb
puis Navier avaient donnees de la torsion se basaient
sur l'hypothöse, admissible pour la flexion simple, que
les sections planes avant la torsion restaient planes
encore aprös celle-ci. De Saint-Venant a montre que ce

n'est vrai que dans le seul cas de la tige ä section circu-
laire. Pour toutes les autre formes- de section, c'est
inexact. Actuellement, la Solution rigoureuse du
problöme de la torsion a ötö donnöe pour une foule de formes
de la section, le cercle, l'anneau circulaire, l'ellipse, le

triangle equilatöral, le rectangle, plein ou creux, etc.,
etc.

Un moyen tres utile de rösoudre rigoureusement ou
d'une fagon approchee certains problemes de physique
mathömatique est de ramener la Solution de ceux-ci ä

celle de problömes döjä resolus dans d'autres parties de
la physique mathematique. II existe pour le problöme
de la torsion plusieurs analogies de cette espece. Voici
les deux les plus interessantes: Yanalogie de la membrane

(Prandtl, Phys. Zeitschrift, Vol. 4, 1903) et Yanalogie
kydrodynamique (Kelvin et Tait, Traitö de philosophie
naturelle, T. II).

Analogie de la membrane. Supposons un recipient ferme
ä sa partie superieure par une töle plane mince horizontale.

Percons dans cette töle une Ouvertüre ayant la
forme de la section que l'on veut ötudier pour. la torsion.
Fermons cette ouverture par une membrane mince, une
lame d'eau de savon- par exemple et augmentons legöre-
ment la pression & l'interieur du recipient, en y insufflant
un peu d'air. La membrane se bombe et forme ce que

Prandl appelle une colline au-dessus du plan de la töle-
On peut alors demontrer que cette colline jouit des

proprietes suivantes :

1° Les tangentes en chaeun des points de ses courbes-
de niveau donnent en ce point la direction de la composante

tangentielle de la pression.
2° L'intensite de la composante tangentielle est

proportionnelle ä la pente de la colline au point considere..
3° Le volume compris entre la membrane et le plan de-

la töle est proportionnel ä la Constante de torsion de la:
section etudiee. (Nous traduisons ici par Constante de
torsion le terme allemand de Drillungswiderstand. Voici
exactement ce que l'on entend par ce terme. Pour une
tige de section donnee, l'angle de torsion est proportionnel

au moment de torsion. Dans l'expression qüi He
cet angle de torsion au moment de torsion, il y a au deno-
minateur du 2me membre le produit du module d'elasti--
cite transversale G par une constante, celle que nous appelons

la constante de torsion. Cette constante mesure en
quelque sorte la resistance de la section ä la torsion)..

On voit sans peine l'importance de cette analogie pour
l'etude de la torsion. Par exemple, pour des sections for-
mees de rectangles minces et longs juxtaposes, eile montre
immediatement que la constante de torsion de la sectiom
totale est trös sensiblement egale ä la somme des
constantes de torsion des divers rectangles. Ceci s'applique
entre autres ä des profus Differdange en double T. De
möme, 1'analogie de Prandl est tres utile pour l'etude de
la torsion des prismes ä section creuse.

JJ'analogie hydrodynamique n'est pas moins precieuse.
Cette analogie ramene le problöme de la torsion d'une
tige ä celui du mouvement permanent plan bien continu.
d'un liquide dans un recipient cylindrique ferme dont la.
section est semblable ä celle de la tige consideree. Alors,.
la vitesse du liquide en un point de la section du recipient
a la direction de la composante tangentielle en ce point.
et il y a proportionnalite entre les intensites de cette
vitesse et de cette composante tangentielle.

Par exemple, 1'analogie hydrodynamique montre immö--
diatement le danger que presentent, dans une section,.
les angles rentrants. Dans le röcipient correspondant ä_

cette-section, les filets fluides se tassent prös du sommet
de l'angle rentrant et leur vitesse y devient trös grande.
La tension est donc trös considerable en ce sommet. De
la möme maniere, l'analogie hydrodynamique fait voir-
l'inutilitö d'angles saillants dans les sections sollicitees ä.

Ia torsion.

Plaques planes et plaques courbes.

La theorie de la flexion des plaques planes date de
plus d'un siöcle. Mais c'est Kirchhoff, vers 1850, qui a

enonce pour elles les hypotheses analogues ä celle de
Bernoulli que l'on prend comme base de la thöorie de la
flexion simple dans les poutres. Kirchhoff a admis que
tous les points de la plaque qui avant sa deformation par
la flexion etaient situcs sur une möme perpendiculaire;
ä son feuillet moyen restaient, aprös la deformation,
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sur une droite normale k ce feuillet moyen. De plus,
dans le feuillet moyen, il ne se produit ni extension ni
compression.

II faut d'ailleurs distinguer le cas des plaques planes
qui sont sollicitees ä la flexion par les forces qui leur
sont. appliquees et dont le feuillet moyen se courbe sous
l'action de ces forces, de celui des disques, oü les forces

exterieures sont contenues dans le plan du feuillet moyen
qui reste plan aprös la deformation. Signaions simplement
en passant, ä propos des disques, le probleme du disque

tournant, traite par Stodola et Grübler et celui de l'eprou-
vette percee d'un trou et sollicitee k la traction, etudie

par Preuss et par Kirsch.
Le nombre des problemes qui se posent ä propos de la

flexion des plaques planes est trös considerable. Ces

plaques sont soit libres, soit appuyees, soit encastrees sur tout
leur contour. Les conditions d'appui peuvent du reste ne

pas ötre les mömes le long de tout le contour et cela

complique beaucoup les calculs correspondants. De plus,
ces plaques ont des formes extrömement variees et pour
chaque forme particuliöre, il faut une Solution speciale.

Gräce k la symetrie qui simplifie les questions, la
plupart des problemes relatifs ä la plaque circulaire sont
resolus. Ceux concernant les plaques en demi-cercle sont
plus difficiles.

Navier a donne une Solution rigoureuse du problöme
de la plaque rectangulaire appuyöe sur tout son pourtour,
mais les series doubles qu'il obtient sont peu maniables.
Tout recemment, Nadai et Hencky ont, pour le möme

probleme, donne des solutions approchees plus directement

utilisables pour les praticiens. II faut rappeler aussi

que Ritz a resohl rigoureusement le problöme de la plaque

rectangulaire encastree. Les remarques genörales faites

plus haut ä propos de sa methode s'appliquent ögalement
ä la Solution qu'il a donnee dans ce cas particulier.

Enfin Galerkine s'est occupe de la plaque elliptique. II
a montre que, pour son calcul, on pouvait utiliser avan-
tageusement les rösultats obtenus pour la plaque rectangulaire

circonscrite ä l'ellipse formöe par son contour.
Une methode toute recente de calcul des plaques planes

est celle de Marcus qui se sert d'un procödö semblable ä

celui que Mohr a donnö pour la construction graphique
de la ligne elastique d'une poutre.

Tout ce qui precöde se rapporte aux plaques minces.

Les solutions obtenues pour ces plaques minces ne

s'appliquent pas aux plaques dites tres minces, qui sont beaucoup

plus flexibles que les precödentes et oü les flöches

sont beaucoup plus grahdes. Elles ne s'appliquent pas non
plus aux plaques epaisses pour lesquelles les hypothöses
de Kirchhoff ne sont pas valables, pas plus, par exemple,

que l'hypothese de Bernouilli n'est legitime pour le calcul
des pieces ä forte courbure, crochets de grue ou de

wagon.
Plaques courbes. La theorie des plaques courbes a ötö

faite d'abord, inais d'une maniöre trös abstraite, par Love.
En 1913, Fankhauser ramöne le calcul de la plaque courbe

spherique ä l'integration d'une equation differentielle du

5me ordre. H. Keller, ä cause de l'importance pratique
du probleme (pour les fonds de chaudiere, par exemple)
a cherche ä integrer cette equation par la methode des
difförences. Mais les calculs que necessite le procede de
Keller sont d'une longueur rebutante.

Reissner, par un choix difförent des variables, a ramene
le probleme ä l'integration d'une equation du 4me ordre
seulement que Meissner a reduite, ä son tour, ä celle de
deux equations du 2me ordre. Bolle, un öleve de Meissner,
a consacre sa these au calcul des plaques courbes sphe-
riques. Plus tard, d'autres öleves de Meissner, Wissler et
Dubois ont traite les plaques courbes en forme de tore
et en forme de cöne ä epaisseur constante. Enfin, Honeg-
ger, en utilisant une remarque faite en 1915 par Meissner
egalement, s'est occupe du calcul des plaques coniques k
paroi d'epaisseur variable suivant une loi linöaire.

(Sur toutes ces questions des plaques planes ou courbes,
le lecteur trouvera d'abondants renseignements dans

l'ouvrage de Föppl intitule « Drang und Zwang », Vol. 1,

p. 125-232 et Vol. 2, p. 1-55. Ce dernier volume, p. 55-160
contient aussi une theorie trös developpee de la torsion).

Le temps nous manque pour rösumer d'une facon digne
de leur valeur les autres cours auxquels nous avons eu
le privilege d'assister. Les deux exemples qui precedent
montrent assez la variete et la richesse des apercus donnes
dans les cours de Zürich.

Nous n'avons eu le plaisir de pouvoir prendre part
aux excursions du Wäggital et du Gotthard, pour
lesquelles les inscriptions ötaient nombreuses.

Disons simplement pour terminer que le Comite central
et la Commission des cours avaient organisö le mercredi
soir 3 octobre un däner au « Zimmerleuten » en l'honneur
des professeurs des cours. Ils ont eu l'amabilite d'y inviter
le Bulletin technique. Des paroles cordiales y furent pro-
noncees par M. Andreae et par M. Mesnager qui, avec
ömotion, remercia encore la Suisse de l'accueil fait aux
blesses de la grande guerre. Ce dlner a ete suivi d'une
seance ä la Societe Zurichoise des Ingenieurs et des

Architectes, ä laquelle les professeurs du cours et les

participants pouvaient assister et oü l'on discuta la
question brülante de l'exportation de l'önergie ölectrique
aprös un rapport interessant du Dr Ing. B. Bauer, de

Berne, sur ce sujet.
Maurice Paschoud,

Professeur a l'Universite de Lausanne»

Concours pour l'etude d'un Musee des Beaux-Arts
ä er iger ä la Chaux-de-Fonds.

(Suite1.)

N° 4, «Lumiere ». Projet presentant de bonnes qualites dans
son ensemble. L'entree commune au- parc et au Musee est bien
etudiee, cette Solution a cependant l'inconvönient d'exiger un

.developpement du vestibule trop important. Le plan du

Voir Bulletin tethnique du 24 novembre 1923, page 295«
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