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Définition générale de I'ellipse
d’élasticité des systémes articulés.

Par B. MAYOR, professeur.

La notion d'ellipse d’¢laslicilé posséde un sens précis
dans le cas ol I'on envisage un groupe de barres apparte-
nanl & un systéme (riangulé el libre dans son plan. Elle
perd loule significalion en revanche, aussi bien dans le
cas d'un systeme conslilué d’une maniére arbilraire, que
dans celui d’un systéme (riangulé assujelli & des liaisons
qui ne peuvenl élre réduiles & un encastrement unique.

Il est cependant possible, comme je me propose de le
montrer ici, de définir un élément géomélrique qui n’est
soumis & aucune de ces reslriclions el qui, de plus, se con-
fond avec I'ellipse d’élaslicilé dans tous les cas ot la défi-
nition usuelle donne un sens & cetle nolion.

On parvient de la maniére la plus simple a cel élément
par I'emploi de coordonnées Lrilinéaires d'un lype parlicu-
lier. Et comme on peul allribuer 4 ces coordonnées une
origine qui met immédiatement en évidence leurs proprié-
lés mécaniques ; que, d’aulre parl, elles se prétent avec
une grande facilité a 'étude des probléemes de la méca-
nique appliquée out la considération des propriélés des-
criplives est prépondéranle, nous commencerons par en
faire une élude sommaire.

I.

1. Considérons, dans un plan, trois axes u, v, w, ¢’esl-
a-dire trois droiles sur chacune desquelles un sens de par-
cours posilif ait été arbilrairemenl choisi. Supposons
de plus, que ces droites forment un triangle qui sera dit le
triangle de référence.

Une force quelconque F élant donnée dans le plan de
ce triangle, imaginons qu'on la décompose en (rois com-
posanles admellanl respectivement les axes u, v, w, pour
lignes d’action; convenons ensuile de désigner par X,
Y et Z les intensilés des composantes oblenues, chacune
d’elles élant affectée du signe plus ou du signe moins,
suivant que son sens concorde ou ne concorde pas avec
le sens de parcours posilif choisi sur 'axe correspondant.
Comme la décomposilion d'une force suivanl Lrois direc-
tions non concourantes est loujours possible d’une maniére

el d'une seule, a toute force F correspond ainsi un sys-
teme de valeurs el un seul des lrois quanlités X, ¥ el
Z. Réciproquement d’ailleurs, a toul systéme de valeurs
de ces mémes quantilés correspond manifestement une
force el une seule. En conséquence, les quantités X, ¥, Z
seronl diles les coordonnées de la force F relativement au
triangle de référence choisi.

2. Le résultat qui précéde peul élre inlerprété d'une
maniére un peu différente.

Toul d’abord, si I'on déplace la force F sur sa ligne
d’action sans changer son inlensilé ni son sens, ses coor-
données ne subissenl aucune modificalion. D’aulre part, si
I'on multiplie par un nombre quelconque p l'intensilé de
F, ses coordonnées se lrouvenl égalemenl mullipliées par
le méme facteur p. D’apres cela, les quanlités X, Yel Z
peuvenl done élre considérées comme les coordonnées
homogénes d’'une droile qui se confond avec la ligne d’ac-
tion de la force F.

Considérées a ce dernier poinl de vue, les quantilés X,
Y et Z forment bien un systéme particulier de cordonnées
trilinéaires : elles sonl en effet proporlionnelles aux dis-
lances qui séparenl les sommets du triangle de référence
de la droile considérée, les facteurs de proportionnalilé
élanl respectivementl égaux aux inverses des hauleurs de
ce Lriangle.

Ajoulons encore qu’il ne résulle aucune ambiguité du
double sens que I'on peul attribuer aux quantilés X, Y et
Z si, du moins, on a soin de spécifier dans chaque cas la
nature de I'élément auquel elles se rapportent.

3. Les coordonnées qu'on vienl de définir jouissent de
propriélés évidenles, mais essenlielles.

Considérons, en premier lieu, des forces Fy, Fy,... Fj,
Iy en nombre quelconque, el désignons, d'une maniére
générale, par X;, Yi, Z; les coordonnées de F;. Le Lhéo-
reme des moments monlre alors immdédialement que les
coordonnées X, Y, Z de la résullante de ces forces sonl
données par les formules

n

X == I

) n
Yol adh Wi,
1

A = :«_{,'Zi.
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Considérons ensuile deux droites quelconques, /; el ly,
admellant respectivement pour coordonnées homogénes
X,, Yy, Z, el Xy, Yy, Zy. 11 résulle alors immédialement
de la propriété qui précede que les formules

X=1X,+pXg

Y=21Y% +p¥,

Z=1Z;+pZ
définissent, quelles que soient les valeurs allribuées a 4 el
1, une nouvelle droite qui passe par le point de rencontre
de [, et de ly. 11 est visible, de plus, qu'en donnanl au rap-

A - g
port — toutes les valeurs possibles, la droite correspon-

dante engendre complétement le faisceau déterminé par
[y et [y

4. L’intensité d'une force quelconque s’exprime facile-
menl en fonction de ses coordonnées.

Admettons, en effel, qu'on ail fixé les sens sur les axes
u, v, w, de maniére que les sens de rotalion qui en résul-
tent soient tous positifs pour un point situé a intérieur
du triangle de référence. SiI'on désigne alors par A, B el
C les angles de ce triangle, un calcul élémentaire donne
facilement pour le carré de linlensilé d’une force I de
coordonnées X, Y, Z, Uexpression

Fe—X2 4} V2 4 72—
—2YZcosA—2ZXcosB—2XYcosC

qu'on peut également, en désignant par ¢ I'unilé imagi-
naire, mettre sous la forme suivante

F2—= (XeiB 4 Yeid —Z)(Xe B4 Yed —7).

Les poinls circulaires du plan du triangle de référence
peuvent élre regardés comme les enveloppes des lignes
d’action des forces dont les inlensilés sont nulles, mais
dont les coordonnées conservent des valeurs finies. Ils se-
ront donc représentés en coordonnées-lignes par I'équation

X2 4 Y24 72—

—2YZcosA—2ZXcosB—2XYcos C=0

qui, d’ailleurs, se décompose dans les deux suivanles :
XeB 4 YVeid —7Z=0
Xe B4 Yed —7Z=0

5. Aux coordonnées de forces ou de droiles, qui vien-

nent d’¢tre définies, correspondent dualistiquement des
coordonnées ponctuelles donl I'origine mécanique est toul
aussi simple.

Considérons, en effet, une masse de nalure arbilraire
el d’intensité m, concenlrée en un poinl que nous désigne-
rons également par m el qui peul élre quelconque dans le
plan du triangle de référence. Convenons ensuile de dési-
gner par x, y el z les momenls statiques de celle masse
relativement aux axes u, v, w, ces moments slatiques élant
affectés du signe qui résulte de la convention suivante :
dans le cas oil le sens fix¢é sur l'axe envisagé donne lieu &
un sens de rotation posilif par rapporl au poinl m, le signe
du momenl slatique esl le méme que celui de la masse
considérée ; lorsque, au contraire, ce méme sens de rota-
tion devient négaltif, le signe du moment statique est 'in-
verse de celui de la masse.

A toute masse concentrée correspond ainsi un systeme

de valeurs el un seul des quanlilés z, y, z. Réciproquement,
a loul systéme de valeurs de ces quanlilés on peut faire
correspondre une masse concentrée m dont I'intensité el
la position sont délerminées sans ambiguilé. D'une part,
en effet, les distances du poinl m aux cotés du triangle de
référence sont entre elles dans les mémes rapports que les
quantités x, y, z, el I'on sail que ces rapporls suffisent
pour délerminer la position de ce point. Daulre part,
enfin, la position de ce point étant déterminée, I'une quel-
conque des quanlités x, y ou z permel ensuile de déter-
miner l'inlensilé de la masse. En conséquence, les quanti-
Lés x, y, z seront diles les coordonnées de la masse m. On
peut d’ailleurs remarquer immédiatement que l'intensité
d’'une masse s'exprime linéairemenl en fonction de ses
coordonnées.

Prenons, en effet, comme sens posilifs sur les axes
u, v, w ceux qui ont été déja choisis au paragraphe précé-
dent. Si T'on désigne alors par a, b, ¢ les longueurs des
colés el par S la surface du lriangle de référence, on ob-
lient immédiatement, pour lintensité dune masse m de
coordonnées x, y el z, 'expression

ax+by—+c:z
n=——g5

6. Comme dans le cas d'une force, les coordonnées
d'une masse sonl susceptibles d’'une deuxiéme interpré-
lation

Si I'on multiplie, en effel, par un facteur arbitraire une
masse sans changer son point de concentralion, ses coor-
données sonl évidemment multipliées par le méme facteur.
On en conclul que les quanlilés x, y, z peuvenl encore
élre regardées comme les coordonnées homogeénes du
poinl de concenlration de celle masse, ce qui, d’ailleurs,
esl évident.

D'autre part, les propriélés générales de ces nouvelles
coordonnées sont enlieremenl analogues a celles qui carac-
térisent les coordonnées d'une force.

Considérons, en effet, un systéme de masses my m,...
mi,... my en nombre quelconque, el désignons, d'une ma-
niere générale, par i, yi, zi les coordonnées de la masse
m;. 11 résulle alors immédiatement de la théorie des mo-
menls slaliques que les coordonnées x, y, = de la masse
résultante du systéeme sonl données par les formules sui-

vanles :

o == P50
n
L
y = 2yi
: '
n
2 S
MDY )
1

Si l'on désigne ensuile par @y, yy, 7 el @g, ya, % les
coordonnées homogenes de deux poinls quelconques my el

my, on vérifie sans aucune peine que les formules
= Az + p Xy
y =4y +pys
z = Az + Kz
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définissent, quelles que soienl les valeurs de A et de p, un
point de la droite qui réunil m; el mo. Il est visible, de

; A
plus, qu'en donnant au rapporl —- des valeurs convena-

/
bles, on peul oblenir lous les poinls de la droite consi-
dérée.

7. Une formule que nous allons élablir mel bien en
évidence les relalions exislanles enlre les coordonnées
d'une force el celles d'une masse.

Considérons simultanément une masse m el une force
F dont la ligne d’action sera loujours assimilée & un axe
ayant le sens méme de la force. Convenons ensuite de dé-
signer sous le nom de moment relatif de ces deux élé-
ments, le produil de I'intensité de la force pour le momentl
stalique de la masse relativement & la ligne d’action de F,
ce momenl slalique élant pris avec le signe qui résulle de
la convention faile précédemment. Enfin, proposons-nous
de déterminer la valeur de ce momenl relalif en fonclion
des coordonnées X, Y, Z de la force el des coordonnées
x, y, z de la masse.

Observons, & cel effet, quen vertu d’un théoreme hien
connu, la somme des moments relalifs d'un nombre quel-
conque de forces par rapport & une méme masse esl égale
au momenl relalif de cette masse el de la résullante des
forces considérées. El comme X, Y el Z sonl précisément
les composanles de la force [ suivant les axes u, v, w, le
moment relalif cherché, que nous désignerons par la nola-
lion (F, m), a évidemmenl pour valeur

(F,m)=Xx+Yy+4+Z-:

8. Des conséquences essenlielles découlenl immédia-
tement de la formule qu'on vienl d’établir.

Le moment relatif d'une force et d'une masse s'annule
dans le cas ol le point de concentralion de la masse esl
situé surlaligne d’action de la force. Il ne sannule méme
que dans ce cas si, du moins, on suppose comme nous le
ferons dans la suile, que les intensités de la force el de la
masse sonl différentes de zéro. En conséquence, la relation

Xe+Yy+2Zz=0
exprime la condilion qui doil étre remplie pour que la
masse m soil concenlrée en un poinl de la ligne d’aclion
de F.

D’apres cela, lorsqu'on regarde X, Y el Z comme les
coordonnées homogenes d'une droite el z, y, z comme les
coordonnées homogeénes d’un poinl, I'équalion précédente
exprime que ce point et celle droile sonl unis. Dés lors, si
I'on convient de considérer X, Y el Z comme des varia-
bles, celle équation représente le poinl admettant x, y el
z comme coordonnées poncluelles; elle représente, au
conlraire, la droile admellant X, ¥, Z pour coordonnées-
lignes, lorsque x, y el z sonl les variables.

9. Sans insister plus quil ne convienl sur ce poinl, il
n’est cependant pas inulile de remarquer que les formules
de transformation des coordonnées peuvenl s'oblenir lrés
simplement.

Désignons, en effet, par X, Y el Z les coordonnées
d'une force quelconque F' relalivemenl & un premier sys-

teme d'axes u, v, w qui, cela est bien enlendu, doivent
former un (riangle. Soienl ensuile X', Y" el Z’ les coor-
données de la meme force relalivemenl & un deuxiéme
systeme d’axes u', o', w'.

Pour oblenir les relalions qui lienl ces coordonnées,
considérons lrois forces d'intensité unité admeltant pour
lignes d’action les axes «’, o' el w’ el désignons par

ay, y, g
by, by, by
€y, Cg Cg
leurs coordonnées respeclives par rapporl au premier sys-
teme d’axes. Les coordonnées, par rapporl au méme sys-
teme, des composantes X', Y’, 7' de la force F ont alors
évidemmenl pour valeurs
Xay, X'as, X ag
Y'by, Y'by Y'by
Z'cj, Z'cq, Z'cy
d’ou résultent immédiatement, en vertu du paragraphe 3,
les formules
X = Xa + Y'by + Z'c,
Y = Xag + Y'by + Z'cy
Z = Xag+ Y'bg+ Z'cq
qui permellent précisément de passer du premier au deu-

xieme sysleme d’axes. (A suivre).

Chemin de fer Neuchatel-Chaumont
Tramway et Funiculaire.
(Suile el fint).
Par Philippe TRIPET, ingénieur.
5. Matériel roulant.

Section du [uniculaire. — Les voilures du funiculaire
de Chaumont mérilenl une mention loule spéciale, eu
égard a leur construction originale. Les dimensions prin-

cipales de la caisse sonl les sulvantles :

longueur I 8710 mm.
largeur (sans les portes) . . 2460 »
hauteur depuis les rails . . 3255 »

Elles comportent :

A laval : 1 coupé de 15 places debout;

au milieu: I coupé de 27 places assises ;

A Pavanl: 1 coupé a bagages de 5 m2 de surface, pou-
vanl contenir en cas d'affluence, 18 voyageurs deboul.

La capacilé lotale des voilures est done de 60 voya-

geurs.

7000 kg.
En charge de 60 voyageurs . 11500 »

Tare des voilures

Les caisses, recouverles extérieurement de lamelles en
hois de teak, reposent sur des chassis rigides en fers as-
semblés, de la construclion ordinaire et connue de la fon-
derie de Berne, par I'inlermédiaire de ressorls, de sorte

que leur roulement esl tres doux, méme sur les parlies a

I Voir N° du 10 novembre 1911, page 239.
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