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Application de la statique graphique aux systémes
de T'espace.

Par M. B. Mayor, professeur.

(Suite et finl).

CHAPITRE IX

Le principe des travaux virtuels.

123. Le travail d’une force dont le point d’application
subit un déplacement virtuel donné, peut étre déterminé a
'aide d’un procédé trés spécial, lorsque cette force et ce
déplacement ont été représentés dualistiquement.

Pour plus de généralité, considérons en effet deux
vecteurs (F,) et (Fy) ayant une méme origine, et admet-
tons, sans préciser davantage, que l'un de ces vecteurs
représente une force et I'autre le déplacement virtuel de
son point d’application. Si I'on désigne par X,, Y, Z; les
composantes de (F)) relativement & un systéme d’axes rec-
tangulaires et par X,, Y,. Z, celles de (Fy) par rapport au
méme systéme, le travail virtuel de la force considérée a
pour valeur

0T=X, X+ Y, Yo+ Z, Z,.

On peut transformer cette expression en introduisant

les éléments représentatifs des vecteurs considérés.

Désignons, dans ce but, par F; et F'y lés vecteurs re-
présentatifs des conjugués de (Fy) et de (Fy), et admettons
que les axes coordonnés choisis soient tels que le plan @
Oy coincide avec le plan /I et I'origine avec le centre de
la circonférence directrice. Toutes les formules établies au
paragraphe 36 deviennent applicables et, en particulier,
la ligne d’action de I’y a pour équation

x Yy —y Xog+ aZy=0.

Un calcul élémentaire montre alors immédiatement
que les coordonnées &y, 7, de I'antipole Py de cette droite
par rapport a la circonférence directrice vérifient les rela-
tions

&7y,

D’autre part, en désignant par X';, Y’;,... les coordon-
nées du conjugué de (Fy)., par X5, Y,,... celles du con-
jugué de (Fy) et par «'y, iy les coordonnées du point
représentatif de (F)), les formules du paragraphe 36 don-
nent encore :

X, =—X,, Y, =—Y
; N/ I\!l
=34 1 L=,
el
. N 1 . v " x
51:71:7(301 Yy — 'y X'p).

1 Voir Bulletin technique 1908, page 287.

Dans ces conditions, 'expression de travail virtuel peut
étre mise sous la forme suivante

o e | e
0 T=—5 Noyl@@1— &) Y1 — @1 — 7 X))
qu’il est bien simple d’interpréter.

La quantité
(@'y — &) Y| — 'y — 79 Xy

représente, en effet, le moment de I/, par rapporta l'an-
tipole Py, tandis que N', est égal au moment de F'y relati-
vement au point O.

Par suite, considérons une masse fictive concentrée en
P, et ayant N’y pour intensité. Cette masse dépend unique-
ment de F’, et comme, en outre, elle définit completement
ce vecteur, on peut I'appeler sa masse représentative.

Dans ces conditions, I’expression

N [(&y — &) Y — (s — 72) X4]

est égale au produit de F’; par le moment statique de la
masse considérée velativement a la ligne d’action de .
Et comme il est naturel d’appeler simplement ce produit
le moment statique par rapport au vecteur F’;, on voit
gue pour obtenir le travail virtuel qui correspond a deux
vecteurs de méme origine, il suffit, aprés avoir déterminé
les vecteurs représentatifs de leurs conjugués, de calculer
le moment statique de la masse représentative de 'un de
ces derniers vecteurs par rapport a I'autre, puis de diviser
ce moment statique par le facteur a2.

124. Le résultat qu'on vient d’obtenir permet, dans
certains cas, de déterminer les tensions dans les systemes
statiquement déterminés.

Considérons un systeme articulé libre dans I'espace et
en équilibre sous l'action de forces extérieures concentrées
en ses nceuds. Supposons que toutes les notations fixées
aux paragraphes 85 et 86 aient été conservées et rappelons
que, lorsqu’on imprime a ce systeme une déformation vir-
tuelle arbitraire, la somme des travaux des forces exte-
rieures est égale a la somnme des travaux des forces inté-
rieures. En conséquence, a loute déformation virtuelle bien
définie on peut faire correspondre une équation renfer-
mant comme inconnues les tensions des diverses barres.
Si dailleurs celte déformation est choisie de maniere que
seule la barre (lir) subisse un allongement virtuel olix, les
autres barres conservant des longueurs invariables, I'équa-
tion correspondante prend la forme

0 Te = Tik 0lix,
en convenant de désigner par 07, la somme des travaux
des forces extérieures et par Tix I'intensité de la tension
dans la barre lir. Des lors, il devient possible de calculer
Tix.

Ces principes rappelés, admetlons que le systeme ait
été représenté dualistiquement sur le plan /7, de maniére
qu’on connaisse la figure fondamentale formée par les
droites Ui et les forces I'/i. Imprimons & ce systeme une
déformation virtluelle que nous supposerons toul d’abord
quelconque et imaginons que pour la définir, on ait choisi,
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[1le prix : projet « MCMIX »,
de MM. Chable et Bovet, architectes, & Neuchatel.
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arbitrairement d’ailleurs, les masses représentatives qui
correspondent aux déplacements virtuels des divers nceuds.
Si on convient de désigner d’une maniére générale par
m; la masse qui correspond au nceud (44), la regle énon-
cée & la fin du paragraphe précédent permet de déter-
miner les travaux des forces extérieures et intérieures.

GYMNASTIQUE

[VEsmeoe
=
VESTIAME

D’une part, en effet, le travail de la force extérieure
: N :
(Fy) est égal, au facteur —- prés, au moment statique de
a?

la masse m; relativement & la force F';; dans ces condi-
tions, I'évaluation de la somme des travaux des forces
extérieures est immeédiate.

Pour obtenir ensuite la forme que prend la somme des
travaux des forces intérieures, considérons, par exemple,

o LG . 2l labarre (L) quiréunit les deux neeuds (4;) et (Ax). A cette
4] b o TR ~ . T USK | . .
_~ ; N f z \ barre correspondent deux forces intérieures représentées
VI - Rt h e L dans la figure fondamentale par deux vecteurs 7" et 7'y,
ROUTE. RES SABLONS égaux, mais de sens opposés et ayant la droite I/ix pour

Plan da rez-de-chaussée. ligne d’action commune. Imaginons alors qu’on ait choisi,
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projet « MCMIX », de MM. Chable et Bovet,
architectes, a Neuchatel.

IITe prix :

arbitrairement d’ailleurs, un sens positif sur cette droite et
convenons d’attribuer & 7" une valeur positive lorsque
cette force est dirigée dans le sens positif de I'axe l'ii. On
voit immédiatement que la somme des travaux virtuels des
deux forces intérieures considérées est égale, au facteur

,:_2 prés, au produit de 7"y par la différence des moments

statiques des deux masses m; et my relativement a I'axe
I'ix. Et comme les travaux virtuels des autres forces inté-
rieures peuvent étre évalués d’une maniére analogue,
Péquation relative & la déformation définie par les masses
m; s’obtient sans aucune difficulté.

D’autre part, il est possible d’indiquer les conditions
qui doivent étre remplies par les masses mi pour que I’é-
quation correspondante permette le calcul d’une tension
désignée a I’avance.

A cet effet, considérons encore la barre (li) el suppo-
sons que les deux masses m; et my soient telles quelles
forment un groupe harmonique avec leur centre de gra-
vité et le point de rencontre de la droite qui les réunit
avec la droite V. La différence de leurs moments statiques
sgannule alors par rapport a cette derniere droite, et il en
est de méme de la somme des travaux des deux forces
intérieures qui correspondent & la barre considérée. Pour
simplifier un peu le langage, nous conviendrons de dire
que, lorsque ces condilions sont remplies, les masses m;
et my sont conjuguées par rapport a la droite Ui

D’aprés cela, pour obtenir la tension dans une barre

HALLE

o€

qymnastiooe  Jf

VIDE ov
=
VESTIAIRE

Plan du 1¢v étage.
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donnée, il suffira de choisir les masses m; de maniére que
toutes celles qui correspondent & deux nceuds situés sur
une barre autre que la barre donnée soient conjuguées
par rapport a la droite de la figure fondamentale qui
correspond & cette barre. Un pareil ensemble de masses
définit une déformation virtuelle qui laisse inaltérées les
longueurs de toutes les barres, a I’exception de celle de la
barre donnée; il conduit, en conséquence, a4 une équation
qu’on forme sans difficulté et qui renferme comme seule
inconnue la force représentative de la conjuguée de la
tension cherchée.

[’équation qui correspond a un systéme donné de mas-
ses lictives résulte immédiatement du fait que les forces
extérieures et intérieures qui sont appliquées & un nceud
quelconque du systeme se font équilibre.

Considérons, en effet, le nceud (4;) et exprimons que
la somme des moments des forces représentives des conju-
guées des actions inlérieures et extérieures s’annule par
rapport a un point m; quelconque dans le plan /I. Multi-
plions ensuite la relation ainsi obtenue par une quantité
arbitraire & laquelle nous ferons jouer le role d’une masse
fictive concentrée au point m; et que, pour celle raison,
nous désignerons par mi. Enfin, supposons qu’apres avoir
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répété des opérations analogues pour chacun des nceuds
du systeme, on additionne membre toutes les relations ob-
tenues. Il est alors immeédiatement visible que I'équation
résultante obtenue est précisément celle qui correspond &
la déformation virluelle définie par les masses m;.

D’apres cela, la méthode qui précéde résulte de consi-
dérations trés élémentaires. Cependant, comme nous allons
le voir, il n’était pas inutile de faire ressortir les liens qui
la rattachent au principe des travaux virluels.

En premier lieu, on concoit sans aucune peine, en ef-
fel, que la recherche des masses fictives conduisant a une
équation renfermant une seule tension inconnue peut élre
singuliérement facilitée lorsqu’on sait que ces masses re-
présentent les déplacement virtuels que subissent les nceuds
du systéme lorsqu'une seule barre s’allonge infiniment peu.

D’autre part, supposons que le systéme considéré soil
librement dilatable. 11 est alors possible d’attribuer aux di-
verses barres des allongements infiniment petits absolu-
ment arbitraires. Le principe des travaux virtuels permet-
tra donc, dans ce cas, de déterminer lestensionsproduites
dans toutes les barres, ce qu’on exprime en disant que le sys-
teme considéré est statiquement déterminé. On peut affir-
mer, dés lors, que dans tout systéme statiquement déter-
miné, il est possible de faire correspondre a chaque barre
un ensemble de masses fictives telles que I’équation cor-
respondante renferme comme seule inconnue la tension
dans la barre considérée.

On peut remarquer maintenant que la méthode suivie
au paragraphe 90 pour le calcul de la tension dans la barre
(l;7) n’est qu’un cas particulier de celle que nous venons
d’exposer. Les masses fictives correspondent aux nceuds de
la couronne supérieure de la coupole et ont été concen-
trées aux points m,, my,..., de la figure fondamenlale 2 de
la planche VI. Elles sont égales en valeur absolue, mais
alternativement de signes contraires. De plus, il estvisible
qu’elles correspondentaune déformation virtuelle qui n’al-
longe que la barre (l;;) et ne déplace que les nceuds de la
couronne supérieure.

La méthode qui précede est évidemmentapplicable aux
systemes plans. Mais comme on peut, dans ce cas, suppo-
ser que toutes les masses ficlives sont égales entre elles, on
retombe sur une méthode connue et qui, sauf erreur, a été
signalée pour la premiére fois par M. Saviotti.

Pour déterminer les travaux virtuels a I'aide de laregle
énoncée, les déplacements virtuels ont été, dans tout ce qui
précede, remplacés par des masses ficlives. Il est clair
qu’on peut aussi remplacer les forces données et les ten-
sions inconnues par de nouvelles masses fictives, les dé-
placements virtuels des nceuds étant alors représentés par
des vecteurs. On est ainsi conduil, pour la recherche des
tensions, a4 une nouvelle méthode, qui est, en quelque
sorte, dualistique de la précédente. Mais comme elle exige,
en tout premier lieu, la recherche de la figure réciproque
de la figure fondamentale par rapport a la circonférence
directrice, elle ne parait guére susceptible d’applications
simples, el nous nous bornons, ici, & la signaler sans la dé-
velopper.

Le béton armé et les tremblements de terre.

Conférence de M.S. de Mollins, faite le 27 mars 190! devant
la Sociélé vaudoise des ingénieurs el architectes.!

Choix des matériaux.

Les qualités demandées aux matérianx correspondent
a la définition méme du béton arme.

Les matériaux anciens tels que : bois, maconnerie, meé-
lal, ne donnaient que de mauvais résultats, tant par I'in-
suffisance de leur résistance aux secousses sismiques que
par leur destruction facile par I'incendie qui suit toujours
ou accompagne tout tremblement de terre.

Je n’insisterai que sur I'une des principales qualités
intrinséques & réaliser par les matériaux employés, qualité
suffisamment mise en lumiére par d’autres communica-
tions.

L’homogéndéité, qui permet 'unité de vibration et d’ac-
célération, facteur indispensable a la conservation des
édifices en cas de séisme. Or, qu’un édifice soit construit
en maconnerie ou en maconnerie et métal, chacune des
parties vibre pour son comple avec les accélérations cor-
respondantes et I'on assiste alors dans les séismes a ce
spectacle courant de la projection de matériaux en tous
sens (fig. 1).

Fig. 1. — Brisure des constructions en bois, ce qui montre
l'insuffisance de liaison entre les diverses parties de la
construction.

Cette remarque permet de ramener a leur juste valeur
toutes les apprécialions théoriques élogieuses sur les cons-
tructions composées de matériaux hétérogénes, juxlaposes,
et plus ou moins bien réunis. Dans cette catégorie rentrent
toutes les contructions en bois et toutes les constructions
en métal avec remplissage ou garniture en maconnerie,
terra cotta, tole, brique, ete.

Le béton armé, outre ses qualités de grande résislance,
de continuité, d’élasticité et d’incombustibilité, offre au
plus haut point celle qualité d’homogénéité indispensable :
le métal en éléments de petit échantillon emprisonnés
dans la masse la rend fibreuse en méme temps que la gan-
gue enveloppe celui-1a, le prolege et rend son action uni-

1 Cette conférence est la reproduction d'une conférence faite par
M. Flament devant la Société des ingénieurs civils de France.
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