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Résolution, par voie nomographique, des équations
linéaires simultanges.

dar . DUMAS,

Dr és-sciences, privat-docent & I'Ecole polylechnique fédeérale.

Résoudre un systeme d’équations lincaires a plusieurs
inconnues est une opération fréquente en sciences appli-
quées. Diverses méthodes, ingénieuses et variées, se rédui-
sant pour la plupart & cerlaines construclions graphiques,
permettent d’obtenir facilement les valeurs des inconnues!.
La réegle a caleul peut étre fort utile également. Cest ce
que montre M. Runge, dans son excellent traité sur la ré-
solution des équations2. Nous nous proposons de donner
ici la description d’un nomogramme ou abaqgue, pl. 8, per-
mettant de résoudre avec rapidité les systemes d’équations
linéaires a deux inconnues :

(Az + By + C =

'A% 4+ By + ("=0
(e nomogramme peut abréger aussi notablement les
calculs nécessaires a la résolution d’un systeme d’équations

M

du premier degré a n inconnues x, 1y, z, ...
Il est surtout avantageux quand les équations données
le sont sous la forme

(b =tgam 4='b

ly=du+V

et que leurs coefficients «, «/, b, V', ainsi que les valeurs
de x el y, pour lesquelles elles sont salisfaites, se main-
tiennent dans des limites déterminées. Dans de pareils cas,
des abaques, construits comme celui que nous établissons
ici, mais adaptés aux intervalles spéciaux de variation des

(2 .

quantités a, «, b, ¥/, i, y pourraient rendre de grands ser-
vices, car ils permettraient d’obtenir directement, par deux
Jectures uniquerment, les valeurs des deux quantilés wely,
étant données celles de a, o/, b et b,

On-pourrait méme, en construisant ces derniers abaques,
supposer que «, i, «, @, b, b’ varient dans des champs pas-

1 Voir & ce propos Encyclopazdie der mathematischen Wissenschaf-
ten, t. 1, p. 1014,

2 r (0, RunGe, Pracis der Gleichungen, collection Schubert t. X1V,
hensche Verlagshandlung, 1900.

Leipzig, G. J. Gosc

sablement restreints. Quelques petites transformations —
qui toutes se feraient mentalement — permettraient alors
de déterminer @ et 1y, quelles que soient, pour ainsi dire,
les valeurs de a, a/, b et . Cest ce que nous montrons
a propos de ’abaque établi, pl. 8, en supposant b et b’ com-
pris entre — 20 et + 60, tandis que + 1 et +'20 sont les
limites inférieures et supérieures des valeurs absolues de
aeta.

* ¥

Prenons la premiere des équations (2),

(3) - y=—ax+Db ’
et remplacons-la par le systeme
Iz -
—X—=a '

;i |
() y=— X -{1h)

Tout systéme de valeurs x, i satisfaisant a (3) vérifiera,
lorsqu’on donne a X une valeur convenable, le systeme
d’équations (4) et (5). La réciproque est vraie. X n’est, en
définitive, qu’une inconnue auxiliaire.

Posons maintenant

==l
&L

et écrivons I’équation (4) :

(6) uXi—="a.

Elle représente, rapportée, fig. 1, & un systeme d’axes rec-
tangulaires Ou et O\, une hyperbole équilatere, dont seule
la branche située au-dessous de OX se trouve figurée,
branche que nous désignons par a. Un quelconque, M, des
points de cette branche a respectivement, comme abscisse
el ordonnée, les longueurs OP et OR.

On a: O
(1) OR.OP = a, JR

de sorte que si, le long
de l'axe des u, nous pla-
cons une échelle () de

: : 1
la fonction — telle que
¥ H

lout point coté @ sur u
celle-ci,soitala distance Fig. 1.




222 BULLETIN TECHNIQUE DE LA SUISSE ROMANDE

1 . 2 =
o du point O, nous aurons commeconséquence de (7), et

en désignant par « la cote de R :

(8) L OP — a.

X

Soit, d’autre part, fig. 2,
yOX un autre systeme
d’axes rectangulaires et b
la droite qui, dans le plan
de ceux-ci, admet comme
équation la relation 5. Le

échelle réguliere (y), telle
que la cote de 'un quel-
Fig. 2. conque de ses points re-
présente, prise avec son

_signe, la distance de ce point a I’origine O.
N étant maintenant celui des points de la droite b, d’abs-
cisse OP égale a la longueur OP de la figure 1, on aura,

y désignant la cote du point Q :

©) y = 0P + b

el, par conséquent, a cause de (8) el (9), entre le x et le y
des figures 1 et 2 la relation (3) dont nous sommes partis.

. / ,

il

.

Si, done, nous superposons les figures 1 el 2, comme on
I'a fait dans la figure 3, en ayant soin de placer un sur
'autre, n’importe comment, les axes Oy el Ow, nous
voyons qu’a tout systeme de valeurs a, i, vérifiant I’équation
(3), correspond, fig. 3, un contour reclangulaire yNM.
dont les sommels N et M se trouvenl respectiverment sur la
droite b et I'hyperbole a. A tout systéme de solutions, véri-

long de Oy, "placons une

fiant la seconde équation (2), correspond un contour ana-
logue yN'M'x.

Wésoudre les équations (2) équivaut, done, a déterminer
les deux contours yNMw et yN'M’x de facon que les points
N et N’ d’une part, M et M’ d’autre part, soient situés sur
la méme horizontale. Celle opéralion, comme nous le ver-
rons, se fait rapidement au moyen d’une bande de papier.

La figure 3 constitue, en quelque sorte, une représen-
tation schématique de l'abaque. Dans celui-ci, pl. 8, le
support commun des deux ¢chelles () et (y) — support
que nous désignerons, dans la suite, par le terme: axe de
figure — se trouve nettement distingué des deux échelles
elles-mémes. Les divisions de 'échelle (x) sont figurées a
gauche, celles de I’échelle (y) & droite de ’axe de la figure.

*
* *

I’abaque, pl. 8, s’obtient, a vrai dire, par une construc-
tion un peu plus compliquée que celle qui précede. Au lieu
d’une échelle dont les cotes, =, fig. 1, signifient que les
points, auxquels elles appartiennent, se trouvent a la dis-

1 : ;
tance a7 de O, nous avons placé une échelle de module
=200

ou, ce qui revient au méme, une échelle dont les points
D)

4 200 ;
cotés x se trouvent a la dislance —— de O.

Les hyperboles désignées par a, a/, @ ... correspondent,
en réalité, aux équations

(L uX = ak

(10) uX ='a'k

o b o
el 2000

Dans la figure 2 ou, pour un instant, nous supposerons
’'axe Oy remplacé par un autre axe OY, coincidant avee lui,
I’échelle réguliere le long de Oy (ou de OY) n’est pas de
module 1, mais de module
ol
Ok

m =

Le point sur OY, coté y, se trouve, de la sorte, a la dis-
tance my de O. Les équations des droiles b, b, b" ... rap-
portées au systeme d’axes OX et OY, sont alors :

: ol
(1) ) :’/‘”4\ -+ mb,
|l
b prenant successivement les valeurs b, b, b'’ ..., ele.

[abaque, pl. 8, résulte, en définitive, de la superposi-
tion des figures 1 et 2, dans lesquelles on doil s'imaginer
que les droites et les hyperboles correspondent, non plus
aux relations (5) el (6) mais aux équations (10) et (11) et que
les éehelles (o) et (y), au lien d’étre de modules égaux a
'unilé, ont leurs modules respecltivement égaux a el 1.

A part cela, rien n’est & modifier dans ce qui précede.
Toute solution du systeme (2) s'obtient encore, comme dans
la figure 3, en délerminant un contour rectangulaire
yNN'M'Mx, tel que les points N el N/, M et M’ soient situés
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ABAQUE POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS LINEAIRES A DEUX INCONNUES

NB. — Le schéma de droite serait heaucoup plus explicite,

se trouvait & gauche de l'axe de figure, A i droite.

. N A
si, comme cela devrait clre B

La quantité A doit, en effet, ainsi que le texte l'indique, étre prise sur (y), 5 obtenanten-

suite sur 1'échelle (x).

B
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sur deux horizontales, tout en se trouvant respectivement
placds sur deux droites b et deux hyperboles a.

Tout ceci gétablit immédiatement, si l’on remargque que
tous les systemes de valeurs x, y qui vérifient (3), satisfont,
I, m, k étant choisis & I'avance, et une fois pour toutes, au
systeme

Fecs
\ «
Yi—==111j
l
( Yi— 77 X + mb.

Les modules des échelles jouent un role prépondérant
dans la construction d’un abaque, quel qu’il soit. Ils en as-
surent la bonne disposition. Les valeurs choisies, pl. 8,
pour [, m et k conviennent aux intervalles dans lesquels
varient @, @, b, b’. Elles devraient étre modifiées, le cas
échéant, si ces derniéres quantites venaient & se mouvoir
dans d’autres limites.

On aurait pu, en outre, comme le font certains auteurs,
a propos d’autres abaques, introduire, dans les modules
eux-mémes. l'unité de longueur intervenant dans les cons-
tructions. Ceux-ci sont alors, généralement, donnés en
millimetres. 11 semble, cependant, préférable de Iindiquer
a part. Cela permet sans toucher aux modules, en modifiant
simplement la valeur de cetle unité, de dessiner I'abaque a
I’échelle que I'on veut. Dans le dessin original de I'abaque,
Punité de longueur élait égale & 2 millimetres; elle se re-
duit, pl. 8, 4 0,865 mm. environ.

Si, enfin, entre deux droites, betd’, on en veut inter-
caler (n — 1) autres, il suffit de tracer de bab un seg-
ment horizontal quelconque, que l'on divise en 7 parties
égales. Par les poinls de division passent alors les droiles
cotées :

b=
D =)

"

b=taht g == st
h—}—*;#, l/«*—).——;’ .

Cela est immédiat. Mais il en est de méme pour les

hyperboles. Les hyperboles

—

vy w4+ (m—1) G

"

a— a — af
A (e e e

o s
divisent un segment horizonlal quelconque, compris entre
les hyperboles @ et a' en n segments égaux. Cela se déduit
aussitot des équations (10) correspondant aux hyperboles
a et a’. Si, par conséquent, on suppose un segmenl hori-
zontal queleonque, séparant dans abaque, pl. 8, soit deux
hyperboles, soit deux droites conséeulives, les hyperboles
5 el 6, ou les droites 11 et 12, par exemple, divisé en dix
parties égales, par chacun des points de division ainsi ob-
tenus passeront respectivement, soit les hyperboles

B4 BB

) ’

soit les droites
A 20 11459

Ces remarques, dont il faut tenir compte pour inter-
polation, ont été fort utiles pour la construction des hyper-
voles elles-mémes. Les hyperboles — 20 & -
ficure et les hyperboles 41 & + 20 découpent sur Loute
horizontale des segments égaux. 11 en est encore ainsi des

1, T'axe de’la

intervalles que détacheraient ces mémes lignes sur chaque
verticalel.

*
. *

Le nomogramme, pl. 8, se compose d’un réseau de
droites b, d’un réseau d’hyperboles o et de deux échelles
(1) et (x) qui devraient coincider avec l'axe de figure,
mais dont les divisions se trouvent respectivement placées
a sa droite et & sa gauche. Une échelle réguliére supplé-
mentaire, dont les divisions ne sont autre chose que les
points d’intersection des droites b avec I’horizontale infé-
rieure, facilite le maniement de I’abaque. Des lignes équi-
distantes et perpendiculaires a axe de I"abaque recouvrent
enfin toute la figure, dans le but de rendre plus aisées les
lectures qui toutes doivent se faire le long de droites hori-
zontales.

Examinons les différents cas qui peuvent se présenter
en résolvant un systéme tel que (2). s

I. Lorsque les coefficients @, a’, b, b’ ont leurs valeurs
comprises entre les limites pour lesquelles I'abaque est
construit et que — comme celui-ci Iindiquerait d’ailleurs
spontanément — x et y se trouvent respectivement silués,
wentre 1 et 10, y entre O et 30, on peut procéder comme suit :

On prend une bandelette de papier, fig. 4, suffisamment
longue, dont le bord soit bien rectiligne. On la place le long
de l'échelle du bas de 'abaque et marque deux lrails en

', | :
¢ A /

Fig. 4.

face des divisions b el I/, en désignant ces trails eux-mémes
parb et b'. Cela fait, on prend la bandelelte et la maintenant,
grice au résean de droites auxiliaires, toujours horizonlale,
on place l'extrémité du trait b sur I’hyperbole @, 'extrémité
du Leait b sur Phyperbole . Si la chose est possible dans
les limiltes de Pabaque, c'est que le sysléme propose admet
une racine posilive @, comprise entre 1 el 10. Sa valeur
gobtient en lisant la cote du point d’intersection du bord
de la bandelette, dans la position ol elle vient d’étre ame-
née, avec I’échelle ().

Pour trouver y, on commence par marquer sur la ban-
deletle, aprés avoir lu @, un trait, que I’'on peut désigner par
A, en face de I'axe de figure. Puis on déplace la bandelette,
parallelement & elle-méme, en astreignant Pextrémité de A
a se mouvoir le long de Paxe. La valeur de y se lit alors sur
Péchelle des o, & son intersection avec le bord de la bande-
lette, au moment ol les deux trails b et b’ se trouvenl res-
pectivement sur les droites b el b elles-mémes, A étant
loujours sur 'axe.

[l suffit, d’ailleurs, de s’assurer quun seul des deux
trails, b’ par exemple, coincide avec la droite de meme

I M. Eugéne Prior, étudiant & I'Ecole polytechnique, a hien voulu
se charger de lexécution de Pabaque. 11 'a dessine avec le plus grand
soin, aussi tenons-nous a lui adresser ici nos hien sinceres remer-
ciements,
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cote b/, car si la chose a lien pour 'un des traits b ou b/,
elle a lieu simultanément pour l'autre.

La figure 4 gauche de abaque, (pl. 8), caractérise sché-
matiquement opération qui vient d’étre décrite.

On résoudrait, par exemple, de cette facon-la, le systeme

(y= 3x+10

ly=—2430
pour lequel on a

W= =—25"

II. Si les équations (2) devaient conduire & une valeur
négative de a, il ne serait plus possible de placer les traits
b et b’ de la bandelette sur les hyperholes a et «’. Il faudrait
alors mettre le trait b sur ’hyperbole (— a), le trait b" sur
I’hyperbole (—a’), ce qui équivaudrait & remplacer les équa-
tions (2) par les suivantes :

s y——ax 4+ b
ly=—=—dx+V
La valeur de @, qu’on lit alors a I'intersection de la ban-
delette et de I’échelle (x) est donc égale mais de signe con-
traire & la racine « des équations proposées. Quant a la
valeur de y, on I'obtient comme dans I.

[11. Il peut se faire que la valeur de y, salisfaisant aux
équations (2) ne soit pas comprise entre 0 et 30. Dans ce
cas, apres avoir déterminé x, on ajoute mentalement a b ou
al/,ab, par exemple, un nombre rond, positif ou-négatif, €,
convenablement choisi. L’extrémité du trait b de la bande-
lette vient alors se placer sur la droile cotée b -+ (0 et la
quantité y désirée est égale ala cole du point d’interseclion
du bord de la bandelette, avec I'échelle (y), diminudée de la
quantité C.

IV. Il peut arriver également que les coefficienls a et o/,
dans le systeme (2), soient en valeur absolue compris entre
1 et 20, mais que la distance des deux Lrails b el 0" sur la
bandelette, soil trop grande ou trop pelite pouren déduire,
dans les limites de I’abaque, la valeur de «. Dans ce cas, il
existe une puissance enliére X, posilive ou négalive de 10,
telle que les Lraits 10"b et 10", puissent respective-
ment venir se placer — x élant supposé positif — sur les
hyperboles @ et a’. La valeur correspondante de x sur I’é-
chelle (x) est alors 10" fois trop grande; on passera donc
a la valeur voulue de z par une simple division par 10",
Quant & y, sa valeur se déterminera comme précédemment,
mais le résultat qu’on obtiendra devra, lui aussi, étre divise
par 107,

Ce procédé repose sur le fait que les équations

s Yy = ax b0
|y = d'c + b 10

conduisent, pour x et y, ades valeurs 10" fois plus grandes
que celles auxquelles on aboutit en considérant les équa-
tions (2).

Une puissance de 10 répondant au but que 'on se pro-
pose ici existera d’ailleurs toujours car, quelle que soit la
valeur de @ qui correspond aux équations (2), on pourra
toujours trouver un exposant 4, tel que l()”'.r; soil, en valeur

absolue, entre 1 et + 10, c’est-a-dire compris dans I’échelle
() de l'abaque 1.

V. Si les a et a’ se trouvent, en valeur absolue, compris
entre 1 et 20, les méthodes précédentes suffisent pour dé-
terminer = et y. Mais les @ et @' ne sont point forcément
situés dans ces limites-la. Dans ce cas b et b”ayant été au
préalable et, s’il le faut, augmentés ou réduits, comme dans
IV, il peut se faire qu’il existe une puissance p de 10, telle
que dans le systeme
(19) | y = 10"ax 4 b
y — 10"d'z + b’
les valeurs absolues des coefficients de  soient toutes deux
comprises entre 1 et 20. Résolvant alors le systeme (12), au
moyen de 'abaque et de la bandelette, on passe ensuite fa-
cilement aux racines de (2) puisque les y satisfaisant a (2)
et & (12) ont la méme valeur, tandis que le x déduit de (2)
est 10" fois plus grand que le x, solution de (12).

VI. Si, enfin, il était impossible de passer d’un systeme
(2) & un systeme Llel que (12), de facon que les deux coeffi-
cients 10”a et 10"« soient, en valeur absolue, compris
entre 1 et 20, on pourrait toujours choisir ;2 de maniére
que la valeur absolue de I'un d’entre eux 10"“«, par exem-
ple, soit comprise entre 1 et 10, celle de 'autre entre Oet 1.
Ceci nous conduit, par conséquent, & montrer comment se
résoudrait le systeme
as) (y=ae+b
{y =10
dans lecquel les nombres « et ¢ sont, en valeurs absolues, le
premier compris entre 1 et’10, le second inférieur a1. Nous
supposerons aussi, dans le seul but de fixer les idées, que
le & satisfaisant & (13) appartient & ’échelle (x) du nomo-
gramme. llserait facile d’ailleurs, et d’apres ce qui précede,
de s’arranger, cas échéant, pour qu’il en soit ainsi.

Au systeme (13), substituons pour un instant le systeme

(y—=(a+ C)x + b
{y= (e Oz 4 b

C-étant un nombre rond choisi de maniere que (a + C) el
(¢ + C) soient, en valeur abhsolue, tous deux compris entre
1 et 20.

Les deux quanlités @, vérifiant les systemes (13) et (14)
sont égales; soit xp leur valeur commune.

Cela étant, considérons la figure 5, qui contient schéma-
tiquement quelques lignes du nomogramme, pl. 8. Les
quatre hyperboles €, ¢ 4 C, a et a 4 € s’y trouvent repré-
sentées. La droite indéfinie 4 figure la bandelette. Comme
elle passe par le point wx, de I’échelle x et que wx, est, par
hypothese, racine de (14), les traits que nous avons toujours
désigné par b et b’ passeront respectivement par les points
R et S, situés sur les hyperboles a 4 C et e 4 C.

(14)

I Une remarque s'impose cependant ici, remarque qu'un coup-
d'weil jeté sur Pabaque, pl. 8, justifie immeédiatement. Les valeurs de
@ g'obtiennent d'une manicre plus précise, quand elles se déterminent
au moyen de lectures faites dans la partie centrale du nomogramme.
Si, done, 1042 devait étre, en valeur absolue, voisin de 1 ou de 10, il
vaudrait mieux multiplier & et b par un facteur de la forme al0t, en
prenant ¢ égal & un entier compris entre 0 et 10, facile & choisir aprés
une premiere tentative de résolution.
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Fig. 5.

Avant, par construction,
PO — NM,

on aura, Jj, désignant la cote du point d’intersection de I'ho-
rizontale NM, avec I’échelle (i) :

Yo = & o' b,
1o, par conséquent, racine du systeme (13).

Mais, comme on le voit aussitot, en tenant compte des
équations (10), des hyperboles a, C et a + C:

Les équations (13) se résolvent donc, en plagant les ex-
trémités des traits b et b’ de la bandelette sur les deux
hyperboles a + C et ¢ + C, C ayant une valeur convenable-
ment choisie. On lit alors la valeur x,. Cela fait, on tire le
trait A passantparle point d’intersection du bord de la ban-
delette avec I’hyperbole C. y, s’obtient ensuite en faisant
coincider ’extrémité de ce trait A avec I'axe de la figure,
tandis que simultanément on place I'extrémité du trait b
(respectivement b’) sur la droite b (respectivement b’).

On peut d’ailleurs, d’'une maniere générale, appliquer
le méme procédé a la résolution de tout systéme (2) tel,
qu’en ajoutant une constante G, convenablement choisie, a
ses coefficients a et «/, on obtienne des quantités a 4 C et
« - C comprises, en valeur absolue, entre 1 et 20.

Ces différents cas et leurs combinaisons épuisent les
possibilités diverses susceptibles de se présenter dans la
résolution de systemes tels que (2).

(A suivre).

SOCIETES

Société suisse des ingénieurs et architectes.

Rapport du Comité central pour les anndes 1905-1907.

I assemblée générale de1905 a eu une solennité particuliére.
L’idée de faire coincider cette assemblée avec la célébration du
jubilé de notre Ecole Polytechnique était des plus heureuses et
tous ceux qui ont assisté a cette belle féte en conserveront un
souvenir ineffacable. On se rappelle la part importante qua
prise notre Société, et en particulier nos collégues zurichois,
dans son organisation et dans la remarquable publication dont
le deuxieme volume Die bauliche Entwitcklung Ziirichs a été
rédigé entiérement par des membres de la section de Zurich.
Nous nous faisons un plaisir de signaler ici la maniére distin-
guée dont s’est acquittée cette section de la tache qu’elle
avait assumée de organisation de l'assemblée générale de 1905
ot de la remercier de sa coopération si féconde dans la célé-
pration du jubilé du Polytechnicum.

La derniére assemblée générale a du renouveler compléte-
ment le Comité central. Par suite du décés du regretté profes-
seur Gerlich et de la maladie du professeur Ritter, I’ancien
Comité central s’était vu réduit a trois membres. Ces derniers
<étant refusés a toute nouvelle réélection, 1'assemblée géne-
rale décida de faire droit & leur demande et, sur la proposition
de la réunion des délégués, elle résolut de conserver Zurich
comme siége de la Société suisse et désigna comme membres
du nouvean Comité central MM. Naville, Ulrich et Peter, laissant
a la section de Zurich, conformément aux statuts, le soin de
choisir les deux autres membres. M. Naville fut nommeé preési-
dent en remplacement de M. Geiser qui pendant douze années
avait rempli ces fonctions avec le dévouement et la distine-
tion (ue tous connaissent. Notre Société lui doit, ainsi qu’a
MM. Schmid et Weissenbach, le premier comme caissier, le
second comme membre actif du Comité, le tribut de sa vive
reconnaissance pour les services éminents qu’ils ont tous trois
rendus pendant de nombreuses annees.

Le Comité, renouvelé entierement, ne put étre complété qu’en
automne par la nomination, dans la séance du 9 novembre 1905
de la section de Zurich, de MM. Bluntschli, professeur, et Wen-
ner, ingénieur de la ville de Zurich. En attendant MM. Schmid
et Weissenbach ont hien voulu continuer & remplir leurs fonc-
tions. Le Comité central au complet put se constituer le 17 no-
vembre 1905 de la maniére suivante: MM. G. Naville, prési-
dent: Prof. Fr. Bluntsehli, vice-président ; H. Peter, secrétaire ;
V. Wenner, trésorier ; P. Ulrich, membre.

Ce n’est qua ce moment que put avoir lieu la remise au
Comité nouvellement élu, par celui qui sortait de charge, des
divers services, des comptes et des archives de la Sociéte.

Dans son rapport & la derniére assemblée, M. Geiser fait
observer que les travaux du Comité avaient été fortement en-
través dans la derniére période de son existence par la mort
de 'un et la maladie d’un-autre de ses membres; votre Comité
actuel, lui, a di se mettre au courant des alfaires de la Société
et organiser &4 nouveau ses divers services, ce qui a'exigé un
certain temps et passablement de travail. Il g’est mis coura-
geusement a 'ouvrage et s’est efforcé par son activité de justi-
fier la confiance que la Société a hien voulu lui accorder. Pen-
dant les deux ans de son existance il a tenu une vingtaine de
séances. Bn outre, les uns ou les autres de ses membres ont
pris part & plusieurs réunions de commissions désignées pour




	Résolution, par voie nomographique, des équations linéaires simultanées

