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Application de la statique graphique

aux systemes de l'espace.

Par M. B. MAYOR, ingenieur,

Professeur ordinaire.
Ancien eleve de l'Ecole d'Ingenieurs (1884-1887).

(Suite) l.

CHAPITRE II

Representation de la force, de lä droite,
du point et du plan.

8. Reprösentation de la force. Soit IL le plan sur
lequel on se propose de reprösenter l'espace, plan qui
peut ötre choisi d'une maniere arbitraire, mais qu'il con-

vient, dans la plupart des applications, de prendre
horizontal ou vertical. Choisissons, une fois pour toutes, un
Systeme de forces fixe (F0) qui jouera le röle de Systeme

directeur et qui, par consöquent, ne doit etre ni en
equilibre, ni reductible ä une resultante unique.

Une force (F), quelconque dans l'espace, etant alors

donnöe, nous la representerons, sur le plan II, par les

ölöments suivants:
lu Sa projection orthogonale sur ce plan, projection

que nous dösignerons simplement par la lettre F, les pa •

renthöses qui caractörisent la force correspondante dans

l'espace ötant donc supprimees ;

2° La trace 0' sur le plan JJ de la ligne d'action de sa

conjuguee par rapport au complexe directeur.
Ces deux ölöments F et 0' suffisent pour reprösenter

completement une force de l'espace. En d'autres termes,
ä toute force de l'espace correspond un Systeme d'ölö-

1 Voir N° du 10 decembre 1903, page 343.

Le titre, de la premiöre partie de l'article <i Application de lastatique
graphique aux systemes de l'espace » a etö, par erreur, omis dans le
sommaire du N° du 10 döcembre, oü il devait flgurer immödiatement
avant la rubrique « Divers ».

ments et un seul tels que F et 0', ce qui est evident, et,

reciproquement, ä une force F, quelconque dans II, et ä

un point 0', quelconque aussi dans ce plan, correspond,

en general, une force unique de l'espace.
En effet, le plan projetant de la force (F) est determine

puisque la projection*.F est donnee ; onjpossede ainsi un

premier plan qui passe par la ligne d'action de (F). On en

peut obtenir un deuxieme puisque, 0' etant situe sur la

conjuguee (F'), son plan föcal par rapport au complexe
directeur passe egalement par cette ligne d'action. Quant
ä l'intensitö et au sens de (F), qui seuls restent a

determiner, ils se deduisent immediatement des elements ana-

logues de F qui sont donnes.

II est inutile de se preoccuper actuellement des cas

d'exception qui peuvent se prösenter, cas dans lesquels
le procede qui vient d'etre indique est insuffisant. II con-
vient toutefois d'ajouter immediatement qu'il est utile,
sinon necessaire, aussi bien pour lever certaines indeter-
minations que pour faciliter la Solution de la plupart des

problemes, de reprösenter en meme temps que la force

donnöe, et par le möme procede, sa conjuguee (F). Cette

derniere force sera donc donnee par sa projection F' sur
II et par la trace 0, sur ce möme plan, de la ligne d'action
de (F).

D'aprös cela et en rösumö, une force quelconque sera

toujours reprösentöe par deux forces F et F' et par deux

points 0 et 0'. Nous exprimerons symboliquement ce fait
en ecrivant

(F) S (F, 0, F>, 0').

De plus, dans le but de faciliter le langage, la ligne
d'action de F sera dite la ligne reprösentative de la force
de l'espace, tandis que 0' sera son point reprösentatif; et,
de mömö, la ligne d'action de i<Ysera la droite .reprösen¬
tative de la conjuguee et 0 son point reprösentatif.

9. Les ölöments reprösentatifs d'une möme; force ne

peuvent ötre choisis' arbitrairement, mais sont^au
contraire, liös par certaines relations que nous allons indi-

quer.



356 BULLETIN TECHNIQUE- DE LA SUISSE ROMANDE

En premier lieu, il est evident que le. point 0 et la

ligne d'action;de Fmmt unis ainsi, du reste, que le point
0' et la ligne d'action de F*.

Pour obtenir d'autres relations essentielles, rappelons,

que tout Systeme de forces peut etre röduit, d'une maniere
et d'une seule, ä deux resultantes dont l'une soit con-
tenue dans un plan arbitrairement choisi, l'autre ölant
normale ä ce plan. En particulier, le Systeme dinscteur-

(F0) peut atae räduiliä.deuxresuÜanißadantFune, e,.aera
situee dans le plan II, tandis que l'autre, w, sera normale
ä ce möme plan. Nous dösignerons alors par E la ligne-
diaßüon derlanforce e et par 0 le point.Q&1&.ligne. diaalioiL
de la force a> perce le plan II. Cette droite et ce point
joueront, dans toute la suite, un röle analogue ä celui que

joue laligne de,terra en geometrie descriptive. D'ailleuxS)

0 est le foyer de Hrelativement; amicomplexe directeur, et

E la caraetferistique de ce meine plfenr par rapport? au
möme complexe.

Ces notations fixees une fois pour toutes, decomposons
chacune dös forces (F) et (Ff) en deux composantes dont
l'une soit normale k LI et l'autre contenue dans ce plan.
Les deux composantes normales passent respectivement

par les points 0 et 0", et nous pouvons les dösigner, puis-
qu'elles sont däns l'espace, par (0) et(0"). Quant aux deux
autres composantes, elles sont identiques aux deux forces

designees par F'et F'.
Dans ces conditions, le Systeme constitue par les

quatre forces F, W, (0), (0') est identique ä celui que
forment les deux conjuguöes (F) et (F'). II aura donc
möme complexe d'action que le Systeme directeur et

pourra, comme ce dernier, se reduire ä deux resultantes
dont l'une, normale ä II, passe necessairement par le

point 0, tandis que l'autre, situöe dans le plan H, doit
admettre la droite E pour ligne d'action. En consöquence,
les points 0 et 0' sont alignös sur 0 et les lignes d'action
de F et de F' se coupent sur E.

On peut donc önoncer la proposition suivante qui fait
dejä pressentir le caractöre dualistique du mode de

reprösentation adopte, caractere qui, d'ailleurs, ne fera que
s'accentuer dans la suite :

Les points reprösentatifs de deux forces conjuguöes sont

toujours alignös sur 0, tandis que les droites repräsentatives
des memes forces se coupent sur E.

10. II rösulte encore du raisonnement qui pröcöde

qu'en multipliant par un facteur -r convenablement choisi
les intensitös des quatre composantes F, F', (0), (0'), on
obtient un systöme öquivalent au systöme directeur. De

lä döcoule alors un procödö simple permettant de recons-
tituer complötement une force de l'espace definie par ses

ölöments reprösentatiffe.
Soient, en effet, F et 0', (flg. 1) les ölöments reprösenta-

tifs de la förce ((F) qu'on se propose de retrouver, l'extrö»

mitö initiale1 de .F'co'iflcidant avec le point d'intersection
de sa ligne d'action et de la droite E.

Le thöoröme qui termine le paragraphe ptöcödent permet

de döterminer immödiatement le point 0 ainsi que la

ligne d'action de E'. De plus, laresultante inconnue e' des

deux fönces F et F'„ dbnt lai jpneimene? est. seule donnee,
admettant E pour ligne d'action, on peut ensuite, en

achavant. de tracer le pacallälügramme represente sur la.

figure, determiner cette resultante e' ainsi que la force F'.
D'autre part, on connait necessairement les intensitös

des deux forces designees par e et a> puisque ces forces
d^sfihissent le Systeme directeur, et l'on peut determiner
la.valaur du caeificient-fe ä.L'aida de la farmnle

k
e

e

Des lors, si l'on considere une force «/, passant par
0) iromnale au plan II et ayant une> ihtan&itö egale' ä kw,

puis, qu'on la decompose en deux forces normaltes aussi au

plan LT et passant par les points 0 et 0"', on obtient preci-
sämant les composantes designees par (0) et (0'). Comme,

enfin, (0) est la composante de (E) suivant la normale au

plan LT, cette derniere force se trouve parfaitement deter-
minöe.

II esfcihntU&dfinsi'Btfer plus longuementtsuncßtte Solution.

Elle se sknelifißs notahlement, en. äffet, lorsque la

droite E s'öloigne indöfiniment comme nous le suppose-

rons toujours dans-le&^appliöaijiöns.

e /

Fig. l.

11. II convient, avant de poursuivre, d'exprimer ana-

lytiquement les relations qui lient les forces de l'espace ä

leurs ölöments reprösentatife.
Dans ce but, tragons un Systeme d'axes coordonnös

rectangulaires, Oriente comme de coutume et ayant son

origine au point 0, son axe Oz cotncidant en directton et

en sens avec la force a>, son axe Oy parallele ä e et de

mSme.sens que cette force, et, enfin, son axe Ox perpen-
diculaire aux deux pröcödents. Le plan xOy coiöcide alors

avec LT.

Si- l'oitdösigne pard'la-distance dte]poifi* O'^/Yadroite

£,,les coordonnöes du Systeme diracteur auront, par
rapport ä ces axes, les valeurs suivantes :
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L0 ?«= 0

Mo='0
iV0 ed.

¦M0Y0 + Na Z„)

Xo=0,
Yo=e
Z0 w

Par suite, l'automoment

-2 Ho =~ßl(L0 X0

de cefflBÖme'Systeme'sepödoit ä

S H0=-S(o ed,

et le moment par rapport ä (F0) d'une force (F) definie ä

l'aide de ses six coordonnees prend la forme

(F0, F) eM + co IN+edZ.
Dans ces conditions, les groupes de formules (3) et (-4)

du paragraphe 3 (chap. I), qui lient les coordonnees de
deux forces conjuguöes par rapport au Systeme directeur,
prennent les formes suivantes :

X — X, L' — L,

(i) y wd
(eM + u>N+ edZ) — Y, M —'M

et

Z' —- (eM + wN).,
ed

X=—T

N' ,(M -f- dZ)

(2) Y —¦ (eM' + mN' + eriZ'O -
wd

— ¦(M' + wW)

«?,

L - U

M=—.M'.,

W: ¦(M' + dZ').

Ces r&jtfltats obtenus, rl'B^t'fe'cäle dedötermtoer ana-
lytiquemerft les ölömeitts 'repröserrttatife H'une kfoüce (S*1)'

d'öftriie^i'l'aide de'ses sfe coordonnöes

X, Y, Z, L, M, N.

La &rce F, siluee dans le plan ¦LT,, "asses ideux composantes

suivant les axes &x <et &y »egales ä .X et k Si, <et,

pour achever de la döterminer, il suffit d'obtenir Kognation

de sa ligne d'action. Or, les moments de F et de (F)
par rapport ä l'axe Oz'soat egaux entre eux puisque la
composante Z de cette derniere force a un moment nul
relativement au möme axe. Comme, de plus, la valeur
commune de ces deux moments est egale ä N, on aura,
entre les coordonnöes x et y d'un point quelconque de la
ligne d'action de F, la relation suivante

(3) xY— yX N,
qui constitue pröcisöment l'öquatiom cherchöe.

Dösignant ensuite par x' et y' les coordonnöes du point
0', on aura, en considörant ce point comme le point
d'application de la force (F) et en appliquant tos formules

qui permettent de calculer les moments d'une force

par rapport aux axes coordonnös,

II y'Z',
M' — x'Z'

d'oü, en rösolvant,
M' ¦

Z' V Z'

Remplagant finsüemetft dans ces formales les
coordonnöes de la conjuguee par leurs valeurs exprrmöes ä

-l'aide des coordonnees de la force donnee, on obtient

Med — Led
(4)

eM + wN ¦y eM +WN
L'equation (3) et les formules (4) definissent complötement

les ölöments reprösentatifs de la force donnee. Mais,
ainsi que nous l'avons dejä dit, il convient de considerer
en möme temps les ölöments correspondants de la conjuguee

(F). Un procede semblable au pröcedent conduirait,
d'une part ä la relation

(3') x [eM + wN -+- edZ — wd Y]
+ ywdX ed-(M + dZ),

qui constitue l'öquation de la ligne d'action de F, et,
d'autre part, aux deux formules

^ M L

qui donnent les coordonnees du point 0.

12. Les formules qui pröcödent permettraient de re-
trouver sans aucune peine les relations geometriques qui
lient les elements reprösentatifs d'une möme force,
relations qui ont dejä fait l'objet du paragraphe 9. Elles se

prötent aussi particulierement bien ä l'ötude des cas sin-
-guliers quiipeuvent se'prösenter et dont l'examen est di-
gne attention ä plusieurs titres. Nous n'en ferons pas
'cependant .l'ötude actuellement, puisque nous aurons ä

reveDiraBUT'Ge-pdint.apsÖB avoir deoritüe mode de repre-
sentation special qui convient seul aux applications de la
«tatiquejgraphigine. Toutefois, il est necessaire de signaler

la propriötesnivante quiwnet bien en övidence le röle
1 du Systeme directeur.

Supposons qu'une fonce (F) soit en dnvolution avec le
syBteme directeur. Elleoes't,airasi que nousd-avons«d^jä vu,
egale et dinectement -opposee ä sa conjugööe. 'Par suite,
les dignes repräsentatives de ces deuxifbrces sont confon-
üueB, deors points reprösentatifs coincident et de plus,
ces lignes et ces points sont unis.

Röciproquement, admettons que la iligne ateprösenta-
tive et le point reprösentatif d'une force soient unis. On
aura alors en sexprimant qae des coordonnees du point
0' vönifieiKtll'öquation de la ligne d'action de F

Meä Led y_N¦eM + wN + elf -f wN

ou, en tenant compte de la relation quadratique

LX+.MY + NZ 0

qui lie toujours les coordonnees d'une force,

N(eM+ N+ edft)= 0.

Cette relätron ne peut Ötre vörifiöe que si l'on a söpa-
röment ou simultanement,

eM -f wN -redZ=0
et

N=o.
La premiöre de ces öquations exprime que le moment,

par rapport au-systöme directeur, de la force comi86ree
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est nul, condition qui n'est verifiee que dans le cas oü la

ligne d'action de cette force appartient au complexe
directeur. Comme, d'autre part, la seconde equation n'est

satisfaite que si cette meme ligne d'action rencontre l'axe

Oz, on peut enoncer la propriete suivante :

Lorsque la ligne et le point]reprösentatifs d'une meme

force sont unis, la ligne d'action de cette force appartient

au complexe directeur ou fait pavüe d'un complexe lineaire

special ayant pour directrice la perpendiculaire eievee en

0 au plan LT.

II est facile, et d'ailleurs necessaire pour la suite, de

distinguer les deux cas qui rösultent de cet enoncö.

Si l'on suppose, en effet,

N 0,
l'equation (3) se reduit ä

xY — yX= 0

et la ligne reprösentative de la force consideree passe par
0. De plus, la premiöre des equations (4) donne

x' d,

et le point reprösentatif de la möme force est situe sur la

droite E. Comme, enfin, il est visible que, si l'une ou

l'autre de ces conditions est remplie, la relation

N= 0

en resulte necessairement, on peut enoncer, pour comple-

ter la proposition precedente, le theoreme suivant :

Lorsque la ligne reprösentative d'une force passe par 0

son point reprösentatif est situe sur E. Röciproquement, si

le point reprösentatif est situe sur E, la ligne reprösentative

passe par 0. De plus, ces elements reprösentatifs sont

alors unis et la ligne d'action de la force correspondante

appartient au complexe spöcial pröcödemment defini.

Au surplus, on peut encore ajouter que, dans ce cas,

les lignes reprösentatives et les points reprösentatifs de la

force considöree et de sa conjuguöe ne sont confondus

que si la ligne d'action de cette force rencontre encore la

droite E. Mais, alors, cette ligne d'action appartient au

complexe directeur puisqu'elle rencontre simultanöment

deux droites conjuguöes.

13. Reprösentation de la ligne droite. Une droite

(f), quelconque dans l'espace, peut toujours ötre conside-

röe comme la ligne d'action d'une force d'intensitö
arbitraire. Elle sera donc complötement reprösentöe, sur le

plan LT, par sa projection f et par la trace <p', sur ce möme

plan, de sa conjuguöe (f) par rapport au complexe directeur.

En consöquence, cette droite f et ce point <p' seront

appelös les ölöments reprösentatifs de (f). D'ailleurs, il est

utile, ici encore, de reprösenter en möme temps que (/),
et par le möme procödö, sa conjuguöe (/") par rapport au

complexe directeur. Cette derniöre sera, dans ces conditions,

döfinie par une droite f et un point tp que nous ap-

pellerons les ölöments reprösentatifs de la conjuguöe. Re-

marquons tout de suite que <p est la trace sur le plan 77

de la droite (/).
II rösulte immödiatement des proprietes obtenues prö¬

cödemment que les droites reprösentatives f et f se coupent

sur E, que les points reprösentatifs <p' et <p sont

alignös sur 0 et qu'enfin, <p' est situe sur f et ip sur f. Par

suite, lorsque les deux elements reprösentatifs d'une

droite sont connus, il est possible, en general, d'en
deduire immediatement ceux de sa conjuguee. Si, de plus,

on applique sur f une force d'intensitö arbitraire, on

pourra, ä l'aide du procede indique au paragraphe 10,

retrouver la force correspondante de l'espace, force qui
admet precisement la droite (f) pour ligne d'action.

14. II est inutile d'indiquer actuellement toutes les

indeterminations ou toutes les singularitös que peut
prösenter ce mode de reprösentation. Cependant, il est

necessaire pour la suite de signaler les particularitös que

presentent les elements reprösentatifs des droites qui fönt

partie du complexe directeur ou du complexe special
defini au paragraphe 12. Si l'on convient, dorenavant, d'ap-

peler les premiöres des droites singulieres et les autres

des droites speciales, on peut alors enoncer les propositions

suivantes qui rösultent toutes des proprietes obtenues

au paragraphe mentionnö :

Les ölöments reprösentatifs des droites singulieres et des

droites speciales sont toujours unis et, röciproquement, lorsque

les elements reprösentatifs d'une droite sont unis, cette

droite est singuliere ou speciale;
Les ölöments reprösentatifs de meme nature qui corres-

pondent a une droite singuliere et ä sa conjuguee sont

confondus. Röciproquement, lorsque les elements reprösentatifs

d'une droite coincident avec ceux qui correspondent ä

sa conjuguee, cette droite est une droite singuliere.
Au contraire, les elements reprösentatifs d'une droite

speciale ne coincident jamais avec ceux de sa conjuguee, ä

moins que celle-ci ne soit en meme temps singuliere. En

revanche, la ligne reprösentative d'une pareille droite passe

toujours par 0 et son point reprösentatif est toujours situe

sur E.

Fig. 2.
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Afin d'öviter toute confusion, nous avons represente
sur la figure 2 les divers cas qui peuvent se prösenter.
Les elements reprösentatifs caractörises par l'indice 1

correspondent ä une droite quelconque; ceux qui sont
caractörises par l'indice s correspondent ä une droite spö-
ciale et, enfin, ceux qui sont caractörises par l'indice a

correspondent ä une droite singuliere.
II resulte de l'examen de cette figure que, lorsqu'une

droite est speciale, il ne suffit plus de connaitre ses seuls
elements reprösentatifs fs et <ps' pour qu'on en puisse
deduire ceux de sa conjuguee. Ces derniers devront etre
donnes car, autrement, la droite correspondante de

l'espace serait mal reprösentee puisque son plan projetant
co'incide toujours avec le plan focal par rapport au
complexe directeur de son point reprösentatif.

Ajoutons encore que, si les elements reprösentatifs de
la conjuguee d'une droite spöciale sont donnes, cette
droite speciale est bien definie ä moins qu'elle ne soit en
möme temps singuliere. Dans ce dernier cas, le mode de

reprösentation adopte conduit ä une indetermination
analogue ä celle que prösentent, en geometrie descriptive,
les droites situees dans un plan de profil, indetermination
qu'on peut d'ailleurs lever bien faeilement, ainsi que
nous le verrons dans la suite.

15. Condition de rencontre de deux droites döfi-
nies par leurs ölöments reprösentatifs. Pour obtenir
faeilement cette condition qui va jouer un röle essentiel et
qui, d'ailleurs, est caraetöristique du mode de reprösentation

adopte, il est utile de rappeler quelques propriötös
des coordonnees homogenes d'une droite de l'espace.

Tout d'abord, pour que deux droites (f{) et (/j) defi-
nies chacune par leurs coordonnöes

^i> Y4, Zl} Lit Mlt Ni,
et

X,, Y2, Z2, L2, Mt, iV2

se coupent, il faut et il suffit que l'on ait

Xt L2, + Yt Mt + £4 JV2 -)- Li X, + Mi Y2 -f NL Z% 0.

Cette relation exprime, en effet, que le moment relatif
de deux forces d'intensitös arbitraires, mais ayant ces

droites pour lignes d'action, est nul.
Pour cette raison et dans le but d'abröger, nous öcri-

rons fröquemment cette condition de la maniöre suivante:

(h, h) o.

Admettons alors que les deux droites (ft) et (/2) se

coupent effectivement; elles döterminent dans l'espace un
faisceau plan, c'est-ä-dire l'ensemble de toutes les droites
qui passent par leur point de rencontre et qui sont, en
outre, situees dans leur plan. De plus, on sait, et l'on vö-
rifie sans peine, que les coordonnöes d'une droite
quelconque de ce faisceau sont donnees par les formules
suivantes :

X Xi + kX,,
Y= Y. X Y,

Z Zl+XZi,
M--

N--

Li + lLt,
Mi + X Ufa-,

^ + X N,,

dans lesquelles X represente un parametre. A toute valeur
de X correspond une droite et une seule du faisceau, et

röciproquement, ä toute droite du faisceau correspond
une valeur de X et une seule. De plus, aux valeurs /', /",
/'", /lv correspondent quatre droites du faisceau dont le

rapport anharmonique est donnö par la formule

.„ ,,„ y /' — /'" /" — /'"
(X, a ', X X") — — : — es/ — /1V X\ — /1T

Ces principes rappelös, proposons nous de determiner
les elements reprösentatifs f et cp' d'une droite quelconque
(f) du faisceau considere.

A cet effet, soient "f^et pffles elements reprösentatifs
de (fi), ft et cp{ ceux de (f2).

^

Fig. 3.

Les droites reprösentatives ont respectivement pour
equation, en vertu des formules 3 du paragraphe 11

fi) x Yt — y X{ ^
Q x Y2 — y Z2 iV2

f) x (Y{ + X Y2) - y (X{ + X Z2) Nl + iNi,
tandis que, d'aprös les formules 4 du möme paragraphe,
les coordonnöes des points cpi, tp^, <p' ont pour valeurs

M{ ed
»i

-Li ed

eMi + wN{ '

<P%)

9')

Vi'
L.2 ed

e Mi + co Nt '

Mt ed

eMt + a> N% ' e Mä +'w N2

(Mj + X Mä) ed

e\(Mi + X M2^.+ wl(N{ -rfX N2i '

- (Li + | Lj) ed

XM«)e(Mi + X M2) -f- w (Ni + XNt) '

II rösulte immödiatement de la forme möme de ces
relations que, lorsque la droite (f) engendre dans l'espace
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le^foisceau considöre, c'est-ä*dire quand / varie, sa ligne
reprösentative f engendre, dans le plan LT, le faisceau

ayamt pour sommet le point de rencontre P de fi et /2, et

que son point repröserftaffidecrit la ponctuelle P' deter-
minöe par cpyet tp\. De plus, et-en vertu d'un principe
rappelö au debut de ce paragraphe, le rapport anharmo-

nique de quatre droites du faisceau de l'espace est egal ä

celui des quatre droites repröseötaltives ainsi qu'ä celui
des quatre points reprösentatifs. Les points cp' de la
ponctuelle P' et les droites / du faisceau P se correspondent
donc 'projectivemerft.

Ce premier point ötabli, observons ensuite que le

faisceau dötermine par (fi) et (f$ renferme une droite
speciale (fs) et une seule, ä moins, ce que nous ne -suppose-

rons pas, que (fi) et (fi) ne soient toutes deux des droites

spöciales. Or le point reprösentatif cp's de (fi) est situe sur
E, sa ligne reprösentative % passe par 0 et, de plus, ces

deux ölöments sont unis. Comme, d'autre part, fs passe

par P, tandis que cp's est sur P', on voit (fig. 3) que la
droite OP doit passer par le point d'intersection de P' et

de E. Si donc on convient d'appeler ligne de fuite d'un

point du plan H la droite qui relie ce point ä 0, et point
da-fuite d'une -dnoite de ce möme plan le point de rencontre

de-cette droite et de E, on peut enoncer le thöoröme

suivant :

Lorsque deux droites se coupent, la ligne de fuite du

point de rencontre de leurs droites reprösentatives et le

point de fuite de la droite1 qui Joint ieurs points reprösentatifs

seront unis.
Röciproquement, cette condition, qui est la condition

necessaire de rencontre de deux droites, est aussi
süffisante.

Admettons, en effet, vqu'elle soit vörifiee, comme nous

l'avons suppose pour tracer la figure 3 ; puis, etablissons,

ce qui est possible d'une maniere et d'une seule, entre les

points cp' de la ponctuelle P' et les droites f du faisceau P,

une correspondance projective teile que les rayons fif fi,
tätifs correspondentTrespectivement auxpoiBfts upi, cp% et

cps'. Chaque coaple d'ölensents ¦öorrespondants ieteque f
et cp' döfinit alors une droite de l'espace et une seule ; et,

comme il existe une simple infinite de ces couples, ä leur
ensemble correspond-une simple infinite-de droites, c'est-

ä-dire une sörie reglöe contenant, en particulier, les droites

•desigttös par (/i), (fi)'et (/V). D'ailleurs, cette sörie reglöe

seirMoit näcessaireiHent ä un 'feteoeau plan, puisqu'elle
renferme une seule droite spöciale, ä savoir, celle dont les

ölöments reprösentatifs ont etö designes par f» &tcp'a.

Comme, enfin, les droites considörees (fi) et (fi) appar-
tiennent ä ce faisceau, elles se coupetft nöcessairement, ce

que nous «vouttons pröcisömerrt ötafalir.

Toutefois, la dömonstration qui pröcöde soulöve une

objection. Elle suppose essentiellement, en effet, que les

ölöments correspondants f* et <p'» döflnissent une seule

droite speciale, ce qui n'est pas necessairement exact

puisqu'une teile droite n'est pas bien döterminöe par ses

seüls ölöments reprösentatifs et qu'il est indispensable de

-oonBidöPer'en'möme temps ceux de sa'OOöjuguöe.

Cette objection peut ötre-räfutöe-de deux nnaniöres
differentes, mais qui doivent etre indiquees l'une et l'autre,
car elles conduisent ä des remarques importatrtes.

16. En premier lieu, il estdacile de montrer que la
Serie reglöe, iqu'on vient de considerer, contient une seule

droite singuliere.
On sait, en'effet, que lorsqu'un feisoeau est relie pro-

jacti-vement ä une ponotaelle de son plan, il possöde

toujours deux rayons, reels ou imagimajsres,' dont. chacun

passe par le point qui lui cornespond sur la ponctuelle.
Dans le cas du faisceau P etxde la ponctuelle P', l'un de ces

rayonsicoinoide avec fs et correspond ä la droite.speciale
dejä considöröe. Le deuxiöme rayon est donc nöcessstee-

ment reel et, comme il est uni ä son point correspondant,
•sans passer par 0, il 'döfinit une droite singulierre que

nous dösignerons par (fo). II n'en döfinit d'aiüeurs qu'une
puisqu'une teile droite est, en genöral, bien determiniBe

par ses seuls elements ireprösea&tifs. En consequence, «st

-oomme nous nous proposions >öe d!etablir.iügouiFeosement,

la seiüe 'reglöe consideree se reduit bien.iä un faisceau

qolan.

17. En'second lieu, oh peuit parveniir Ärectement au

möme rösultat en montrant que les elements reprösenta-

•Äfeifs'<ßt«^s«de la corquguee de laidFoite:spüciale-(fi), prö-

cedemment iconsideröe, sont idötenminös sans ambiguite.
A cat-'effetj'Femarquons queileifaisceau P constitue par

•les dignes repräsentatives;fides>äPoites de la serie reglöe et

*te üstisceau obtenu en pr€(jetant de 0 les pointe »epräsen-

tatifs desim'ömJBsidroites.sont perqpectife. 'Ganyen vertu de

ce qui puöc&Öe ils sont imanifastement prqjaotifs, -et, de

plus, leur rayon commumse correspond ä lui-möme. jRar

suite, les points de rencontre <de leurs rayons correspondants,

c'est-ä-dire les points reprösentatifs cp des conjuguöes

de la serie reglöe, sont tous situes sur une möme

droite tc. Comme, enfin, cette droite iz passe par les points

cpi et cp%, eile est bien definie ainsi que le point cp* qui doit

setrouver, ä la fois, sur cette droite et sur fia.

On monipeEaiit^d'une ananiöre analogue que les dignes

.p-eprösentafci-ves /"des icoiijugueee de la söuie räglöe pas-

sent toutes par le point de rencontre n' de f/ et de tf$. »La

Ijgne repräsentative fs' est .deine, eile ausai, daien -döfinie,

puisqu'elle passe äda fois par ce point n et,par^'<s.

Dans ces conditions, il estdnen dömontrö que la

condition de rencontre pröeödemment önoncöe est non seulement

höcessäire, mais encore süffisante, le cas oüdes droites

donnöes (fi) et (fi) sont toutes deux spöciales restant

toujours röservö.

18. II est d'ailleurs possiBle, en itftrodüisarft une no-

tion qui va jouer un certain röle, d'önoncer oette condition

de rencontre d'une maniöre simple.
Deux systemes d'öUments, constituös chacun par un

point et une droite ötant donnös, nous dirons qu'ils sont

assoeiös entre eux lorsque la droite qua »ehe les points de

ces deux systömes passera par le point de rencontre des
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droites de ces memes systemes. De plus, lorsque l'un des

deux systemes associös sera constitue par la droite .Eet le

point 0, nous dirons simplement que les elements de l'autre

sont associes. II y a donc lieu, si l'on veut eviter des

confusions, de distinguer soigneusement le cas des systemes

associes entre eux de celui des elements associes. Par

exemple, dans la figure 3, les elements P et P' sont associes

; en outre, le Systeme P, P' et le Systeme n-, rf sont
associes entre eux, ainsi que nous le demontrerons dans

un instant.
Dans ces conditions, nous pouvons enoncer le theoreme

suivant qui doit ötre considere comme fondamen-
tal :

Pour que deux droites de l'espace se rencontrent, il faut
et il sufßt que la droite de jonction de leurs points
reprösentatifs et le point de rencontre de leurs lignes reprösentatives

soient associes.

19. Quelques remarques essentielles peuvent etre faites

au sujet de la figure 3.

Le faisceau plan determine par (fL) et (f^), contient,
comme nous l'avons vu, une seule droite singuliere dont
les lignes repräsentatives fo- et f'a coincident et passent
l'une et l'autre par les poinls P et tz' Pour une raison

analogue le point reprösentatif tp'a qui co'incide avec cpa

est situee ä la fois sur P et sur tz. Comme enfin ces droites

coincidantes et ces points co'incidants sont unis, on en

conclut que le systöme P, P' et le Systeme tz, tz sont associes,

ce que nous avions dejä annonce.

20. On sait que, lorsque deux droites se coupent,
leurs conjuguöes par rapport ä un complexe quelconque,
et par suite par rapport au complexe directeur, se

coupent egalement. II est bien simple de verifier cette
propriete ä l'aide des considerations qui pröcödent.

La droite Ok (fig. 3) peut, en effet, ötre envisagee

comme la ligne reprösentative d'une droite qui, d'une

part, est spöciale puisqu'elle passe par 0 et qui, d'autre

part, est la conjuguee, puisqu'elle passe par tz', d'une
droite de la sörie reglöe consideröe jusqu'ici. Elle passe

donc par son point reprösentatif et comme ce point est

situö simultenement sur tz et sur E, les deux elements tz' et.
tz sont associös. Les deux droites (fi') et (fi') se rencontrent.
donc bien, ainsi que nous voulions l'ötablir.

21. C'est präcisöment ä l'aide de cette propriötö qu'il
devient possible de lever l'indöcision qui subsiste encoce
dans le cas oü les droites- donnöes (fi) et (f^) sont toutes
deux spöciales.

Appliquöe ä un pareil cas, la condition de rencontre
önoncöe präcödeßuaent ne donne aucun rösultat pröcis :

la ligne de fuite du point de rencontre-des droites
repräsentatives est, en effet, indelerminöe ainsi, du reste, que
le point de fuite de la droite qui relie les- points reprösentatifs;

En revanche, les ölöments reprösentatifs des conjuguöes

ötant necessairement connus, car autrement les

droites donnöes seraient mal definies, il-sera toujours pos¬

sible de reconnaitre, ä l'aide de cette möme condition, si

ces conjuguöes, et par suite les droites donnees, se

rencontrent.

22. Les considörations qui precedent condtassent

encore ä une reprösentation tres simple du faisceau plan de

l'espace.
Les lignes repräsentatives f des droites du faisceau

determine par (fi) et (f%) forment elles-mömes, comme
nous l'avons vu, un faisceau de sommet P, tandis que les

points cp reprösentatifs sont situös sur une ponctuelle
P' associöe ä P. De plus, les ölöments reprösentatifs f et
cp' sont relies par une correspondance projective teile que
le point de fuite de P' correspond precisement ä la ligne
de fuite de P.

Röciproquement, il resulte des divers raisonnements

qui precedent que, si l'on etablit entre les droites d'un
faisceau P du plan LT et les points d'une ponctuelle P',
situee dans ce möme plan et associöe ä P, une correspondance

projective teile que le point de fuite de la
ponctuelle corresponde ä la ligne de fuite du sommet du

faisceau, un faisceau plan se trouve determine dans l'espace.
Chaque couple d'ölöments qui se correspondent dans la

correspondance qu'on vient de definir represente, en effet,

une droite de ce faisceau et, de plus, toute droite de ce

faisceau est reprösentee par un couple d'elemenls
correspondants.

Le mode de reprösentation du faisceau plan qui
resulte dö lä peut ötre notablement simplifie.

Les conjuguöes des droites d'un faisceau plan forment
elles-mömes un faisceau plan ; par suite, les lignes
reprösentatives de ces conjuguöes passent par i*n- möme point
tz' et leurs points reprösentatifs sont situös sur une ponctuelle

tz associöe ä tz'. En outre, une correspondance'analogue

ä la pröeöfdente relie ces ölömente» repräsentativ.
D'autre part, le faisceau plan considere et son conjugue
ayant toujours en comitfun une droite si'nguKöre, le
Systeme P, P' et le Systeme tz*, tz sont associes emtre eux.

Des lors, si l'on donne tz' et tz en möme temps que P et

P', il devient inutile de se pröoccuper de la correspondance

qui relie les ölöments reprösentatifs des droites du
faisceau. L'un de ces ölömente, fipa» exemple, ötetitdonnö,
il devient, en effet, possible de construire l'autre cp''. Car,
d'une part, il est situö sur la droite donnes- P' et, d'autre

part, sur la droite f qu'on peut döterminer immödiatement,

puisqu'elle passe par tz' et par le point dfrotersec-
tion de f et de E.

Dans ces conditions, nous pouvons reprösenter un
faisceau» plan de l'espace ä l'aide de deux points, P et if,
et de deux droites, P' etTz, satisfaisant aux conditioos su.i»

vantes :¦

1° P et P' sont associös, aiasi que it et tz' ;

2° Les systömes P, P' et tz, tz' sont associös entre' eux.
Une droile quelconque- appartenant ä ce faisceau est

alors caracterisee comme suit : d'une part, sa ligne
repräsentative passe' par P tandis que son poiot peprösentatif
est situö sur P'; d'autre part, la ligne reprösentative dg



362 BULLETIN TECHNIQUE DE LA SUISSE ROMANDE

sa conjuguee passe par tz tandis que le point reprösentatif

de cette conjuguee est situö sur tz.

Pour ces diverses raisons, P et P' peuvent ötre appe-
lös les elements reprösentatifs du faisceau, tz et tz les

ölöments reprösentatifs du faisceau conjugue. Mais, il est

alors essentiel de remarquer que les elements reprösentatifs

du faisceau ne suffisent pas pour definir ce faisceau

et qu'il est, au contraire, necessaire de considerer en

möme temps ceux de son conjugue.
On peut encore ajouter, et c'est lä une consequence

immödiate de la döflnition möme des elements reprösentatifs

d'une droite, que les points P et tz sont, respective-

ment, les projections sur le plan LT des sommets du

faisceau donnö et de son conjugue, alors que tz et P' sont,

respectivement, les traces, sur ce meme plan, des plans de

ces faisceaux.
II convient aussi de noter que le caractere dualistique

du mode de reprösentation adopte apparait ici d'une
maniere tres nette ; et cela, non seulement dans la nature

möme des divers elements qui permettent de definir un
faisceau, mais encore dans les relations geometriques qui
lient ces elements.

23. Reprösentation du point de l'espace. Pour
reprösenter d'une maniöre simple un point (P), quelconque
dans l'espace, considerons l'ensemble des droites issues de

ce point. D'une part, leurs lignes repräsentatives passent

toutes par la projection P de (P) sur le plan LT. D'autre

part, leurs points reprösentatifs sont tous situös sur une

möme droite P', puisque les conjuguöes de ces diverses

droites sont contenues dans le plan focal de (P) par

rapport au complexe directeur. Comme, enfin, par le

point (P) passe, en tout cas, une droite spöciale, on ver-
rait, ä l'aide d'un raisonnement precedemment applique,

que les deux ölöments P et P' sont associes. A tout point
de l'espace on peut donc faire correspondre un Systeme

formö d'un point et d'une droite associös.

Röciproquement, ä tout Systeme d'un point P et d'une

droite P' associös et situös dans le plan LT, on peut faire

correspondre un point de l'espace et un seul.

En effet, toutes les droites de l'espace dont les lignes

reprösentatives passent par P et dont les points reprösentatifs

sont situös surP' se coupent entre elles ; car, appli-
quöe ä deux quelconques de ces droites, la condition de

rencontre est toujours vörifiöe. Ces droites passent donc

par un möme point (P), ä moins qu'elles ne soient situees

dans un möme plan. Mais, elles ne peuvent ötre toutes

situöes dans un möme plan, car il est manifestement

possible, et cela d'une infinite de maniöres, de choisir les

ölöments reprösentatifs de trois d'entre elles de fagon que

les points reprösentatifs de leurs conjuguöes, c'est-ä-dire

leurs traces, forment un triangle.
Dös lors, un point (P) est bien reprösentö par un point

P et une droite P' associes entre eux. II est de plus övi-

dent que P est la projection sur le pian 77 de (P) et P' la

trace, sur ce möme plan, du plan focal de (P) par rapport

au complexe directeur.

D'autre part, il resulte de ce qui precede que, lors-
qu'une droite passe par (P), son point reprösentatif est

situö sur P' tandis que sa ligne repräsentative passe par
P. Comme, röciproquement, lorsque cette condition est"

satisfaite, la droite consideröe passe par (P), on peut, en

convenant d'appeler P et P' les elements reprösentatifs de

(P), enoncer le theoreme suivant :

Pour qu'une droite et un point de l'espace soient unis,

il faut et il suffit que leurs elements reprösentalifs soient

eux-memes unis.

24. Reprösentation du plan de l'espace. Puisque les

conjuguöes des droites qui sont contenues dans un möme

plan passent toutes par le foyer de ce plan par rapport au

complexe directeur, un plan quelconque de l'espace sera

bien defini ä l'aide des elements reprösentalifs de son

foyer.
En consequence, nous reprösentero'ns toujours dans la

suite un plan (tz) par sa trace tz sur le plan 77 et par la

projection tz', sur ce möme plan, de son foyer par rapport
au complexe directeur. Ces deux elements tz et tz', qui
seront appeles les elements reprösentatifs de (tz) sont evi-

demment associes. Comme enfin, toute droite qui passe

par le foyer d'un plan est la conjuguee d'une droite de ce

plan, on peut enoncer le theoreme suivant :

Pour qu'une droite et un plan de l'espace soient unis, il
faut et il suffit que les elements reprösentatifs de la conjuguöe

de cette droite soient respectivement unis aux ölöments

reprösentatifs de ce plan.

25. II convient, avant de poursuivre, d'appeler l'at-
tention sur le fait que les points et les plans de l'espace

sont reprösentes de la möme maniere. C'est lä une

consequence necessaire de la condition generale ä laquelle
devait satisfaire ce mode de reprösentation cherche pour
qu'il fut bien approprie ä son but, puisque le point et le

plan sont des elements dualistiques dans l'espace. Au

reste, ce fait ne peut donner lieu ä aucun ambiguite, si

l'on a soin, ainsi que nous le ferons toujours dans la suite,

de röserver les majuscules latines pour denoter les points

et les minuscules grecques pour les plans.

26. Condition pour qu'un plan et un point soient

unis. Lorsqu'un point (P) et un plan sont unis, les droites

qui passent par ce point et qui sont, en outre, contenues

dans ce plan forment un faisceau. Ce faisceau plan

renferme, en tout cas, une droite singuliere, et puisque

celle-ci coincide avec sa conjuguee, sa ligne reprösenta-

tive passe simultanement par P et tz', et son point
reprösentatif est situö, ä la fois, sur P' et tz. En consöquence,

le syslöme P, 1" et le systöme tz, tz' sont.associes entre

eux.
Röciproquement, lorsque cette condition est satisfaite

on voit immödiatement qu'il existe une droite singuliöre

qui passe par (P) et qui, en outre, est situee dans (tz);

par suite (P) et (tz) sont unis. Donc :

Pour qu'un point et un plan de l'espace soient unis, il
faut et il.suffit que les deux systömes constituös par leurs

ölöments reprösentatifs soient associes.
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On voit d'ailleurs immediatement que, lorsque cette
condition est satisfaile, les elements reprösentatifs du
point et du plan sont precisöment ceux que nous avons
precedemment choisis pour definir le faisceau plan
correspondant.

27. Les resultats obtenus jusqu'ici permettent evidem-
ment de reprösenter une figure quelconque de l'espace.
Avant de les appliquer ä la Solution de quelques problemes

choisis dans le seul but de familiariser le leeteur avec
le mecanisme du procede de reprösentation adopte, une

remarque mörite d'etre faite.
Elle est relative ä la condition de rencontre de deux

droites, condition dont l'extreme importance resulte dejä,
clairement de toutes les consequences que nous en avons

pu deduire. Mais il y a plus encore; il est possible, en
effet, de montrer, ce que nous ne pouvons faire ici, que, si
l'on convient a priori de reprösenter, sur un plan, une
droite de l'espace ä l'aide d'une droite et d'un point de ce

plan, si l'on veut, de plus, que la condition de rencontre
de deux droites soit precisöment celle que nous avons
obtenue, le mode de reprösentation se trouve parfaitement
defini et coincide, ä un certain degre de genöralite pres,
avec celui qui vient d'etre decrit. Cette condition de
rencontre est donc bien caracteristique, comme nous l'avions
annonce.

28. Problöme I. Döterminer la droite qui Joint deux
points döfinis ä l'aide de leurs ölöments reprösentatifs.

Soient P1; P4' et P2, P2' (fig. 4) les ölöments reprösentatifs

des deux points donnes (P4). et (P2). Les ölöments
reprösentatifs de la droite cberchöe (f) ötant respectivement

unis ä ceux des points donnes, f coincide avec la
droite qui reunit P4 etP2, tandis que cp' se trouve au point
de rencontre de P\ et P 2. Ayant döterminö, d'apres cela,
les elements reprösentatifs de la droite cherchöe, on peut
ensuite construire immödiatement ceux f et cp, qui
correspondent ä sa conjuguee.

P',

Fig. 4.

II faut, toutefois, remarquer que les ölöments
reprösentatifs de la conjuguöe deviennent indöterminös lorsque

les points P4 et P2 sont alignös sur 0. Nous n'exami-

nerons ce cas particulier qu'apres avoir decrit le mode de

reprösentation plus special qui convient aux applications
de la statique graphique.

29. Problöme II. Döterminer la droite commune ä

deux plans donnös par leurs ölöments reprösentatifs.
On voit immediatement, eu appliquant la condition

enoncee au paragraphe 24, que la ligne repräsentative de

la conjuguee de la droite cherchöe passe par les points
reprösentatifs des deux plans donnes et que le point
reprösentatif de cette möme conjuguee coincide avec le point
de rencontre des droites repräsentatives de ces plans.
Connaissant ainsi les elements reprösentatifs de la conjuguöe,

on peut determiner ensuite ceux qui correspondent
ä la droite cherchöe.

II y a lieu de remarquer que les Solutions des problemes

I et II, s'obtiennent ä l'aide de construetions rigou-
reusement identiques. D'ailleurs, il est maintenant bien
evident que cette Observation s'applique ä tous les
problemes qui, comme ceux qui precedent, sont corrölatifs
l'un de l'autre. Le procede de reprösentation qui fait l'objet

de ce travail presente donc un avantage tres reel et

que l'on ne rencontre pas dans l'applieation des methodes

usuelles de la geometrie descriptive.

30. Problöme III. Döterminer le plan qui passe par
trois points (Pj), (P2), (P3) donnös par leurs ölöments
reprösentatifs.

Les conjuguöes des droites (fi%), (f^), (fii) qui joignent
deux ä deux les points donnes passent toutes par le foyer
du plan cherche (tz).

Des lors, ce plan a pour ligne repräsentative tz la droite
qui passe par les trois points reprösentatifs $o12, ^23, <p3l de

ces conjuguöes, et pour point reprösentatif tz' le point
commun aux lignes reprösentatives /*12, /*23, f31 de cesmö-
mes conjuguöes. On obtiendra donc immediatement (fig. 5)
les deux elements tz et tz' qui döfinissent le plan cherchö
ä l'aide des construetions qui permettent de resoudre le

problöme I.

TSffä,-p

v r
.X

-15 —" f.¦*fr-

Fig. 5.

II est bien entendu que le problöme corrölatif, qui
aurait pour objet de döterminer le point commun ä trois
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plans donnes, peut se resoudre ä l'aide des memes
construetions. II n'y a donc pas lieu de s'en oecuper ici.

31. La Solution du problöme qui precede conduit ä un
theoreme de geometrie plane qui doit etre Signale, car

nous aurons ä y revenir.
Les elements des trois systemes P4 P\, Ps P'2, P3

P'3 sont, en effet, associes puisque chacun de ces systömes

represente un point de l'espace. En outre, il resulte
immediatement de ce qui precede que chacun des trois
systemes fi2 cp'i%, f^ cp\3, f3i cp'3i est respectivement associe,

d'une part au Systeme Otz, d'autre part au systöme
tz' E. Par suite :

Lorsque les sommets d'un triangle correspondent aux
cötes d'un autre triangle de maniere que chaque Systeme

forme d'un couple d'elements correspondants soit associe ä

un Systeme constitue par un point 0 et une droite E,
röciproquement, les cötes du premier triangle correspondent

aux sommets du second de maniere ä former trois autres

systemes dont chacun est associe, d'une part au Systeme

forme par la droite E et un nouveau point tz', d'autre part
au Systeme forme par le point 0 et une nouvelle droite tz.

De plus, les deux systemes OE et tz tz' sont encore associös

entre eux.

32. Problöme IV. Döterminer le plan qui passe par
une droite et par un point donnös.

Soient P et P' (fig. 6) les elements reprösentatifs du

point donnö (P), / et cp' ceux de la droite donnee (f) et,
finalement, f et cp ceux de la conjuguöe (f).

Fig. 6.

Ghoisissons, sur la droite (f), un point quelconque
(Pi). Son point reprösentatif Pd (flg. 6) peut ötre pris
d'une maniöre arbitraire sur f; mais, alors, sa ligne
reprösentative P\ est döflnie puisqu'elle est associöe ä Pt et

passe, en:outre, par cp'.

Si l'on dötermine ensuite, ä l'aide des construetions
qui permettent de rösoudre le premier problöme traitö,

les ölöments reprösentatifs fi et cpi de la droite (fi) qui
reunit (P) et (Pi), puis ceux, fi' et cpK, de la conjuguee

(f), on obtient faeilement les elements reprösentatifs du

plan cherche (tz). Ce plan contient, en effet, les deux droites

(/) et (fi) qui se coupent en (Pi). Par suite, son point
reprösentatif % coincide avec le point de rencontre de

p et de fi et sa ligne repräsentative tz avec la droite qui
reunit cp et cp{.

Ajoutons encore qu'une verification se presente lorsque

les construetions sont terminees puisque les deux
ölöments tz etTz' doivent ötre associes.

33. Problöme V. Döterminer les points d'intersection

d'une droite et d'une quadrique röglöe.
Soit (f) la droite donnee dont les elements reprösentatifs

sont denotös comme de coutume sur la figure 7.

Supposons, pour n'avoir pas ä multiplier outre
mesure les construetions, que la quadrique donnee soit definie

ä l'aide de deux ponctuelles projeetives (f„) et (fi), et

dösignons, d'une maniere generale, par (B) le point de

(fb) qui correspond ä un point quelconque (A) de (fi). Les

generatrices de cette quadrique qui appartiennent ä un
möme systöme sont alors constituees par les droites qui
räunissent deux points correspondants tels que (A) et (R).

Dans ces conditions, il est evident que la quadrique
consideree est completement döfinie si l'on donne, d'une

part, les ölöments reprösentatifs des deux directrices (fi)
et (fb), et, d'autre part, les points reprösentatifs jßj, ß2 et
R3 des points de (fi) qui correspondent respectivement ä

trois points de (fi) donnes egalement pour leurs seuls

points reprösentatifs Ai} A^ et A3. Car, en effet, les trois
couples Ai R{, A2 Bt, A3 R3 deflnissent completement la

correspondance projective qui lie les elements reprösentatifs

des points des deux ponctuelles (fi) et (fb) de

l'espace.

On peut observer, avant de poursuivre, que le cas oü
la quadrique est döfinie ä l'aide de trois directrices ap-
partenant ä un möme systöme de genöratrices se ramene
immödiatement ä celui-ci, puisqu'une göneratrice variable

de l'autre systöme determine, sur ces directrices, des

ponctuelles projeetives.
Cette remarque faite, considörons une droite mobile

qui rencontre constamment (fi), (fi) et (f). Elle engendre
une deuxiöme quadrique et, par consöquent, ötablit une
nouvelle correspondance projective entre les points de

(fi) et de (fi). Dösignons, alors, d'une maniere generale,

par (C) le point de (fi) qui correspond, de cette facon, au

point quelconque (A) de (fe.). Les ponctuelles superposöes

sur (fb) et engendröes par (B) et (C) ötant manifestement

projeetives auront deux points unis (Pb) et (Qi) Par chacun

de ces points passe une göneratrice commune aux
deux quadriques et rencontrant, par suite, la droite (f). II
est alors evident que les points (P) et (Q) oü ces genöratrices

coupent (f) sont pröcisöment les points de rencontre

cherchös.
II est d'ailleurs bien simple d'obtenir les ölöments

reprösentatifs de (P) et de (Q).
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Si l'on determine, en effet, en appliquant la construetion

qui permet de resoudre le problöme IV, le plan (rzi)

qui passe par (At) et (/), puis qu'ou cherche ä l'aide du
trace correlatif, le point de rencontre (C4) de (ni) et de

(fb), on oblient le point Cj de fi qui correspond au point
ßj de cette meme ponctuelle. Repötant deux fois de suite
les mömes Operations, en remplacant successivement le

point (Aj) par les points (A2) et (A3), on oblient les points
C2 et C3 qui correspondent respectivement ä ß2 et B3. On

connait ainsi trois couples d'elements qui se correspondent

dans les deux ponctuelles superposees sur fi et l'on
peut, en appliquant un procede connu, determiner les

points unis Pb et Qb de ces ponctuelles.
Toutes les Operations qui precedent sont indiquees sur

la figure 7 oü il est possible de les suivre sans trop de

difficulte. En particulier, le cercle de cette figure et le
faisceau de sommet S ont permis de determiner les points
unis Pb et Ob.

4f

*K \

rT7

Fig. 7.
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Connaissant l'un de ces points, Pb par exemple, on

peut ensuite determiner la ligne repräsentative de la

göneratrice de la quadrique donnee qui passe par ce point,

en utilisant la correspondance projective qui döfinit cette

quadrique et qui lie les points ß de fb aux points A de f&.

Le trace relatif ä cette determination n'a pas ete conserve

sur la figure qui risquait de devenir un peu confuse. Ce

tracö est d'ailleurs trop connu pour qu'il y ait lieu d'in-

sister. Le point P oü cette genöratrice coupe fest alors le

point reprösentatif du point de rencontre cherche (P). La

ligne repräsentative P' de ce möme point s'obtient ensuite

immediatement puisqu'elle est associöe ä P et passe par

cp'. On determinerait enfin de la möme maniere les

elements reprösentatifs Q et Q', du deuxieme point cherche

(0).

34. II nous parait inutile de multiplier davaulage ces

exercices; les Solutions qui precedent montrent d'une

maniere sufflsamment nette que le mode de reprösentation

propose ne conduit pas ä des Operations plus com-

pliquöes que celles qui rösultent de l'applieation des

methodes ordinaires de la geometrie descriptive. D'ailleurs,
si l'on suppose, comme nous allons le faire,^que la droite

dösignee par E s'öloigne indöfiniment, toutes ces Operations

se simplifient; de plus, il devient possible de röscu-

dre, ä l'aide de procedös graphiques simples, tout un
ordre de problemes dont les Solutions n'avaient pu,
jusqu'ici, ötre obtenues que gräce ä l'emploi de methodes

analytiques.
(A suivre.)

Les nouvelles lignes du Chemin de fer Rhetique.

par M. F. REY, ingenieur.

Ancien eleve de l'Ecole d'ingönieurs de Lausanne.

(1867-1870).

Le reseau du Chemin de fer Rhetique, ä voie ötroite

d'un metre d'ecartement, se compose des lignes suivantes:

1° Landquart-Davos, d'une longueur de 50 kilometres,

avec rampe maximum de 45 %0 et rayon minimum de

100 mötres. Pour atteindre son point culminant, soit la

Station de Wolfgang, ä l'altitude de 1633 m., la ligne doit

franchir une difförence de niveau de 1106 m. pour redes-

cendre ensuite ä la Station terminale de Davos, ä l'altitude
de 1543 m. au-dessus de la mer.

Cette ligne a ötö ouverte ä l'exploitation en 1889 jusqu'ä

Klosters, et l'annöe suivante jusqu'ä Davos-Platz ;

2° Landquart-Thusis, d'une longueur de 41,180 kilo-
mötres, avec rampe maximum de 25 °/00. Son point
culminant est la Station de Thusis, ä la cote 700™,50. Le

trongon Coire-Thusis a ötö ouvert le lor juillet 1896 et celui

de Landquart ä Coire le 29 aoüt suivant;

3" Thusis-St-Moritz, d'une longueur de 61,7 kilomötres,

ouvertele 1erjuillet!903jusqu'ä Celerina. Le troncon restant.

de Celerina ä St-Moritz ne sera acheve que pour l'ötö 1904.

4° Reichenau-Ilanz, d'une longueur de 19,4 kilometres,

ouverte le 1er juin 1903.

Ces deux dernieres lignes, qui seront ci-apres l'objet

d'une description plus detaillee et dont les devis, etablis

d'apres un avant-projet, se montaient ensemble ä 26 millions de

francs, ont ötö executees sous le regime de la loi cantonale

grisonne du 20 juin 1897; aux termes de cette loi, le canton

partieipe ä rötablissement sur son territoire de nouvelles

lignes de chemins de fer ä voie ötroite par une prise d'ae-

tions pour une valeur de 40 ä 50 000 fr. par kilometre,

pouvant ötre portee ä 70000 fr. pour les tunnels de plus de

3 kilometres de longueur. Cette Subvention n'est aecordee

qu'apres que les communes interessees et les particuliers
ont justifie d'une prise d'aetions representant 25000fr. par
kilometre.

La justification financiere pour l'etablissement de ces

nouvelles lignes une fois produite, gräce surtout ä la

Subvention importante de la Confederation, votee par les

Chambres föderales le 20 juin 1898, sous forme d'une prise

d'aetions de second rang pour une valeur de 8 millions de

francs, on se mit immediatement ä l'ceuvre, et dejä au mois

d'oetobre de la meme annöe, on debutait par l'attaque de

la galerie du tunnel de l'Albula. Cet ouvrage ötant le plus

important du nouveau reseau ä etablir et exigeant 4 ans

pour son achevement, tandis que l'infrastructure du reste

de la ligne pouvait se terminer en 2 ans, il ötait necessaire

de commencer par lä.
Les etudes döfinitives ötaient en meme temps poussöes

activement, de teile sorte que Padjudication des differents

lots de travaux pouvait dejä avoir lieu en öte 1900.

I. — Ligne de Thusis ä St-Moritz ou de l'Albula.

Longueur 61,7 kilometres. (fig. 1 et 2).

Trace et döclivitös. — Le tracö se detache de la gare de

Thusis, ä la cote 700m,50, s'eleve en rampe de 25 °/00 en

s'inflöchissant brusquement sur la gauche, puis franchit
leRhin Postörieur sur un grand viaduc, avec travee centrale

metallique de 80 m. d'ouverture ; il atteint d'abord la

Station de Sils (738m,50), pour s'engager apres dans les gorges
ötroites et sauvages du Schyn, aux parois abruptes, cou-

pees de ravins et de couloirs, en suivant la rive gauche de

la vallöe, äune hauteur moyenne de 80 ni. au-dessus du lit
de la riviöre de l'Albula. Jusqu'ä la Station de Solis (854 m.)

le tracö est des plus aeeidentö; les tunnels succedent aux

viaducs, et la voie semble parfois comme aecrochöe aux

flancs d'escarpements et suspendue au-dessus de l'abime.

A 500 metres au delä de la Station de Solis, en un point oü

la gorge presente un rötröcissement, le tracö franchit la

vallöe sur un viaduc imposant en magonnerie, avec une

arche centrale de 42 m. d'ouverture. Apres la traversee de

quelques tunnels et viaducs sur la rive droite de la vallöe,

la ligne atteint la Station de Tiefencastel (887 m.), au

döbouchö de la vallöe de l'Oberhalbstein.
Entre Thusis et Tiefencastel, les roches rencontröes

sont composöes essentiellement de schistes dits des Grisons
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