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Fig. 18. — Conduite forcee de l^O
de diamötre interieur.

l'entree de tout un reseau de canalisations qui alimentent

en eau sous pression les differents ateliers de l'usine elec-

trochimique et les bouches ä incendie.
La conduite est formöe de virales de lra,665 de

longueur, rivees ä l'atelier les unes aux autres bout ä bout en

trongons de 6m,50, lesquels ont ötö assemblös sur place par
un rivetage.

Le coefficient maximum de travail de la töle est de

6,25 kg. par mm2 de section pleine ou 8 kg. par mm2 de

section nette suivant une ligne de rivets. Le metal

employö est de l'acier doux des forges de St-Etienne, d'une

resistance de 38 kg. par mm2, avec allongement de 26 %.
L'öpaisseur des töles varie de 6 mm. ä 10 mm., suivant

la charge d'eau. Les töles de 6, 7 et 8 mm. ont ötö cintrees
ä froid, celles de 9 et 10 mm. ä chaud. Toutes les rivures

longitudinales des töles de 10, 9, 8 et 7 mm. sont formees

de deux rangs de rivets, celles des töles de 6 mm. et toutes

les rivures transversales ne sont formees que d'un seul

rang de rivets espacös de trois diametres, Les trous des

töles de 9 et 10 mm. ont ötö aleses apres poingonnage.
La conduite est placöe sur toute sa longueur au-dessus

du sol; eile est supportöe par des piliers en magonnerie

espacös de 6 m. environ. Elle a ötö peinte ä l'atelier inte-
rieurement et extörieurement au minium de plomb, puis

couverte ä l'extörieur apres le montage d'une couche de

blanc de cöruse.
Dans sa partie införieure, eile est protögee contre les

crues de l'Isere, comme du reste l'usine elle-möme, par
une digue en pierres seches construite en gros matöriaux.

L'usine hydro-ölectrique n'est construite que surletiers

de sa longueur; eile renferme neuf groupes electrogenes,

pouvant donner chacun 500 chevaux electriques.
Les turbines sont centrifuges et ä introduction partielle;

elles sont munies de tubes d'aspiration mönages dans la

magonnerie de fondation. Elles ont öte livröes par la maison

Brenier,Neyret& Cie, de Grenoble.Les dynamosdirectement
accouplees aux turbines sortent des ateliers de MM. Schneider

& Cic au Creusot. Nous ne nous etendrons pas sur
cette partie de l'installation dont nous n'avons: pas eu ä

nous occuper.
Un canal de fuite recueille l'eau ä la sortie des turbines

et la restitue ä lTsöre; un seuil menageäl'aval du bätiment

empeche les turbines de se dösamorcer. Ce canal n'a que
39 m. de longueur ern'offre aucune particularite de

construetion

Les ötudes relatives ä l'amönagement de cette chute ont
etö faites en collaboration avec M. l'ingenieur Jacques Bois

par le soüssigne, qui en a dirige personnellement l'execution

avec le concours intelligent et devoue de M. Ch. Corneau,
condueteur de travaux.

Les parties metalliques des vannes et passerelles de

service et la charpente du bätiment ont ötö fournies par la

maison Ed. Lagarde & Clc; la conduite forcee et le collecteur

par la maison Bonnet, Spazin & Cie, toutes deux ä

Lyon.
Nous ne terminerons pas cette notice sans citer les

noms de M. Georges Coutagne, ingenieur des poudres et

salpetres, administrateur-delegue de La Volta lyonnaise,
sous la haute direction duquel nous avons travaille, et de

M. Theodore Turrettini, adminißtrateur de la möme Sociötö,

aux precieux conseils duquel nous avons souvent eu

recours.
Geneve, octobre 1903.

Application de la statique graphique

aux systemes de l'espace.

Par M. R. MAYOR, ingönieur,

Professeur ordinaire.
Ancien ölfeve de l'Ecole d'Ingenieurs (1884-1887).

Introduction.

Les methodes graphiques, dont I'usage systematique

a si heureusemept et si profondöment modifie l'etude des

conditions de rösistance et de stabilitö des systömes matö-

riels plans, n'ont pas, jusqu'ici, paru susceptibles de

rendre des Services aussi marques dans l'ötude des

systömes ä trois dimensions. En tout cas, les tentalives faites

en vue d'ötendre & l'espace les möthodes gönerales de la

statique graphique n'ont conduit ä des rösultats prati-
quement utilisables qu'au prix d'artifices dont la diversitö

et le manque de gönöralitö laissent nettement pressentir

qu'on est ehcore fort öloignö du but qu'on se proposait
d'atteindre.

On peut certainement attribuer cet insuccös aux pro-
cödös de reprösentation plane de l'espace utilisös jusqu'ä
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maintenant et dont aucun ne parait convenir ä la nature
speciale des elements geometriques qui jouent un röle
prepondörant dans la theorie des systemes de forces. Ces

ölöments derivent tous de la ligne droite et partagent avec
eile ce caractere dualistique qui distingue si nettement
les conceptions de la geometrie reglee. On ötait donc en
droit de presumer qu'un mode de reprösentation plane
de l'espace respectant cette propriete dualistique serait,
mieux que tout autre, approprie ä l'extension des methodes

de la statique graphique. Au reste, j'ai montre, dans

une serie de notes inserees dans les comptes-rendus des

seances de l'Acadömie des sciences *, qu'il ötait non
seulement possible de determiner a priori le plus simple de

tous les procedes satisfaisant ä cette condition, mais

encore que le procede ainsi obtenu permettait de resou-
dre avec une extreme faeilite les problemes que l'on doit
considerer comme les problemes fondamentaux de la
statique graphique des systemes ä trois dimensions.

C'est ce mode de reprösentation que je me propose de

decrire et de developper ici d'une fagon ölementaire.
Mais, auparavant, quelques mots d'explication me parais-
sent necessaires pour justifier le mode d'exposition qui
va suivre.

Pour conserver ä ce travail une allure ölementaire, j'ai
du laisser completement de cötö les considerations purement

theoriques qui conduisent au procede choisi et
laissent entrevoir qu'il est bien appropriö ä son but.
D'ailleurs, ces considerations exigent, pour ötre bien compri-
ses, la connaissance de certaines theories qu'en göneral
les programmes des ecoles techniques laissent encore,de

cötö; de plus, elles ont etö suffisamment deyeloppees
dans les notes dejä citees et auxquelles nous üe pouvons
que renvoyer le leeteur.

D'autre part, il eüt ötö pröferable, ä tous egards, d'in-
diquer en premier lieu le mode de reprösentation de la

ligne droite, dont le röle est essentiel. II est, en effet,
facile et naturel d'en deduire ensuite la reprösentation de

tous les elements geometriques simples de l'espace, puis
celle des elements mecaniques.

Ce n'est cependant pas ainsi que nous avons procede.
Pour donner plus d'homogöneitö ä cet expose, pour sim-
plifier et introduire des le debut certaines notations,
nous commengons par" indiquer le mode de reprösentation

de la force et nous en deduisons immediatement la

reprösentation de la droite, du point et du plan. L'ordre
logique est ainsi rompu puisque la reprösentation du

Systeme de forces, considörö comme un tout en quelque
sorte indöpendant des forces qui le constituent, n'est
donnöe qu'en dernier lieu. Mais, au moins, cette maniöre
de faire a l'avantage de permettre d'indiquer pröalable-
ment un proeödö un peu plus gönöral que celui qui con-
vient aux applications de la statique graphique et qui
möritait d'ötre signalö, ne füt-ce que pour mieux faire
ressortir les caraetöres dualistiques de ce dernier, carac-
töres qui, sans cela, n'eussent pas ötö aussi faeilement

apergus.
* C.-R. 29 decembre 1902, 5 janvler 1903, 12 janvier 1903.

II est encore necessaire d'ajouter que, pour compren-
dre ce qui va suivre, le leeteur doit ötre familiarise avec
le.Systeme des six coordonnees homogenes d'une droite
et connaitre, en outre, les elements de la theorie des

complexes lineaires.

CHAPITRE PREMIER

Notions preliminaires.

i. Gomplexe d'action d'un systöme de forces. Nous

dösignerons sous le nom de complexe dPaetion d'un
Systeme de forces le complexe lineaire forme par les droites
de moment nul relatives ä ce Systeme. Ce complexe joue,
par rapport ä la theorie des systemes de forces de l'espace,
le möme röle que la ligne d'action d'une force dans la
thöorie des systemes pla,ns. J'ai montre, en particulier, et

nous aurons l'occasion de revenir sur ce point, qu'il
permettait d'etendre immediatement ä l'espace la notion si
fundamentale en statique graphique de polygone funiculaire

s
Si l'on dösigne par

Ao, -lo, ^o, -1-0, i«o, I'o

les coordonnees d'un systöme de forces quelconque (F0)

rapporte ä des axes coordonnös reetangulaires et par

X, Y, Z, L, M, N
les six coordonnees homogenes d'une droite, coordonnees

qui doivent, comme on sait, verifier la relation qua-
dratique

LX+MY + NZ 0,

le complexe d'action du systöme (F0) a, d'aprös la defini-
tion qui precede, pour öquation

L0X + M„Y + N0Z + XoL + Y0M + Z0N 0.

Les coordonnöes d'un systöme de forces sont donc

precisement les coefficients de l'equation de son complexe
d'action. Elles peuvent donc aussi etre considerees, puisque

cette equation ne change pas lorsqu'on multiplie son

premier membre par un facteur arbitraire, comme les

coordonnöes homogenes du complexe d'action. De lä decou-

lent immödiatement les propositions suivantes :

Le complexe d'action d'un Systeme ne change pas
lorsqu'on multiplie par un meme nombre l'intensite de chacune

des forces de ce systöme;
Des systemes equivalents ont le meme complexe d'action ,*

Un Systeme de forces est completement defini par son

complexe d'action et par l'intensitö' et le sens de sa rösul-
tante generale.

Des propositions qui pröcedent, les deux premiöres
sont evidentes ; quant ä la derniere, on en peut demontrer
l'exactitude de la maniöre suivante :

Le complexe d'action d'un systöme ötant supposö

donnö, on peut döterminer les coefficients de son öquation,

c'est-ä-dire six nombres proportionnels aux coordon-

i C. R. 26 mai 1896.
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nees du systöme de forces correspondant. Si donc bn

dösigne par
X'o, Y'0, Z'0, I/o, M'0, N'0

ces coefficients, les coordonnees du systöme de forces
seront exprimees ä l'aide des formules suivantes, oü X

dösigne un facteur de proportionnalite encore inconnu,
Xa XX'0 La k L'0,
Y0 X Y'o, M0 AM'o,
Z0 a Z'0 N0 Ä TV«,

En dösignant, d'autre part, par R l'intensitö donnöe de

la resultante generale, on aura

P (Z'„2 + Y'o2 + Z'„2) R?,

d'oü
R

^

II \/ ZV + Y'o2 + Z'o2

et il ne reste plus qu'ä lever l'indötermination relative au
signe du radical. Or le sens de la resultante est donne et

sa direction est connue, puisque c'est celle de Faxe du
complexe d'action. On peut donc determiner, par exemple,

le signe de Xa et en deduire celui du facteur X, qui se

trouve ainsi determine en grandeur et en signe.
Ajoutons encore que, dans le cas oü un systöme est

reductible ä une seule resultante, son complexe d'action
devient special et admet pour directrice la ligne d'action
de cette resultante.

2. Döcomposition d'un systöme de forces en systö-
mes composants. Soient 7"i, 7^,..., 71,..., rr, des com-
plexes lineaires, chacun d'eux etant defini par les six
coordonnees d'un systöme de forces admettant ce

complexe pour complexe d'action et ayant, de plus, une
resultante gönörale dont l'intensitö soit egale ä l'unitö. 71,

par exemple, sera donnö par les quantites

Xi, Yi, Zi, Li, Mi, Ni,
liees par la relation

ü»+ Y2+Z,-2 1.

On sait alors que les quantites

X, Y, Z, | M, N,
donnees par les relations

X IkXi
1

L y 2- T,— Ai JUi

Y= Jh« Yi
i

Jf ^hMi
l

Z -t /{ Zi
1

N $MNi
i

oü les facteurs X, peuvent recevoir des valeurs'arbitraires,
döfinissent un complexe r qui est dit appartenir au
Systeme äp termes döterminö par 7~i, 7]j,..., 71,... Fr. II est

toutefois necessaire d'ajouter, comme restriction ä cette

döflnition, que les complexes 71 ne doivent pas faire partie
d'un systöme dont le nombre de termes soit införieur ä p.
En outre, le nombre p ne doit pas ötre supörieur ä 6

puisque le systöme ä 6 termes comprend döjä tous les

complexes de l'espace.

Ceci rappele, cherchons dans quel cas il est possible
de decomposer un Systeme de forces (F) en p systemes
admettant les complexes 71 pour complexes d'action.

Dans ce but, il suffit de remarquer que si l'on dösigne

par .ffi, k$,..., h,...., Xp, les intensitös des rösultantes generales

des systemes composants, intensitös qui, en vertu
d'une propriötö demonfree, achevent de determiner ces

systemes, les coordonnees de leur Systeme resultant au-
ront respectivement pour valeurs

ZkXi Ik Li
1 l
p

— Al J-t ix{Mi,
1 i
P

ShZi
p
y }¦ N-

l 1

Si donc on dösigne par

X, Y, Z, L, M, N

les coordonnees de (F), la döcomposition sera possible

lorsqu'on pourra determiner les nombres *M de maniere ä

verifier les relations

X SkXi
i

— M Li etc..,

c'est-ä-dire lorsque le complexe d'action de (^fera partie
du systöme äp termes defini par les complexes donnös.

On peut donc enoncer le theoreme suivant que nous

aurons freqüemment l'occasion d'appliquer :

Pour qu'un Systeme de forces (F) puisse etre decompose

d'une maniere et d'une seule en p systemes admettant des

complexes d'action donnös, il faut et il suffit que le

complexe d'action de (F) appartienne au syst&me ä p termes

defini par les complexes donnös.

C'est ainsi qu'un systöme de forces peut toujours etre

decompose, d'une maniere et d'une seüle, suivant six

complexes quelconques, mais ne faisant pas cependant

partie d'un systöme ä cinq termes.

3. Forces conjuguöes. Considerons un Systeme de

forces quelconque, mais fixe, (.Fo), qui, en raison du röle

qu'il jouera constamment dans la suite, sera dösigne sous

le nom de Systeme directeur, son complexe d'action etant
lui-möme appele le complexe directeur. Nous supposerons
essentiellement que ce Systeme n'est ni en equilibre, ni
reductible ä une resultante unique. Par suite, ses six

coordonnees
Z0, Y0, Z^ L0, M0, N0

ne peuvent ötre nulles simultanement et l'expression

Ho LoX0 + M0Y0 + NoZo,

c'est-ä-dire, la moitie de son automoment, est differente
de zöro.

Cela posö, nous dirons que deux forces (F) et (F') sont

conjuguöes par rapport au systöme directeur lorsque le

systöme qu'elles constituent, quand on les envisage simul-
tanöment, admet pour complexe d'action le complexe
directeur.

II Tösulte immödiatement de cette döflnition que les
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ligues d'action de deux forces conjuguöes sont elles-me-

mes conjuguöes par rapport au complexe directeur.
Cette remarque faite, proposons-nous de determiner

les coordonnees
X', Y, Z', L', M', N'

de (F') en fonction des coordonnees

Z, Y, Z, L, M, N
de(F).

A cet effet, observons en premier lieu que ces deux

systemes de coordonnees doivent verifier les relations

quadratiques
(1) LX + MY -f NZ 0,

et
(2) L'X' + M'Y' + M'Z' 0.

D'autre part, les coordonnees du systöme constitue par
(F) et (F') ayant respeclivement pour valeurs

X -f X, Y + Y, Z + Z', L + L', M + M', N + Äff

on aura necessairement, en dösignant par X un facteur

encore inconnu

Z+X Y+Y Z+Z' _L+L'
Zo

M+M' ZV-fA"

X0 Y0

Par suite,

X' X Xo-X
Y X Y.-Y
Z' X z0-z

L0 M0 N0

L' — X L0—L
M' X Mo—M,
N' X No—N

et il suffit, pour achever de resoudre le problöme propose,
de döterminer le facteur X.

Remplagant dans ce but les quantitös Z', etc., par
leurs valeurs dans la relalion (2), on obtient, en tenant

compte de (1), l'equation

A2 [L0Xo + MoY0 + IVoZo] — /l [L0X + MoY -j- N0Z -f
+ X0 L + Y0M + ZoN] 0

qui, rösolue par, rapport ä X, donne, la racine nulle etant
• sans importance,

/
LoX + M0Y+ NpZ -f- XpL + YpM + Z0N

LoXo + M0Y0 + ZoN0

Des expressions semblables ä celle qui forme le nume-
rateur du second membre de cette derniere relation, et

qui est egale au moment relatif de la force (F) et du
Systeme (F0), se prösenteront fröquemment dans.la suite.
Pour simplifier l'öcriture nous la dösignerons par l'une ou
l'autre des nbtations symboliques

(F, F0)

ou
(Fo, F).

Comme, d'autre part, le dönominateur du second

membre de la möme relation est pröcisöment la quantitö
döjä designöe par 770, la valeur de X peut se mettre sous

la forme
(Fo, F)

X

Dans ces conditions, on aura, pour resoudre le

problöme propose, les formules fondamentales

X'^l^lXo-X, L'={-^JlLo-L,
Ho

(3) Y (-%^Y„-Y
Ho

Ho

Z'^ly^Zo-Z, N' ^No-N.H0 Ho

Un calcul en tout point semblable au precedent con-
duirait ä un groupe de formules analogue au precedent et

permettant de calculer les coordonnees de (F) en fonction
de celles de (F'). Nous n'öcrivons ci-dessous que la
premiere des formules de ce nouveau groupe, les autres
pouvant s'en deduire par analogie

(4) Y (F°> F') V & \X ——- Xo — X etc.
Ho

H0

4. Tirons immediatement quelques consequences
essentielles des groupes (3) et (4).

Tout d'abord, les relations qui constituent ces groupes

sont lineaires par rapport aux coordonnees des deux

forces (F) et (F') puisque les moments (F0, F) et (F0, F')
sont eux-memes lineaires par rapport ä ces coordonnees.

Une force quelconque admet donc toujours une conjuguee

et une seule. De plus, la symetrie de ces formules

montre immediatement que la relation qui liedeux forces

conjuguöes est reciproque.
De la premiöre des formules (3) on deduit ensuite

//„ (Z + Z') (F„, F) Xo,

tandis que la premiöre des formules (4) donne

Ho (X + Z') (Fo, F') Xo.

On a donc necessairement

(Fo, F) (Fo, F)
et l'on peut enoncer le theoreme suivant :

Les moments, par rapport au Systeme directeur, de deux

forces conjuguöes sont egaux entre eux.

Si, en particulier, une force est en involution avec le

Systeme directeur, il en est de möme de sa conjuguee,

puisque le moment de cette force par rapport ä ce

Systeme est nul. De plus, les formules (3) ou (4) montreni

encore que, dans ce cas, deux forces conjuguöes sont egales

et directement opposöes.

Considörons, enfin, deux forces quelconques (F4), (Fs)

delinics par leurs coordonnöes

Z, Y. Z. L. Af. Nt,
et

Z2, Ysi,Z2, L2, M2,Nj,

et calculons leur moment relatif

(F^Fz)^ Z, L2 + Y. il/s + Z, JV, + L{ X% + Af. Ya + N-1%.

A l'aide des formules (4), on trouve, en groupant con-
venablement les termes et en ulilisanl la notation symbo-
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lique des moments
(Fo, Flt) (Fo, F'2)

(Fi, Fj
(Fo, F'i)

ffo2
Ho + (F, F'2)

(Fo F'j>
(Fo, F2)

(Fo, Ft.),
H0 v 5 ' *? flo

ou, apres reductions,

(Fi, F2) (F4, F2).

T^e moment relatif de deux forces quelconques est donc

egal au moment relatif de leurs conjuguöes.
On deduit, en particulier, de lä que, lorsque les lignes

d'action de deux forces se rencontrent, il en est de möme

pour les lignes d'action de leurs conjuguöes. Du reste,
cette derniere propriötö rösulte aussi du fait que les lignes
d'action de deux forces conjuguöes sont elles-mömes

conjuguöes par rapport au complexe directeur.

5. Systömes de forces et complexes conjuguös. Con-

siderons maintenant un systöme (F) constitue par n forces

quelconques (F.),..., (Fi),..., (F„). Nous appellerons
conjugue de (F) le Systeme (F') constitue par les conjuguöes

(F'i) des forces (Fi).
A l'aide des formules (3) il est bien simple de determiner

les coordonnees X', etc.. du Systeme conjugue en fonction

des coordonnöes Z, elc..., du Systeme (F).
Dösignant, en effet, par X,-, etc., et par Z,', etc., les

coordonnees de (F,) et de (F'i), on a immödiatement

(Fo, F)X't
H0

X0 — Xi,

et, par suite,
» X

v> VT' ^>A _ 2 A < —
1 ."o

I(F0, Fi) —IX*,
i i

Or,

IXt X;
i

de plus, on voit sans peine que

2(Fo, Fi) (F0,F).
l

On peut donc öcrire la formule suivante

(Fo, F)X:
Ho

Xo X

qui est identique ä la premiöre des formules (3).

Ces formules, ainsi du reste que celles du groupe (4),
sont donc encore applicables aux systömes de forces

conjuguös et il est inutile de les öcrire ä nouveau.

6. Une premiöre consöquence trös simple, mais

essentielle, rösulte de la forme möme de ces formules. Elles
renferment uniquement, en effet, les coordonnöes des

systömes de forces considörös et non celles des forces qui
nous ont permis de les döfinir. Par consöquent :

Des systömes de forces öquivalents admeltent des conjuguös

öquivalents.
D'autre part, lorsque toutes les coordonnöes d'un

systöme s'annulent simullanöment, il est visible qu'il en est

de möme de celles de son conjugue. Donc ;

Lorsqu'un Systeme est en öquiUbrv, il en est de meme de

son conjugue.

En raisonnant ensuite comme au paragraphe 4, on est

conduit ä enoncer les theoremes suivants :

A tout Systeme de forces correspond toujours un systöme

conjugue et un seul, et la correspondance qui lie deux pa-
reils systemes est reciproque.

Les moments, par rapport au Systeme directeur, de deux

systemes conjuguös sont egaux entre eux. Si, enparticulier, •

un Systeme est en involution avec le Systeme directeur, il en

est de meme de son conjugue; en outre, dans ce cas, ces

deux systemes se fönt equilibre et leurs complexes d'action

coincident.

Le moment relatif de deux systemes de forces quelconques

est egal au moment relatif de leurs conjuguöes. En

particulier, Vautomoment d'un Systeme est egal ä celui de

son conjugue.

De cette derniere propriötö decoulent les deux consö-

quences suivantes :

Lorsque deux systemes sont en involution, leurs conjuguös

le sont aussi;

Lorsqu'un systöme est reductible ä une resultante uni-

que, ilen est de meme de son conjugue.

7. Complexes linöaires conjuguös. Deux complexes
linöaires seront dits conjuguös par rapport au Systeme ou

au complexe directeur, lorsqu'ils pourront ötre considörös

comme les complexes d'action de deux systömes de

forces qui soient eux-mömes conjuguös par rapport au

systöme directeur.
La plupart des propriötös relatives aux systemes

conjuguös s'ötendent sans aucune difficulte aux complexes

conjuguös et il est inutile d'insister sur ce point. Signa-

Ions cependant le fait que lorsque deux complexes linöaires

sont en involution, leurs conjuguös le sont aussi, parce-
qu'on en peut döduire le theoreme suivant :

Les conjuguöes.) par rapport au complexe directeur, des

droites qui forment un complexe lineaire quelconque (F)
appartiennent ä son conjuguö (7~").

Tout d'abord, en effet, ä un complexe special correspond

un complexe conjugue spöcial et les directrices de

ces deux complexes sont conjuguöes.
Soit alors (g) une droite du complexe (F). On peut la

considörer comme la directrice d'un complexe spöcial

(Fg) en involution avec (F). Le complexe (Fgr') conjugue
de (rg) sera lui-möme spöcial et en involution avec (F').
Sa directrice (o/'), qui, d'aprös ce qui pröcöde, est la con-

juguöe de (g) appartient donc ä(F') et le theoröme önonce

se trouve ötabli.
(A sitiwe).
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