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Le théoréme préliminaire de Weierstrass
PAR
Gustave DUMAS

(Séance du 20 février 1929.)

Il s’agit d’'une proposition dont on s’est beaucoup occupé,
qu'on a mainte fois démontrée, et sur laquelle, souvent en-
core, on reviendra:

Soil
F(25 0180 o2y ) =F{23(5))

une fonction holomorphe au point

(1) =0, 5 =0, (=1, 2 oo )
et pour laquelle on a :
(2) F(z;(0)) = 2™ - az™¥l faqpz™m+3 L . =2M ¢ (2);

dans une certaine étendue autour du point (1),
F(z;(z))=[z™ 4 Az™ 1 4 Apz™2 4 .. 4 A, ®(z:()),

les A;. A, ... A, étant des séries entiéres des seules varia-
bles (x), nulles pour z; =0,(=1, 2,...n) et ® une fonc-
tion holomorphe de z et des (x), différente de zéro en (1).
Sans étre complétement inédite 1, la démonstration qui suit,
par sa nouvelle ordonnance, a 'avantage d’étre aussi élémen-
taire que possible. Elle met, d’autre part, en évidence le fait
que quand, dans F, les coefficients sont réels, i1l en est de
méme pour les deux facteurs au second membre de (3) 2.
Sans¢ nuire, en aucune facon, a la généralité de la déduc-
{ion, on peut supposer
(4) ¢ (z) =1
et admettre, également, que la fonction F(z;(x)) est holo-
morphe dans le domaine

1 Cf. G. Dumas, Sitzungsberichte der math. phys. Klasse der Bayer. Akad.
d. Wiss., Jahrgang 1909, 18. Abhandlung, Miinchen 1910.
t Cf. PauL StickeL. Die Bedeutung des Weierstrass’schen Vorbereitungssatzes

fir die Lehre von den krummen Flichen. Sitzungsberichte der Heidelberger
Akad. d. Wiss. Jahrgang 1916, 1. Abhandlung, Heidelberg 1916.
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(5) |z2] <1, |o|<<1, (i=12, ... n).

La premiére de ces hypothéses interviendra au § 1 ou l'éga-
lité {3} sera établie formellement: la seconde au § 2, ou sera
prouvée la convergence des développements.

Au § 3, ces hypothéses tomberont et 'on examinera, en
oufre, le cas ou F(z;(x)) serait en z un polyndéme de degré
Ixmité.

§ 1.

Les fi (z:{x)) étant des polynomes entiers et homogénes
relativement aux variables (x) et de degre d’ homogenelte égal
a 'indice k, on peut en vertu de (4) écrire:

(6) F(z;(w))_——ﬁz'"—l-kzlfk (z5(x)).

Les coefficients des termes en (z) dans les f, seront des
séries entiéres en 2.

Introduisons en méme temps que F deux autres dévelop-
pements:

(7) G(z;(x)) ——z’"—|—ng 2 {08} Vs
et
(®) D(z3(a) =1+ 2 9y (23(a))

ot les g, et ¢, sont relativement aux (z) des polynoémes de
méme nature que les f, , mais ou les coefficients des o,
sont encore des séries entiéres en z, alors que, pour les g,
ce ne sont que des polynomes entiers en z, de degré égal
au plus a m — 1.

- On va voir qu'il est possible de déterminer — et cela d'une

maniére unique — les g, et ¢, de maniére a avoir formel-
lement l'identité
(9) F=G®o

qui, autrement écrite, n’est autre que (3), pour ¢ =1.
Pour que (9) ait lieu, il faut et il suffit que les g,
et ¢, satisfassent aux identités

g, + 2™ ¢="r
g2—|—z ‘Pz—fz—gﬁh
(10)
gk + Zm @y -fk (ql <Pk-1+ + gk—l %)
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Or g, et ¢, s’obtiennent de suite. Il suffit d’ordonner f,
suivant les puissances croissantes de z, g, se trouve alors cons-
titu¢ par les termes de f; qui contiennent une puissance de z
inférieure & la m#=, ¢, par l'ensemble des autres termes di-
visés chacun par z™

g, et ¢, se déterminent ensuite d'une maniére analogue
et, de proche en proche, les g, et ¢, , dans leur totalité.

I.a premiére partie de la démonstration est terminée.

§ 2

L’hypothése relative au domaine d’holomorphie que carac-
térise (5), entraine pour F la conséquence d’avoir, en valeur
absolue, tous les coefficients numériques de son développe-
ment au plus égaux a l'unité.

Les coefficients numériques dans g, et ¢, sont par con-
séquent, en valeur absolue, au plus égaux a la quantité po-
silive » : '

11) " A =1.

Passons a la seconde égalité (10), et considérons dans son

second membre le produit ¢, ¢,. Au préalable, posons

(12) = UH$1—+—$2+ +xn-

Un polvnome majorant de ¢, sera, tout calcul effectue

G=Au(l4z4224 .. 4z 1)
o =Au(l4z+22F...)

serd, de la méme fagon, série majorante de ¢,.
Par multiplication, on voit que l’expression

mA2u2( +z4224..0)

est ainsi majorante du prodult 7,191 -

D’un autre coté, les coefficients numériques dans f5, sont
en valeur absolue au plus égaux a l'unité, 1l en résulte que le
second membre de la seconde égalité (10) est majoré par une
expression analogue 3 celle qui majore le produit ¢,¢,, mais
ot mA? est a remplacer par

— 2
Ay =1-mAfl.
D’une maniére générale, en prenant

(13) Ar=1-+m (AAr 1+ AsAso+ .. +Akg Ay)

tandis que
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(=3, 4,...), on aura, avec le produit A u¥, et pour £k>2,
une expression majorant les coefficients, fonctions des (r),
des différentes puissances de z, dans g, et .

Ceci dit. formons la série

U=U (u) =Au+ Agu® + ... + Ak + ...
convergente pour

(14) [u]<e,

ol o désigne une certaine quantité positive, finie et diffé-
rente de zéro, d’ailleurs bien déterminée.

La série U représente, en effet, a cause de (11) et (13),
celle des racines de l'équation

mUz—U4 -2 _ o,

l—u:

dont la valeur pour u =0, est égale a zéro.
En supposant dans U(u), u remplacé par son expression
(12), on voit ensuite que les deux séries en z et en (z),

G=zn+U.(14z4224... 42"
=1 L U.(14z422+...)

convergent, 4 cause de (12) et (14), dans une certaine éten-
due autour du point (1). Comme elles sont respectivement
majorantes des séries (¢ et @, celles-ci convergent également
auw voisinage de (1).

(15)

§ 3.

La validité de la relation (3) peut étre considérée comme
ocomplétement établie.

Pour obtenir, F étant donnée, le second membre de (3),
il n’y a qu’a multiplier F par la série entiére qui correspond
4 71, puis & opérer la décomposition conformément au § 1.
On en déduit immédiatement, aprés une multiplication par ¢,
la décomposition effective (3).

Mais, on peut opérer autrement, et obtenir le méme résul-
tal.

Bien que F soit maintenant de la forme

F=zm¢ (2) 4+ X fi (z:(x)),
k=1

on peu! procéder encore de la méme maniére qu'au § 1.
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On prend pour G une expression identique a celle qui
figure av deuxiéme membre de (7), et pour ® la méme que
celle qui figure au deuxiéme membre de (8), avec cette seule
différence du nombre 1 remplacé par o (z).

Dans F, G et @, les f;, g, et @, conservent la méme
signification que plus haut.

Pour que I'égalité (9), qui n’est qu'une autre forme de (3),
soit ensuite identiquement satisfaite, il faut et il suffit qu’un
systétme d’équations analogues aux équations (10) et dont la
premiére s’écrit maintenant

(16) 91-¢ +2". 91 =1,
soit également satisfait.

(16} se résoud facilement par rapport aux fonctions in-
connues ¢, et @,, car ¢, doit étre en z un polynéme de degré
m —1 av plus. Il suffit pour résoudre (16) d’utiliser la mé-
thode des coefficients indéterminés, ces derniers étant les po-
lyvnémes homogénes en (), facteurs des différentes puissances
de - dans g, et @;.

Les g, et ¢, se déterminent ensuite, de proche en proche,
d’une maniere analogue.

Lorsque I' est de degré limité en z, c'est-d-dire pseudo-
polynéme en z, ou méme polyndme entier relativement a 1'en-
semble des variables z et (x), les choses ne se passent pas
aulrement.

Mais, si F est en z de degré au plus égal a m 4 p, ¢ se
trouve étre de degré au plus égal a p. Le degré de ¢, dans
(16), & cause du degré de g, au plus égal & m —1 ne peut
donc surpasser p. On verrait qu’il en est de méme des de-
grés en z des @y .

Si donc, au premier membre de (3), I est de degré en z
égal & m--p, ®, au second, sera lui-méme en z de degré
égal & pl.

! Pour la bibliographie générale du sujet, voir Oscoopn, Lehrbuch der
Funktionentheorie, t. 11, 1¢* fascicule, 2¢ édition, 1925, p. 86. Teubner, Leipzig.

Voir aussi dans le tome 158 du «Journal de Crelle», année 1927, le mé-
moire de W. WirTINGER, Ueber den Weierstrass'schen Vorbereitungssatz.
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