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S psmoeue et

Recherches sur la théorie
~ des déformations des systdmes élastiques

PAR

B. MAYOR, professeur. -

CHAPITRE 1V

La correspondance entre les systémes articulés
a trois dimensions et les systémes complexes.

27. Des considérations en tout point semblables 2
celles qui précédent peuvent é&tre étendues aux sys-
témes articulés a trois dimensions du type habituelle-
ment envisagé en statique graphique. Elles conduisent
a4 des formules et a des développements analytiques
‘rigoureusement identiques A ceux' qui précédent et
qui font prévoir qu’il existe d’étroites relations entre
les systémes articulés de 'espace et ceux du plan. D’ail-
leurs, comme je l’ai montré dans une note trés suc-
cincte? que je me propose précisément de développer
-1c1, 1l est possible de faire correspondre a tout systéme
articulé gauche du type ordinaire un systéme articulé
‘plan qui le représente complétement au point de vue
de la statique graphique, puisque cette correspondance
est telle que le calcul du systéme plan entraine le calcul
mmeédiat du systéme de I'espace. |

Pour établir cette propriété, considérons préalable-
ment un complexe linéaire I' dont 'axe coincide avec

¥ Voir Bull, Soc. Vaud. Vol. 50. No 182.
# Comptes Rendus, 30 ao(t 1915.
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I'axe Oz d’un systéme coordonné et dont le paramétre
a ne soit ni nul ni infini. Utilisant une terminologie
proposée par M. Lazzeri et qui simplifie le langage,
convenons d’appeler antiprojection d’un vecteur V, la
projection sur le plan des xy du conjugué de ce vecteur
par rapport au complexe I'. Cette antiprojection V'
est définie analytiquement deés que l'on connait ses
projections X' et Y’ sur les axes Ox et Oy, ainsi que
son moment N’ par rapport au point O. Ces quantités,
que l'on peut appeler les coordonnées de V', sont liées
aux projections X, Y, Z du vecteur V par les relations?

X'=—-—X,Y=—Y,N = aZ

qui vont jouer un role essentiel.

Ces préliminaires posés, envisageons un systeme arti-
culé gauche S possédant m barres et n nceuds, h de ces
nceeuds étant assujettis a glisser sans frottement sur
des surfaces données. Désignons d’une maniére géné-
rale par X, Y,, Z; les projections de la force extérieure.
F; qui sollicite I'un quelconque, P;, de ces nceuds et par
X:, Y, N/ les coordonnées de l'antiprojection F,” de
cette force, de sorte que

(1) X =—X,Y = —Y, N/ = dZ..

Soient ensuite A, B, Ca les projections d’un
vecteur Vi d’intensité arbitrairement e¢hoisie, admet-
fant pour ligne d’action I'axe de la barre de longueur
lie qui réunit les nceuds P; et P, et pour sens celui
qui va de P; a Px. En désignant alors par Aa', Ba'
et H;:' les coordonnées de D'antiprojection V' de ce

vecteur, on aura
(2) A’ = — A, Bi' = — B, Hir' = aCy

En admettant e fin que P, réprésente un nceud

1 B. Mayor, statique graphique des systémes de ’espace, p. 49.
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assujetti 4 demeurer sur une surface donnée, nous dési-
gnerons par A,, By, C, les projections d’'un vecteur V,
dont l'intensité et le sens peuvent étre arbitrairement
choisis, mais dont la ligne' d’action se confond avec la
normale au point P, de la surface correspondante.
Les coordonnées A,’, B,’, H,” de l'antiprojection V,’
de ce vecteur sont alors données par les formules

3) A = —A,LB, = —B,, H'’ =aC,

Dans ces conditions, les regles de la statique permet-
tent de faire correspondre, a tout noeud libre tel que P;,
trois équations de la forme

Xi+§Tak V";:O:
. B

(4) Ya‘ + 2 Ta‘k_ — Os
i V:’k

74+ 3T, % _ 0,

z+ r t’h_'\_f:k_ ]

et, 4 tout nceud tel que P, assu]ettl a une liaison, trois
équations du type

A, Ave_
Xr+Rrvr+r2Trs‘\]_r8—-—0,
G) Y, + R+ 3T L M
r V TS'Vrs L]

Crs
Zr+R +ZT73V 0

dans lesquelles Ty et R, représentent la tension engen-

drée dans la barre I et la réaction exercée sur le noeud

P,, tandis que le symbole 2 indique une somme dont
)

les termes correspondent aux diverses barres issues du

noeud Pg
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En désignant ensuite par zi;, y; z; les coordonnées
du nceud P;, par ox;, dy; 0z; les projections du dépla-
cement supposé infiniment petit 4; que subit ce nceud
sous l'action des forces extérieures et par dl; 1'allon-
gement de la barre [;, on a immédiatement

(v; — ) (0x; — 0x) + (Y — Ya) (04 — 0yu) +
+ (Z,; - zk) (321' — ()‘Zk) = lik G\lik

D’ailleurs, par définition méme du vecteur V; on
peut eécrire

A
X, — Xp = ﬁV? liks
Y
Vi g Bikl Cikl
5 y - — ik z-_x_:kI — X7 ili‘.’
Vi 77 Vi

tandis qu’en vertu d’une formule élémentaire de la
résistance des matériaux

N r
0Ly, = pix Tins

pix désignant un coefficient qui caractérise la barre
considérée au point de vue de I’élasticité et que nous
appellerons son module.

Dans ces conditions, la relation précédente peut étre
mise sous la forme '

(6) Ai;,» (6’13 — 5.13};) + Bik (3y& e (?y},)
‘ + Cix (0z; — 02;) = — pu Vi Tas,

et 1l est bien évident qu'aux m barres du systéme cor-
‘respondent m équations de ce type.

Enfin, le déplacement du ncocud P, doit s‘opeérer sur
une surface donnée. Par définition méme de V,, il est

-
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normal & ce vecteur et I'on peut écrire encore h équa-
tions de la forme

) A.dx, + Broy, + G0z, = 0O .

Les équations (4), (5), (6) et (7) sont au nombre de
3n + m -+ h. Elles permettent donc, lorsque leur déter-
minant ne s’annule pas, c’est-a-dire dans tous les cas
ou le systéme envisagé remplit les conditions qui auto-
risent son emplol dans 'art de la construction, de déter-
miner les tensions de toutes les barres, les réactions de
toutes les liaisons et les déplacements de tous les nceuds.
Ce sont en définitive les équations fondamentales dont
dépend tout le calcul du systéme S, mais pour faire
apparaitre la relation qui lie les systémes de I'espace a
ceux du plan, il est nécessaire de les transformer.

Or en désignant par T; et R,” les projections sur
le plan des x y de la tension Ty et de la réaction R,
on a immédiatement

Ti!e o Tz'.k, Rr R,-,

, Wi
Vie Va7V, V)

Posons ensuite

!

(8) (?:L'; T s 7};’ 6(:};’ . r?yi,: Ea 3(1),1ir 5 32;‘ = (}mi'

el remarquons tout de suite que ces formules sont sus-
ceptibles d’une interprétation géométrique simple. Si
I'on désigne, en effet, par 4;" I'antiprojection du dépla-
cemenc 4; du nceud P; on vérifie sans peine que le
pole de la ligne d’action de 4;" par rapport a une cir-
conférence imaginaire décrite du point O comme centre
avec un rayon égal a a)) —1 admet précisément pour
coordonnées les quantités &' et »,’.

En tenant alors compte de ces derniers résultats
ainsi que des formules (1), (2) et (3), on voit immedia-
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tement que les équations fondamentales 4), (5), (©)
et (7) prennent respectivement les formes suivantes

(4) Y/ +2T;

Hik’ s O,

NT+ 2T g

A, Ay

(') Y, + R/ + 2T,

Nr" + Rr’ ‘__tf “l' 2 Trs'

(6") Ay (dy' Oy’ — 7’ dw;") +
+ Ba' (& 0w’ — &' dwr') — Ha' (0w — dwy') =
| o Vet
| - ik ik Vik’ ’
(7’) Ar’ 7}1" - Br’ Er -+ H;-’ = 0.

Il est évident que, comme celles dont elles dérivent, .
ees équations permettent le calcul complet du systéme S.
Elles donnent, en effet, les projections de toutes les
tensions et de toutes les réactions sur le plan des zy,
et, par l'intermédiaire des formules (8), les déplace-

ments de tous les nceuds.
- Ces résultats obtenus, considérons un systéme arti-
culé complexe S’, entiérement contenu dans le plan
des xy et constitué de la maniére suivante :

Sur la ligne d’action de chaque vecteur tel que Vi'.
choisissons deux points, P,/ et Pi’, astreints a la seule



THEORIE DES DEFORMATIONS DES SYSTEMES ELASTIQUES 197

condition que le sens qui va de P;” a P’ soil précisé-
ment celui de V', et supposons que ces points limitent
une barre l;' appartenant a S’ et caractérisée par un
module g;," vérifiant la relation

9 #iﬁr' Vi'? = pix Vil

A toute barre de.S correspond ainsi une barre de §’,
tandis qu'a chaque nceud P du premier systeme cor-
respondent autant de points distincts P, qu’il y a de
barres aboutissant a ce nceud. Admettons alors que
tous ces points P;" se confondent avec les centres d’une
série d’articulations a l’aide desquelles on attache les
barres correspondantes de S’ 4 une méme plaque (P;")
infiniment mince, mais absolument rigide et de forme
arbitraire. Dans ces conditions, aux n nceuds de S cor-
respondent, dans S’, un méme nombre de plaques (P;")
qui peuvent se superposer partiellement, mais que nous
supposons libres de se déplacer les unes par rappart aux
autres dans la mesure ou le permet 1’élasticité des barres
qui les réunissent. Admettons encore que toute plaque
(P,") qui correspond a un noeud non libre P, de S soit
assujettiec a la liaison suivante : un point invariable-
ment li¢ a cette plaque et choisi sur la ligne d’action de
V," est astreint a glisser sans frottement sur une courbe
située dans le plan des xy et normale a cette ligne d’ac-
tion. .

Comme nous allons le montrer, le systéme S’ ainsi
eonstitué représente complétement, au point de vue de
Ja statique graphique, le systéme S.

Admettons en effet quune plaque quelconque de §’
soit sollicitée par une force représentée par P'antipro-
jection de la force extérieure appliquée au noceud cor-
respondant de S.

Si 'on exprime en premier qu'une plaque telle que
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(P:") demeure en équilibre sous I'action de la force exté-
rieure F;" qui y est appliquée et des tensions des barres
correspondantes, Lensions que nous désignerons d’une
facon générale par Ti', on obtient des équations rigou-
reusement identiques aux équations (4').

De méme, si 'on envisage une plaque telle que (P,'),
en exprimant que la force extérieure F," et la réaciion
de la liaison correspondante, que nous désignerons par
R,’, font équilibre aux tensions correspondantes, on ob-
tient encore des équations identiques aux équations ().

Considérons ensuite la barre l;' et les deux plaques
(P:") et (Pi') sur lesquelles ses extrémités sont atta-
chées. Lorsque le systéme S se déforme sous Paction
des forces extérieures, (P;") et (Px’) subissenl dans le
plan des xy des déplacements trés petits que l'on peut-
assimiler 4 des rotations dw;" et dw,” s’opérant autour
de ‘centres dont les coordonnées seront désignées par
%, n' et &', n'/. Dans ces conditions la barre I’
subit un allongement dl;" que Pon peul facilement
déterminer. La projection, sur la direction du vecleur
V' qui coincide en direction avec l;', du déplacement
du point d’attache P;" de cette barre avec la plaque (P:')
est égal, en effet, au quotient par Vi’ du moment relatif
de la rotation ow;’ el du vecteur V' . En d’autres termes,
il a pour valeur

7 [A"o 5" — Ba'" &+ Hu'] ooy

Une expression analogue donne la projection sur la
méme direction du point d’attache P’ d’ou il résulte
que ’allongement 4l;" de la barre est donné par la for-
mule

1 . . G
315;;’ == [Az‘if’ (77;»’ 30)};’ - /a:f 3(‘%") —Bik’ (Ek’ﬁwhr - h’:i! 50);")

Vi
+ Hik’ (6(0;,’ i 3(05’)].



THEORIE DES DEFORMATIONS DES SYSTEMES ELASTIQUES 199

En tenant alors comple de la relation (9) on wvoit
immediatement que les tensions produites dans les di-
verses barres du systeme S’ vérifient des relations iden-
ligues aux equations (6).

Les liaisons auxquelles les plaques telles que (P,)
sont assujetties conduisent facilement enfin a h rela-
tions de la forme

I,er 7]r’ — B, Er’ -+ Hr! = 0:

et qui sont par conséquent identiques aux équations
(7).

En définitive, les relations dont dépend le calcul
complel de S’ sont exactement les mémes que celles
qui correspondent a S. Le calcul de S’ entraine donc
celui de S, de sorte qu’au point de vue de la slatique
graphique, le premier de ces systémes représente com-
pletement le second. Il convient cependant de noter
(qu'au point de vue de la géométrie cette représentation
est incompléte, car il est manifestement impossible,
lorsqu’on se donne uniquement le systéme S’, de re-
trouver la forme el la position de S.

D’aulre part, le complexe I pouvant étre arbitrai-
remenl choisi, & un méme systéme S correspondent
une infinité de systémes S’ ; en revanche, a un sys-
Léme S’ complélement arbitraire, ne correspond, en
général, aucun systéme S.
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