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QUELQUES CONSIDERATIONS

L’AXIOME DE LA DROITE
C.-J. KOOL

Cet axiome que, pour éviter les longueurs, je nommerai
dans la suite briévement 'axiome «, énonce que par deux
points on ne peut mener qu'une seule droite. Or, si 'on
définit la droite : le chemin le plus court entre deux points
— et c’est la, que je sache, sa définition aujourd’hui ad-
mise par la trés grande majorité des mathématiciens et
a laquelle je me rallie volontiers — on peut formuler
Paxiome « également en disant que deux points ne sau-
raient étre unis que par un seul chemin qui soit le plus
court possible.

L’objet principal de la présente note est de montrer
qu’a 'encontre de ce qu’on a admis jusqu’a ce jour, cette
derniére vérité, si évidente qu’elle soit, ne peut pas étre
classée parmi les axiomes dans le sens strict et rigoureux
de ce mot.

Mais, avant d’aborder cette tiche, je ne crois pas su-
perflu de répondre d’avance a une objection que ceux
auxquels les considérations géométriques ne sont pas fami-
licres, sont sans doute disposés a me faire.

Ces personnes prétendront que le fait méme de parler
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d’un chemin le plus court possible entre deux points,
prouve suffisamment et amplement qu’il n’existe qu’un seul
de ces chemins. En d’autres termes, elles prétendront que
poser la condition d’un minimum c’est admettre implicite-
ment et forcément que la grandeur qui satisfait a cette
condition est unique, c’est a dire ne se trouve pas repré-
sentée deux ou plusieurs fois dans la réalité.

Eh bien, une telle prétention est fausse. Pour se rendre
sur une surface sphérique d’un point quelconque a un
autre point diamétralement opposé, il y a certains che-
mins dont la longueur est moindre que celle de tous les
autres. Ce sont, comme l'on sait, les chemins qui coinci-
dent avec les grands cercles de la surface, lesquels passent
par les dits deux points. Or, le nombre de ces grands
cercles étant infini, celui des chemins dont il vient d’étre
parlé 'est également. Il v a donc ict une infinité¢ de che-
mins qui sont tous le plus court possible, c’est a dire qui
tous ont une longueur minimum.

Autre exemple :

Imaginons un ellipsoide de rotation et posons la ques-
tion : quel est le chemin le plus court pour se rendre d’un
point P situé sur I'axe de rotation a la surface du corps?

Evidemment la réponse sera : chacun des chemins qui
coincident avec une normale abaissée du point I” a la dite
surface. Or, comme le nombre de ces normales est infini-
ment grand, celui des chemins en question le sera égale-
ment. Tous ont une longueur minimum.

Il serait facile de multiplier ces exemples, et le lecteur
voit done que, si Pon ne veut pas restreindre par une
opinion précongue le champ de ses considérations et de
ses recherches, si, en d’autres termes, 'on tient & traiter
le sujet qui nous occupe d’une maniére vraiment scienti-
fique, 1l faudra nécessairement admettre a priori qu’il existe
entre deux points une infinité de chemins qui sont tous le
plus court possible.
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Je veux encore faire une autre remarque avant d’entrer
en matiére.

On nomme en général « axiome » une vérité qui est
évidente par elle-méme. Mais toute vérité évidente par elle-
méme ne mérite pourtant pas le nom d’axiome.

Si, par exemple, on affirme que pour se rendre le long
d’un chemin donné d’un point A & un point B, il faudra
passer par tous les points intermédiaires, par tous les
points done qui sont plus rapprochés de A que B, c’est la
sans doute une vérité évidente. Toutefois ce n’est pas un
axiome. (Cest tout bonnement une vérité qui découle avec
nécessité du sens qu’on attribue dans le langage usuel aux
deux verbes : se rendre et passer par, et qui, du reste,
n’exprime aucun fait nouveau. C’est en effet exactement
comme si on disait : « St Pon va de A & B en passant
par les points intermédiaires C, D, E, etc., on passera par
tous ces points en se rendant de A a4 B par le méme che-
min ». Il est clair qu'on n’exprime par la aucun jugement,
ni qu’on n’énonce aucun fait nouveau; on dit simplement
 est égal & a, a étant une grandeur déterminée quelcon-
(que.

Aussi, pour mériter le nom d’axiome, la vérité énoncée
ne doit pas découler du sens méme des termes employés;
clle doit étre autre chose qu’une pure tautologie. Il faut
(qu’elle exprime un fait nouveau, un fait qui n’est pas com-
pris dans les termes mémes qui Pénoncent. Or il est évident
que ce fait ne nous saurait étre révélé qu’a Paide de nos
sens, grdce auxquels et par lesquels seuls nous sommes
en rapporl avec le monde extérieur ot 'ensemble des faits
se produisent. .

Nous crovons donc pouvoir définir « Paxiome géométri-
(que », dans Pacception rigoureuse de ce mot, tout juge-
ment porté sur une ou sur plusieurs grandeurs géométri-
ques, telles que points, lignes, angles, surfaces, etc., lequel
jugement découle directement, sans raisonnement intermé-
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diaire, d’'un fait qui se révéle a nous par les impressions
qu’il produit sur un ou sur plusieurs de nos sens, et qui
ne peut pas étre déduit d’'un autre fait dont la vérité s’im-
poserait & notre esprit d'une fagon plus impérieuse, plus
pressante que la sienne.

Ayant ainsi fixé le sens que nous allons attribuer dans
cette note au mot « axiome », il nous reste avant d’enta-
mer notre tiche, a indiquer briévement le sens exact de
Passertion qu’énonce le susdit axiome e. Car, si évident
que ce sens puisse étre aux veux de la grande majorité
des lecteurs, plusieurs écrits sur la matiére nous ont
montré qu’il n’est pas toujours bien compris.

Nous faisons donc observer en premier lieu que les deux
points dont il s’agit dans cet axiome, sont implicitement
supposds se trouver dans un état de repos, I'un par rap-
port a lautre, en d’autres mots, qu’ils sont supposés main-
tenir constamment leurs mémes positions relatives. Si 'on
voulait rendre l'axiome vrai également pour des points
qui se déplacent, I'un par rapport a lautre, il faudrait
introduire dans sa rédaction 'élément du temps, et le rédiger
par exemple ainsi : « Par deux points on ne saurait « & un
moment donné » mener qu’'une seule droite. » Mais il est
évident qu’en énongant l'axiome e, les mathématiciens
n’ont pas I'intention de lui accorder un tel caractére gé-
néral, en vertu duquel il serait aussi applicable a des
points variant de position relative d’un instant a 'autre,
et il n’est pas douteux que, dans leur conception de ’'axiome,
les deux points en question se trouvent dans un état d’im-
mobilité relative permanente.

Ces points sont-ils par eux également supposés immo-
biles dans le sens absolu de ce mot?

A cette question nous pouvons franchement répondre
par la négative. IYabord, pour le motif bien simple qu’on
ne saurait affirmer qu’une immobilité absolue est chose
possible dans Punivers. Pendant longtemps les savants
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ont cru devoir admettre cette possibilité en regard des lois
d’inertie qui régissent le mouvement des corps, et plus
particulierement en regard de la tension qui se développe
invariablement a I'intérieur de chaque corps tournant au-
tour d’un axe, peu importe d’ailleurs la position et le mou-
vement de cet axe dans le monde. Mais actuellement ils
pensent plutot — et je crois devoir partager cette opinion
— que ces lois d’inertie ont leur cause dans certaines pro-
priétés du milien éthéré, au sein duquel les corps se meu-
vent et qui remplit également les interstices entre leurs
molécules et leurs atomes, propriétés inconnues jusqu’a
aunjourd’hui, mais qui seront peut-étre découvertes demain.
Il me semble du reste probable qu'une action réciproque
entre ce milieu, d’'un coté, et les molécules et les atomes
des corps, de Pautre, joue également un role essentiel dans
la formation ou la détermination des lois en question.
IYailleurs, 'immobilité et le mouvement absolus fussent-ils
un jour reconnus comme étant des notions rationnelles —
ce (ue nient a présent pertinemment philosophes et ma-
thématiciens — dat-on donc plus tard considérer I'immo-
bilité absolue comme étant une condition trés bien réalisable
chez les corps de I'univers; eut-on acquis méme la certi-
tude que certains d’entre ces corps se trouvent réellement
dans cette condition — chose du reste infiniment impro-
bable -— on n’en serait pas moins obligé d’attribuer 3
I'axiome @ un sens plus général, en vertu duquel les deux
points dont il y est question ne sont pas nécessairement des
points qui, par rare exception, se trouveraient dans un état
d’immobilité absolue. Pour le comprendre, il suffira de se
rappeler que les géométres appliquent 'axiome e en pre-
mier lieu aux points situés a la surface de la terre, a des
points donc qui assurément ne partagent pas le dit état.
(les points participent en effet aux différents mouvements
dont la surface terrestre est animée en vertu des mouve-
vements multiples de la terre, de celui autour de son axe,
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de celui autour du soleil, etc., et il est évident que tous
ces mouvements ne sauraient avoir pour résultat un état
d’immobilité absolue de cette surface durant un temps tant
soit peu prolongé, en admettant méme qu’un tel état fut
possible pendant un temps infiniment court.

On ne peut donc pas douter que, dans la pensée de ceux
qui les premiers ont formulé l'axiome « comme de tous
les mathématiciens qui depuis Pont appliqué ou énoncé de
nouveau, 'immobilité des deux points dont il s’agit est,
non pas une immobilité absolue, mais simplement une im-
mobilité de 'un de ces deux points par rapport a autre.

Je dois encore faire une autre remarque :

Si Pon veut vérifier le fait qu’énonce l'axiome e« par

quelque expérience directe — ce qui ne saurait se faire,
on le concoit, qu’a la surface de notre terre — ou bien si

Pon veut simplement se rendre compte par la réflexion du
sens exact que comporte ce fait, il faudra naturellement
envisager, en dehors des deux points A et B auxquels on
appliquera dans ce but Paxiome, d’autres points encore
qui sont situés sur les lignes droites ou courbes qu'en vue
du méme but on croit devoir mener par A et B. Or, en-
visager un de ces points ¢’est évidemment, dans le cas qui
nous occupe, déterminer sa position par rapport a la
surface terrestre, c’est donc établir ses distances a trois
points fixes de cette surface. Pour deux de ces points on
peut choisir les points A et B eux-mémes, si, comme il
est commode de 'admettre dans 'expérience, ces derniers
sont immobiles par rapport a la surface terrestre. Le choix
du troisiéme point reste alors seul a faire; ce choix est
entiérement libre pourvu que le point ne soit pas pris sur
la droite menée par A et B elle-méme.

La nécessité de la détermination des trois distances dont
je viens de parler, devient d’ailleurs manifeste dés qu’on
envisage quelque autre probléme du méme genre que celui
dont il est question dans I'axiome «. Que, par exemple, on
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se pose la question de savoir combien d’arcs de cercle d’un
ravon déterminé on peut faire passer par deux points G
et D. La réponse exacte est évidemment : un nombre in-
fini. Or, st dans ses recherches, soit expérimentales, soit
théoriques, faites en vue de résoudre la question, on rap-
portait la position des différents points des dits arcs
uniquement aux deux points C et D, on serait forcément
amené a répoudre par contre : un seul arc. Clest, je le
répéte, que la position d’'un point par rapport a la surface
terrestre n’est pas déterminée par ses seules distances a
deux points fixes de cette surface, aux points C et D, par
exemple, mais que sa détermination exige en outre,
comme je le faisais déja remarquer ci-dessus, I'établisse-
ment de sa distance & un troisiéme point fixe faisant partie
de la méme surface.

II m’a paru utile d’appeler l'attention sur ce fait, avant
de faire connaitre un moyen pratique pour se convaincre
de la vérité¢ de Paxiome «, parce que la lecture de quel-
ques ouvrages m’a prouveé que le sens méme de cet axiome
n’est pas toujours bien compris, ce que je crois précisé-
ment devoir attribuer & une négligence de la part de leurs
auteurs de tenir compte du dit fait. La description de ce
moyen, qui du reste est peut-étre le plus simple, en tous
cas le plus direct qui existe pour vérifier 'axiome «, com-
plétera l'indication que je me proposais de faire du sens
exact de ce dernier. La voict :

On tend un fil trés mince entre deux points A et B, fixés
quelque part au sol, et 'on marque, par un dispositif quel-
conque, la position qu’occupent par rapport au sol un cer-
tain nombre des points C, D, E, etc., par lesquels passe
le fil. Or, il est évident que celui-ci coincidera nécessaire-
ment avec 'un des chemins les plus courts possible entre
A et B, s’il existait réellement deux ou plusieurs de ces
chemins. En effet, sile fil coincidait avec un autre chemin
plus long qu’eux, la traction exercée, pour le tendre, a ses
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extrémités A et B donnerait inévitablement lieu a un cer-
tain mouvement, des deux bouts du fil, d’abord, et ensuite
de toutes ses parties, jusqu’a ce que les deux extrémités
A et B eussent atteint leur éloignement maximum, jusqu’a
ce que, en d’autres termes, le fil se confondit avec I'un
des chemins les plus courts entre ses extrémités. Si main-
tenant, apreés l'avoir momentanément éloigné, on remet
le fil en place, le tendant de nouveau entre les points A et
B, on constate qu’il passe exactement par les mémes points
intermédiaires C, D, E, etc., et ce méme fait se trouvera
reproduit toutes les fois qu’on voudra répéter Pexpérience,
st grande que soit du reste la précision avec laquelle celle-
ci aura été faite. Or, comme on ne saurait évidemment
découvrir aucune raison pour laquelle le fil coinciderait
avec 'un des dits chemins les plus courts possibles plutot
quavec un autre, on sera en droit de déduire de cette
expérience qu’il n’existe entre les points A et B qu’un seul
de ces chemins 1.

L’exactitude de 'axiome « ne peut donc assurément faire
I'objet du moindre doute. Aussi a-t-elle été reconnue de
tout temps par les mathématiciens, qui du reste ont admis
sans exception que 'axiome est évident par lui-méme, en
sorte qu’ils ont méme jugé superflue toute expérience faite
dans le but de se convaincre de sa vérité. Ce qui plus est, la
grande majorité d’entre eux, si non tous, sont d’avis que,
non seulement Paspect du monde extérieur ou, pour parler
un langage plus précis et plus propre dans la circonstance,
laspect de deux ou de plusieurs points disséminés dans
I'espace, suffit pleinement pour établir cette conviction et
pour la justifier, mais encore qu’il est de toute impossibi-
lité de donner de la vérité de 'axiome « une démonstration

LIl ne wm’a pas paru inutile de faire connailre celte expérience, quelque
¢lémentaire (qu’elle soit, puisque celle (ue M. Kroman indigue dans son ou-

vrage : U'nsere Naturerkenniniss, la seule du reste dont jaic rencontré la
deseription, ne me semble nullement concluante.
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4

autre que celle qui nous est fournie directement par cet
aspect, autre que celle qui découle de cet aspect d’une
facon immédiate.

Démontrer une proposition, démontrer la vérité¢ d’une
assertion, ils ont du reste trés justement fait remarquer,
eux aussi bien que les philosophes, c’est faire ressortir sa
justesse au moyen d’un raisonnement rigoureux dont le
point de départ, le fondement, est toujours un fait fourni
directement par l'observation du monde des phénoménes.
Eh bien, les dits mathématiciens prétendent que 'axiome
¢« exprime lui-méme un tel fait, et ils prétendent en outre
que ce fait ne peut étre déduit d’aucun autre fait dont la
vérité s'imposerait a nos sens avee plus d’évidence que la
sienne.

Or cette derniére prétention de leur part est-elle bien
juste?

Supposons qu’au lieu de vivre sur notre terre o, grice
a la densité presque uniforme de notre atmosphére dans
des couches d’épaisseur considérable, les rayvons de lumiére
se propagent suivant des lignes a fort peu prés droites sur
des parcours relativement longs, supposons, dis-je, que
nous fussions placés sur un astre dont latmosphére eit
une densité si rapidement variable d’une couche horizon-
tale a Pautre que les dits rayons, avant de nous atteindre,
cussent en général subi une déviation trés importante par
rapport a la direction suivie en quittant les objets dont
ils émanent. Dans ce cas une ligne droite se montrerait a
nous, non pas certes tou_jours, mais pourtant trés souvent
telle que nous voyons dans nos conditions terrestres une
ligne courbe; je veux dire que 'image produite par la droite
sur notre rétine aurait alors bien des fois une longueur
supérieure a celle des images produites par beaucoup de
lignes courbes qui uniraient les mémes points extrémes et
qui en réalité seraient donc plus longues qu’elle. (Le lecteur
se convaincra aisément de ce fait par le dessin.)
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Dans de telles circonstances il nous serait, sinon abso-
lument impossible, au moins fort difficile, de nous rensei-
gner sur le fait qu’énonce I'axiome « par les seules impres-
sions qu’éprouverait notre sens visuel, plus spécialement
en ce qui concerne les positions relatives des objets placés
autour de nous. D’ailleurs, sur la terre telle qu’elle est,
Phomme né aveugle se trouve réellement dans cet état d’in-
capacité. Faut-il donc admettre, ainsi que cela résulterait
de Popinion des mathématiciens rapportée ci-dessus, que
ni ce¢ dernier, ni '’homme qui vivrait dans un milieu atmos-
phérique comme celui que je viens de décrire, ne pour-
raient jamais se procurer la connaissance du fait qu'énonce
Paxiome e sinon en vertu de quelque expérience du genre
de celle que jai indiquée précédemment ?

Je ne le pense pas, car je crois pouvoir démontrer que
ce dernier fait peut étre déduit, par la voie du pur raison-
nement, de deux autres faits dont la vérité découle avec
nécessité directement du caractére essentiel de Iespace, i
savolir de son extension illimitée dans tous les sens. Or, de
ce caractére 'aveugle-né peut évidemment avoir une claire
notion aussi bien que 'homme qui voit; et 'on verra plus
loin, lorsque nous indiquerons les dits deux faits, que
pour reconnaitre leur vérité il n’est pas nécessaire — comme
c’est le cas pour reconnaitre, par 'aspect des objets qui
nous entourent, la vérité de Paxiome « — qu’on vive dans
un milieu tel que notre atmosphere terrestre et qu’on soit
pourvu d’un organe visuel pareil ou semblable au notre,
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afin que 'image d’une droite sur notre rétine ait toujours
moins de longueur que celle d’une courbe qui unirait ses
deux points extrémes. On se convaincra que, pour se péné-
trer de leur vérité, il suffit du concours ou, si 'on veut, de
Pintervention de la notion du mouvement libre — notion qui
implique évidemment celle du mouvement non libre ou en-
iravé — puis de la notion de la longueur d’un chemin. Or,
comme ces trois notions ne sont pas moins nécessaires pour
saisir convenablement le sens de I'axiome «, nous osons
hardiment affirmer que les deux faits susdits méritent d’étre
classés parmi les axiomes, dans 'acception rigoureuse de
ce mot, & plus juste titre que ce dernier qui peut étre
déduit d’eux, et que c’est seulement alors qu’on estime-
rait que cette acception put étre élargie qu’on pourrait
ranger parmi les axiomes également I'axiome «, profitant
ainsi de I'’heureux hasard qui nous renseigne sur le fait
qu’il énonce d’une facon directe, grice aux conditions fa-
vorables de notre atmosphére et de notre organe de la vue.

Cela dit, procédons & la démonstration dont je parlais
ci-dessus, et faisons en premier lieu ressortir que la sup-
position que deux points peuvent étre unis par deux droites,
c’est a dire donc par deux chemins qui seraient, 'un et
Pautre, le plus court possible, que cette supposition, dis-
je, implique nécessairement cette autre supposition qu'on
peut tracer entre deux points une infinité de droites, c’est
& dire une infinité¢ de chemins qui seraient tous les plus
courts possible.

A cet effet je vais nommer la premiére supposition brie-
vement la supposition 3, et j'indiquerai dans la figure 1
par A et B les deux points en question, par AC; B et
A C,B les deux chemins droits dont il vient d’étre parlé.

Prenant alors sur le premier de ces chemins un point
quelconque D, , on sera obligé d’admettre que ce point
peut, lui aussi, étre relié au point A par deux droites;
car il est évident qu'on ne saurait faire la supposition 3
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pour les points A et B sans la faire également pour tout
autre couple de points pris dans I'espace, quelle qu’en soit
du reste la distance. Or, la premiére de ces deux droites
coincide évidemment avec la partie AE D, de la ligne
A D, B. Représentons la seconde par AE, D,.

(lomme elles ont la méme longueur, étant des droites
entre les mémes points extrémes A et D;, il faut aussi
admettre que le chemin AE, D, E;B, qui unit les points
A et B en passant par les points E; et D,, et le chemin
ALK, D, E; B, qui unit ces points en passant par E, et D,
sont également longs. Mais, cela étant, on sera obligé
d’attribuer une méme longueur aux trois lignes AC, B,
AE D E; Bet AE D, E B; et, puisque les deux premiéres
sont droites par supposition, on devra regarder comme
telle également la troisiéme, la ligne A E, D, E, B.

Remarquons maintenant que l'introduction de la suppo-
sition @ oblige de reconnaitre non seulement existence de
deux chemins droits entre les points A et Dy, ainsi qu’il
a été dit ci-dessus, mais encore celle de deux chemins
droits entre les points D, et B. Le premier de ces chemins
est évidemment la partie D, E; B de la droite A C; B; indi-
quons le second par la ligne D, E, B.

Si nous répétons pour ces deux chemins le raisonnement
fait ci-dessus pour les chemins AE, D, et AE, D;, nous
serons aisément conduits, par une considération trop sim-
ple pour que je la consigne ici, a la nécessité de recon-
naitre déja l'existence de cinq chemins droits entre les
points A et B, a savoir celle des chemins AC,B, AE,D, E, B,
AEDE B, AE,D E,B et AE,D, E,B.

Mais le nombre des points, tels que D,;, qu'on peut
choisir sur la droite AC; B pour y appliquer le raisonne-
ment exposé plus haut, est infini, la distance entre les points
A et B étant supposée dans laxiome e soit de grandeur
finie, soit infiniment grande.

Puis il est évident que le méme raisonnement peut étre
appliqué a chacun des points infiniment nombreux, tels
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que D,, par exemple, qui sont situés sur la seconde droite
A G, B, par laquelle on pourrait, conformément a la sup-
position B3, unir les points A et B.

Enfin, rien n’empéche qu'on applique le dit raisonne-
ment a tous les points infiniment nombreux de chacune des
autres droites, ainsi que AE,D, et D, E, B, dont un rai-
sonnement antérieur nous a obligé de reconnaitre I'exis-
tence.

En regard de ces trois motifs, nous sommes manifeste-
ment en droit de conclure qu’il serait possible de mener
par les deux points A et B un nombre infiniment grand
de droites, ¢’est & dire un nombre infiniment grand de che-
mins qui sont tous le plus court possible, si la supposi-
tion g était vraie.

Maintenant cette conclusion suffit-elle, par son inad-
missibilité apparente, pour rejeter comme fausse la dite
supposition ?

J'ose affirmer que non; car, ainsi que je l'ai fait remar-
quer tout au commencement de ma note, aussi bien qu'il
est possible de joindre deux points par une infinité de
chemins différents dont la longueur est la méme, mais su-
périeure a celle du chemin le plus court qui existe entre
ces points, aussi bien doit-on & priori admettre comme
¢tant possible de les unir par un nombre infiniment grand
de chemins qui ont tous exactement la longueur de ce plus
court chemin.

Toutefois nous allons pouvoir utiliser la conclusion ob-
tenue ci-dessus pour atteindre notre but, en montrant
qu’elle entraine forcément une conséquence dont la faus-
seté ne saurait, cette fois, pas étre mise en doute.

Pour ce faire, il sera cependant nécessaire que nous don-
nions d’abord a la démonstration exposée ci-dessus une
forme tant soit peu différente.

Représentons de nouveau (voir la fig. 2) par A G B et
A C, B les deux droites qui, d’aprés la supposition 2, pour-
raient étre menées par les points A et B, et prenons sur
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la premiére de ces droites deux points G, et Gy, elm;,;:nes
de la méme distance du point C;, que je suppose ¢tre situd
juste en son milieu.

FKig.. 2.

Comme je I'ai fail remarquer déja précédemment, on
sera, en vertu de la supposition 3, obligé d’admettre deux
droites entre les points G; et (+,, comme on les admet entre
les points A et B. L’une de ces droites étant évidemment
la partie G, G G, de la droite AC; B, jindiquerai autre
par G; HG,. Or il est clair que la longueur totale des trois
droites AG;, G, HG, et G,B est la méme que la longueur
totale des trois droites A Gy, G, G, G, et G,B; et, puisque
cette derniére longueur totale est celle d’un des chemins
les plus courts entre A et B, étant par supposition une des
droites qui unissent ces deux points, la ligne AG, HG, B
doit également se confondre avec un de ces chemins; elle
aussi est done une droite entre les points A et B.

Mais le nombre des points (5, et G, que compte la droite
A C; B et pour lesquels on peut done répéter le raisonne-
ment qui précéde, est infiniment grand. Par conséquent
nous sommes obligé de conclure a 'existence d’un nombre
infini de droites entre A et B.
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Nous arrivons ainsi a la méme conclusion a laquelle nous
a ci-dessus conduit une considération un peu différente.
Mais ce que cette derniére considération ne permettait
guére de faire ressortir, nous allons facilement le déduire
de celle que nous venons d’exposer.

Nous faisons remarquer, en effet, que chacune des droites
qui, d’aprés ce qui précéde, uniraient, en vertu de la sup-
position g, les points A et B, telle que A G, HG, B, a au
milieu son cours propre, c’est a dire distinct de celui de
chacune des autres droites, en sorte qu’il faut admettre que
la situation dans Pespace de I'édlément du milieu qui est
situé a une méme distance des deux points A et B est
différente aussi pour toutes ces droites 1.

Mais, cela étant, on sera obligé d’admettre qu’une sur-
face sphérique ayant pour centre un des deux points A ou
B et pour ravon la moitié de la distance A B, est rencon-
trée par les susdites droites en des points tous différents
entre cux. Or une telle assertion pouvant étre faite pour

! On pourrait, il est vrai, admettre a la rigueur fe contraire, On pourrait,
par exemple, admettre que la droite qui, avec la droite G't (0 G2 constitue le
couple de celles qui, d’aprés la supposition 3, existeraient entre les points Gy
et G’2, et la droite qui, avee la droite Gi Ca Ge constitue le couple de celles qui,
d’apres la méme supposition, existeraient entre les points Gi et G, se confon-
dissent dans leur partie du milien ; que la premiére droite eit par exemple le
cours indiqué dans la figure par les lettres AG1 PHQG’e B, la seconde celui
indiqué par les lettres AGiPHQGezB, la partie PHQ étant commune a I'une
et & Pautre. Mais dans cette supposition il suffirait d’appliquer & cette partie
commune la méme supposition 8, suivant laquelle il ¥ aurait entre ses extré-
mités P et (), non pas une seule, mais deux droites, disons les droites PHQ
et Ph Q. Puis, on remplacerait dans la pensée la seconde des droites susdites,
A savoir la droite A Gt PHQG:2B, par la droite AGiPhQGeB (ui a évidemment
Ja. méme longueur, tandis qu’on conserverait a la premiére, ¢ est & dire a la
droite AG1PHQG2B le conrs qn'on lui supposait d’abord. Or les ¢léments
situés au milieu des deux droites AG1 Ph QG2B et AG1PHQG2B, respecti-
vement done I'élément qui se trouve en h et Pélément qui se trouve en H, ont
visiblement une situation diftférente dans I'espace. Par conséquent il sera, en
partant de la supposition 8, tonjours possible d'indiquer deux droites qui, unis-
sant les points A et B, ont respectivement entre les points Gt et G2 et entre
les points Gt et Ge un cours antre que la droite A Gt B, et dont les éliéments du
milieu ne coincident pourtant pas entre eux.
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n’‘importe qu’elle valeur de la distance A B, on sera en
droit de la faire également pour chacune des parties cons-
titutives de la méme droite AC, B et, par conséquent.
nous pouvons affirmer que 'introduction dans les considé-
rations de la supposition g entraine la nécessité d’admettre
que toute surface sphérique dont le centre coinciderait
avec un point quelcongue de la droite AC, B et dont le
rayon aurait une valeur également quelconque, est tra-
versée par les droites infiniment nombreuses qui, en vertu
de cette supposition, peuvent étre menées par les points
A et B, en un nombre infini de points différents.

Tout & ’heure nous utiliserons cette conséquence forcée
de la dite supposition. ’

D’abord nous devons faire observer qu’il sera toujours
possible de trouver dans l'espace un nombre infini de
points, appelons-les By, B,, B;, etc., dont la distance ! au
point A est la méme que celle qui sépare de ce point le
point B, la totalit¢ de ces points B, B,, B,, etc., formant
une surface continue et fermée, a laquelle les géométres
donnent, comme P'on sait, le nom de « surface sphérique ».

Le lecteur ne saurait exiger que nous démontrions par un
raisonnement la justesse de cette assertion. Elle découle
directement de la notion que nous avons tous de Pespace.
Aussi n’hésitons-nous pas de classer cette assertion parmi
les axiomes fondamentaux de la géométrie, dans Daccep-
tion rigoureuse de ce mot; elle exprime, soit dit par paren-
thése, le premier des deux faits dont j’ai parlé précédem-
ment. Certes, ni Euclide ni, que je sache, aucun autre
mathématicien, ne la mentionne comme tel. Mais que tous

1 Par « la distance entre deux points » nous entendons ici la longueur d’un
des chemins les plus courts qui unissent ces points; car, afin de ne pas pré-
juger sur la solution de notre probléme, je suppose ici qu’il existe plus d’un
seul de ces chemins. Le lecteur aurait donc tort de croire que 'emploi que je
fais ici de la dite expression m’obligerait d’avance a n’admettre qu’un seul
chemin le plus court entre denx points, ce qui entacherait évidemment ma solu-
tion d’un jugement précongu.
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reconnaissent pourtant sa vérité, cela résulte clairement
de la définition méme qu’ils donnent de la surface sphé-
rique. Celle-ci, en effet, ils la définissent : une surface dont
tous les points se trouvent a une méme distance d’un
certain point de l'espace, auquel point ils donnent le nom
de centre de la dite surface sphérique. Or il est évident
que cette définition implique forcément la possibilité méme
de concevoir une surface qui satisfasse a la condition que je
viens d’indiquer et qu’elle reconnait done implicitement la
vérité de Passertion énoncée ci-dessus.

Croyant donc sans autre justification pouvolir admetire
Pexistence de la surface sphérique, dont il a été parlé ci-
dessus et que nous désignerons dans la suite brievement
par la surface S, nous montrerons en premier lieu que,
partant de la supposition 3, on pourra trouver sur cette
surface S, dans le voisinage plus ou moins immédiat du
point B, une infinité de points — nous les nommerons B,
B”, B"", etc. — qui sont situés de maniére que les droites
AB’, AB", AB"", etc., qui les relient respectivement au
point A, coupent quelque part entre A et B 'une ou lautre
des deux droites AC, B et AC,B par lesquelles il serait,
d’apres la supposition 3, possible d’unir les points A et B

/

(voir la fig. 3).

XL 16
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A cet effet nous ferons remarquer qu’a I'encontre de ce
que pensent plusieurs mathématiciens, nous sommes d’avis
qu'aux lignes géométriques il faut nécessairement attribuer
une certaine d¢paisseur, épaisseur infiniment petite, il est
vrai, c’est a dire moindre que toute ¢paisseur donnée,
mais qui n’en est pas moins réelle pour cela. C’est que,

selon nous, une ligne sans épaisseur — droite ou courbe,
peu importe — ne saurait exister, ni réellement ni fictive-
ment.

Qu’elle ne saurait exister réellement, comment pourrait-
on en douter lorsqu’on réfléchit que tout ce qui existe dans
la réalité occupe de I'étendue — une telle occupation étant
une condition sine qua non de toute existence réelle —
tandis qu’une ligne sans épaisseur ne pourrait évidemment
occuper aucune étendue, toutes ses sections étant rigou-
reusement nulles.

Qu’une telle ligne ne saurait pas, non plus, exister dans
notre imagination, comme pure fiction, cela est, selon nous,
non moins incontestable.

En effet, chaque fiction est soit la reproduction plus ou
moins fidéle dans notre esprit de 'impression qu’un objet
réel a produite antérieurement sur notre sens de la vue,
sur notre rétine, pour étre plus précis; soit elle se com-
pose de différents ¢léments qui, chacun d’eux, sont le sou-
venir d’une telle impression et que lesprit, suivant son
caprice. sciemment ou inconsciemment, joint ensemble ou
superpose. Dans le premier, comme dans le second cas,
la fiction se rapporte done, en fin de compte, a des objets
réellement existants. Or, comme, en vertu méme de cetle
existence réelle, les objets occupent nécessairement une
certaine étendue, il est dés lors évident qu’a toutes ses
conceptions, qu’a toutes ses soi-disant créations, Uesprit
doit accorder également de I'étendue. Voila pourquoi il nous
semble impossible aussi que 'homme puisse concevoir des
lignes sans aucune épaisseur, puisque ces lignes, par le fait
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méme d’étre supposées dépourvues de toute épaisseur, ne
pourraient pas occuper la moindre étendue !.

Je dois pourtant faire observer expressément que ce
n'est pas pour ce motif-la, c’est-a-dire parce que lesprit
humain ne peut pas concevoir des lignes sans épaisseur,
que nous attribuons a celles dont il s’agit dans nos considé-
rations une épaisseur réelle, ne fat-elle qu’infiniment petite.
Car il est ¢évident que notre esprit n’est pas davantage
capable de-se représenter convenablement des lignes infi-
niment minces, la conception d’une telle ligne, quelque
minceur qu’on lut suppose, ne pouvant, par la nature des
choses, jamais satisfaire a la condition voulue qui exige
que la ligne a concevoir soit toujours plus mince encore
que celle qu’on s’est imaginée. Mais, il ne faut pas perdre
de vue que la capacité ou lincapacité de se représenter
une grandeur, ne constitue pas le critérium pour décider
du droit qu’on aurait d’introduire cette grandeur dans les
considérations. Ainsi, pour n’en donner qu’un seul exem-
ple, nous ne sommes pas aptes de concevoir en toute ri-
gueur une parabole ou une hyperbole, vu la longueur
infinie de ces lignes; nous ne pouvons nous en représenter
qu’une partie. On n’en traite pas moins en géométrie cou-
ramment de Pune comme de autre.

Non, le motif pour lequel nous attribuerons dans ce qui
suit aux lignes une épaisseur réelle, bien qu’infiniment

t Il en est de méme des poinls mathématiques. Eux aussi occupent né-
cessairement de 'étendue ; sinon, comment leur sitnation dans I'espace serail-
clle déterminée, comment serait-clle désignable? Pour étre, les points mathé-
maltiques doivent, comme toute autre chose, étre quelque part, el pour éire
quelque part, ils doivent occuper une certaine étendue. Les points mathémati-
ques sont une partie infiniment petite de 'espace, comme Despace est composé
d’un nombre infiniment grand de points mathématiques. Si I'étendue occupée
par ceux-ci était rigoureusement nulle, 'espace qui, dans ce cas, serait composé
d’une infinitt d’é¢tendues rigoureusement nulles, n’occuperait pas, non plus, de
Pétendue, car le produil o % o est évidemment zéro. Or une telle conséquence
est inadmissible, impliquant une contradiction manifeste, « espace » et « étens
due » étant des mots différents pour indiquer exactement la méme chose.
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petite, ¢’est qu'alors seulement leur conception est ration-
nelle. Que la conception d’une « ligne sans épaisseur » est
irrationnelle par contre, on s’en eonvaincra aisément en
réfléchissant que la notion de « ligne » implique nécessai-
rement 'idée de quelque chose de réel, de véritablement
existant, tandis que celle d” « étre sans épaisseur » implique
au contraire 'idée d’un défaut de toute existence réelle. On
ne saurait donc marier ensemble ces trois mots « ligne
sans épaisseur », dont les notions s’excluent mutuellement,
une chose ne pouvant évidemment étre et ne pas étre a la
fois.

~Croyant donc avoir ainsi justifié suftisamment lintro-
duction dans nos considérations de lignes géométriques
concues comme ayant une épaisseur réelle, bien qu’infini-
ment petite, nous reprenons notre démonstration.

Outre la surface sphérique S dont j’ai parlé précédem-
ment, nous nous imaginerons une seconde surface sphéri-
que S’, qui contiendra tous les points pour lesquels la
distance au point A est la méme, mais inférieure a A B.
quelconque du reste.

Ci-dessus nous avons montré qu’en partant de la suppo-
sition g, il faudra admettre non seulement que le nombre
des droites qui unissent le point A et un point donné quel-
conque de la surface S est infini, mais encore que le nombre
des différents points ot ces droites passent a travers une
méme surface sphérique, telle que S’, est infiniment grand.
Or, comme d’aprés ce qui a été dit plus haut, on doit attri-
buer aux lignes une épaisseur réelle, bien qu’infiniment
petite, il faudra aussi attribuer une étendue réelle, quoique
infiniment petite, a la section de chacune des dites droites
avec la surface S'. Leur nombre étant infiniment grand,
il s’ensuit que Pintroduction de la supposition g oblige
d’attribuer une étendue finie, et non pas infiniment petite,
a la somme des sections produites par le passage a travers
la surface S” de la totalité des droites infiniment nombreuses
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dont il vient d’étre parlé. Car il est évident quen ajoutant
les unes aux autres une infinité de surfaces infiniment pe-
tites, on obtiendra une surface dont I'étendue est finie.
Soit ' I'étendue de la somme susdite.

Imaginons a présent toutes les droites possibles qui, en
vertu de la supposition 2, existeraient entre le point A,
'un eoté, et chacun des points de la surface S, de 'autre.

Comme le nombre de ces derniers points est évidemment
infini, la totalité des sections de ces droites avec la surface
S" aura une étendue oo >< ', c’est a dire elle aura une
étendue infiniment grande. Or il n’y a qu’un seul moyen
pour allier ce résultat avec le fait évident que I'entiére sur-
face 8" n’a qu'une étendue finie, c’est d’admettre que les
dites sections se superposent, qu’elles coincident en partie.
Mais, les différents éléments infiniment petits o’ de la
surface S’ ayant tous une situation identique tant par
rapport au point A qu’a I'égard de la surface S, on doit
naturellement supposer que dans chacun de ces éléments
le passage des droites en question a travers la surface S’
ait lieu avee une méme abondance, et dés lors il faut suppo-
ser que dans chaque élément «’ les coincidences des sections
de ces droites avec la surface S’ se produisent avec la
meéme fréquence. Par conséquent, U'introduction de la sup-
position g implique forcément la nécessité d’admettre qu’a
travers chaque élément o’ de la surface S’ il passe un
nombre infiniment grand des dites droites. Or ceci revient
évidemment a dire que la droite A C; B dont nous parlions
précédemment rencontrera nécessairement a I'endroit K
ou elle passe & travers la surface S’ une infinité d’autres
droites qui, conformément a la méme supposition g, uni-
raient le point A et d’autres points de la surface S plus ou
moins rapprochés du point B.

(Vest ce fait que nous nous proposions de faire ressortir.
Etant une fois reconnu, le reste de notre tiche ne nous
saurait plus guére offrir des difficultés.



220 C.=J. KOOL

En effet, soit A KB’ une des droites susdites allant de
A a un point B de S plus ou moins prés de B, et coupant
la droite AC; B au point K.

Clomme partie de la droite AC; B, la ligne ANK est
nécessairement un des chemins les plus courts possible
pour se rendre du point A au point K, toute partie d’une
droite étant évidemment droite elle-méme.

De son coté, la ligne ALK est, elle également, un de
ces plus courts chemins entre les mémes points extrémes,
puisqu’elle aussi fait partie d'une droite, a savoir de la
droite AKB'.

Par conséquent, nous sommes obligé d’attribuer a ces
deux lignes ANK et ALK une méme longueur.

Mais comme les points B et B’ appartiennent tous les
deux & la surface sphérique S et qu’ils se trouvent done
a une égale distance du point A, le chemin ANKB doit
étre considéré comme étant exactement aussi long que le
chemin ALKB'. Et par conséquent nous devrons, en re-
gard de P'égale longueur des lignes ANK et ALK, établie
ci-dessus, conclure que les parties KB et KB’ de ces deux
chemins sont, elles aussi, également longues.

Eh bien, il est facile de voir qu'une telle conclusion est
fausse.

En effet, la surface S contient, par supposition, tous les
licux qui se trouvent a une méme distance du point A.
En regard de I'extension illimitée de 'espace, on ne san-
rait donc pas admettre que deux quelconques de ces lieux
solent situés & une méme distance d'un point autre que I
point A. Non pas qu’une telle égalité de distance serail
chose 1mpossible. Au contraire, le nombre des points en
dehors de A, pour lesquels elle existe, est, comme 'on
sait, toujours infiniment grand, quelle que soit d’ailleurs
la position relative des dits deux lieux. Mais tous ces
points-la ont pourtant une situation toute spéciale par
rapport a ces derniers. Aussi, chaque fois que pour un
point, outre A\, on croit pouvoir admettre I'égalité des deux
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distances en question, 1l sera de rigueur que par une
démonstration en régle on prouve que cette opinion soit
vraiment justifiée. Mais dans le probléme qui nous occupe
la dite situation toute spéciale ne saurait assurément étre
supposée au point K dont il a été parlé ci-dessus. Car,
ainsi qu'on l'a vu plus haut, chaque point de la droite
A C; B doit satisfaire a la condition que les chemins les
plus courts possible qui le relient respectivement au point
B et au point B” aient une méme longueur, en sorte qu’ofl
n’est nullement libre de choisir, en vue d’obtenir I'égalité
de ces chemins, la position de ce point K.

Par conséquent nous pouvons hardiment conclure a
I'inégalité des deux longueurs KB et KB’ , sans que nous
soyons tenu d’ailleurs de justifier cette conclusion par une
démonstration, quelle quelle soit 1. Cette inégalité, je le
répéte, découle directement et nécessairement du caractére
essentiel de TI'espace, & savoir de son extension illimitée
dans tous les sens. Elle constitue le second fait dont jai
parlé précédemment comme pouvant étre considéré comme
un autre axiome de la géométrie, dans l'acception rigou-
reuse de ce mot.

Evidemment elle nous méne immédiatement au droit de
rejeter comme fausse la supposition 3, celle-ci nous ayant
ci-dessus conduit a un résultat contraire, c’est-a-dire a la
nécessité d’admettre I'égalité des longueurs KB et KB',
Or, j'ai a peine besoin d’ajouter que la fausseté de la
supposition 2 implique la vérité de 'axiome c.

LIl en est ict exactement comme dans le cas ou, tirant par denx points
queleonques deux lignes courbes ou droites d’ane fagon toute arbitraire dans
Pespace, 'on affirmerait que ces lignes ne se rencontrent pas. Une telle affirma-
tion n’exigerait évidemment de la part de celui qui la ferait ancune justifica-
tion spteiale, sa justesse découlant avee nécessité de Pextension illimitée de
Fespace dans tous les sens. Mais si, grace a un choix particulier des deux
points et grice a un cours spécial donné aux deux lignes, on croyait pouvoir
admettre la rencontre de celles-ci — ainsi gue cela se présenterait, par exemple,
s'll s’agissail de lignes droites, dans le cas ou ces lignes cussent €té tirées dans
un méme plan — alors il deviendrait par contre de rigueur de démontrer (ue,
dans les circonstances admises, la dile rencontre aura veaiment lieun.
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Est-il nécessaire de dire que la démonstration qui dans
ce qui précede vient d’étre donnée de cette vérité n’est point
destinée a figurer dans les Traités élémentaires de la géo-
métrie, qu’en tous cas son insertion dans ces Traités serait
particuliéerement déplacée au commencement, par exemple
immédiatement aprés avoir énoncé 'axiome e«. Son intelli-
gence, en effet, exige, comme on I'a vu, une certaine fami-
liarité avec les notions de l'infiniment grand et de Dinfini-
tment petit, et une telle familiarité ne saurait assurément
étre supposée chez ceux qui commencent leurs études en
géométrie.

Je termine en formulant les deux vérités que, dans le
cours de ma démonstration j’ai indiquées comme étant les
véritables axiomes de la géométrie, comme constituant son
fondement, plutot que ne le fait la vérité «, qui, ainsi que
je Pai expliqué ci-dessus, n’est pas un axiome dans le sens
exact de ce mot.

La premicre de ces vérités est la suivante :

Il y a autour de chague point une infinité d’autres points
r_/m' se trouvent tous a une méme distance du preml}'r';
Uensemble de ces points constituant une surface continue
et fermee.

La seconde c’est que
les distances qui séparent les différents points d’une sur-
face sphérigue d’un point autre que le centre de cette suir-
Jface sont en géneral inégales.

Mieux que moi, les mathématiciens qui s’occupent de
I'enseignement de la géométrie seront & méme d’établir a
quel moment de cet enseignement les dits axiomes de-
vraient étre énoncés et portés a la connaissance des éléves;
si, bien entendu, ils partagent les idées ci-dessus émises
a leur égard.

Vevev, juin 1go4.
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