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DETERMINATION DE LA VALEUR DE L'INTEGRALE

: d6
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|~=| 3

PAR

H. AMSTEIN

Cette intégrale définie dans laquelle a et & signifient
des constantes positives quelconques et p un nombre
entier positif, a fait 'objet d’une question dans le tome
VIIL, n° 12 (décembre 1go1), de U'/ntermédiaire des Mathe-
maticiens.

I’évaluation de cette intégrale n’offre aucune difficulté ;
il suffit d’appliquer le théoréme de Cauchy relatif a Iinté-
grale prise le long du contour limitant une certaine aire,
pour obtenir la formule désirée. Celle-ci, vu son élégance
et son utilité, me: parait mériter de figurer dans ce Bulletin.
Apres avoir communiquée a U/ntermédiaire, je me suis
appliqué a effectuer aussi lintégrale indéfinie correspon-
dante dont la portée est évidemment plus grande, puisque
Pintégrale définie n’en est qu'une application particuliére.
Or [il se trouve que les calculs nécessaires, tout en étant
un peu longs peut-étre, sont tres faciles et en quelque
sorte élémentaires. C’est cette partie de mon travail qu’on
va lire. Sans faire intervenir le théoréme de Cauchy, on
passera alors de l'intégrale indéfinie a I'intéggale définie
proposée.
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Soit a évaluer

v

+ de

On a sueecessivement

J‘ d6 .
azsin 8 4+ b2 cos 6

.fa? sin 226 1 b2 cos 76

dé

cos 76

. J’(I + tg 20y do

aztg 6 + b2 J a tg 9 4+ b2

1 L1+ g0y digo

{' (1 +tg Wy dtg o

a2 tg 26 4 b2 BZE . b2
s =6 + az
et en posant

b

te 6 = —_—

2 ’ 7
. ; 1 + e 2') p—1
az V. = \ ' ‘ da .

x4 c?

La fonction a intégrer étant rationnelle , on la décom-
posera en fractions Simples. A cet effet on déterminera les

racines de I'équation

a4 2 =0

ou de l’équatiou
r =

Elles sont

1 2k+1 .
;- -Tp—ﬂ'l
dy = ct e

— 02— 2 pktNT

(A=0,1,2,...%p—1)

ou, en les ordonnant de maniére a faire ressortir les ra-

cines conjuguées x, et 'y

/ L2kt
Iy =cl e ..

4

\
/ L, BT g
\




A, =

DETERMINATION D'UNE INTEGRALE 3

Si pour un instant et pour abréger Iécriture, on pose

2k + 1
2p
les racines en question sont
/ i :
—  Amt

s ;Iok — c[) e .

1 2
4 — =—A3r

et la décomposition de la fonction a intégrer en fractions
simples sera, par conséquent, de la forme

’ p2\p—1 —1 :
(1 4+ x2)r— _ I’E A, n By .
T+ * k=0 L L —ami

X — cP phm xXr—c? e

Les constantes A, et B, qui sont des nombres complexes
conjugués, a savoir les résidus de la fonction du premier
membre relativement aux poles simples x, et x'y, se
déterminent au moyen du procédé classique; c’est-a~dire
st la fonction rationnelle que Pon veut décomposer en
; Ej;;’ ou f(x) et g ()
sont des polyndmes, et qu'un de ses poles simples soit «a,
le numérateur A de la fraction simple correspondante,

fractions simples est de la forme

\ ;
- — , est donné par la formule
xT—a
g — | L1
- g ! 2
- 9'(x)
: J == da

ou ¢’ () siguifie la dérivée de ¢ ().
Dans notre cas il vient

(e _ x(1 4 x2)r—! _ x (14 x2p—
Qp B 9[) xie _gp o2

== iy W=y ' |
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i

1 1 ’ e p—1
e — 9 (.9 cP e?m‘[ (1 + sy ()‘22.71'17)]’

e

et

Bk - -“1——61’ p?frt (1 T ('] Pﬂkm)p——l .
2pc?

On a done iden tiquement

(1 + a2 _

x4 ¢?
i _ 2 Xmi 1
b IR : — .\ pr— —-/m't — —aATt \p—
c? Pzi ermt \ 1 + c? e%lm) . + (1 + (/' e ) _
2pe? g —o ] L i

aX — P eAm aJ—c? e

On remarquera qu’en vertu d’un théoréme bien connu
sur la décomposition d’une fonction rationnelle en fractions

simples, on a
1)

= (A —|-B)—-O

k=0

Ce fait entraine les égalités

A . —1 Q) [ | p--1 /
pE COSQ—I"——'—I:-—!/J:O, IE (7083(‘dh+1')7[20, 1‘_\: cOSs 5(_2_1___1__1_)
=0 92[’ k=0 2[) E=0 Q[)
= 2m 1) (2R4+1) _
2 Cos - =0 m=p—1), ...
k=0u)s , 2[) Vi1 A J )
”_1 {Qp—- 1) (2 + 1)
. 5 == )
k=ll [)

qui d’ailleurs se démontrent directement sans aucune dif-
ficulté.

Afin d’éviter dans U'intégrale des logarithmes d’argument
imaginaire, il suffit de réduire au méme dénominateur les
deux fractions sous le signe Z; par la toutes les quantités
en jeu, de méme que les intégrales respectives, denennem
réelles. ' ‘

0,
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Il vient

1
_ 2pet 2=t e Mixr —e? Ny
1 2 5 - . ik
- Xl 4 c? k=0 4 ) =
er a?—c? cos A + cF
ou
/ :
— St Y1 — —211” p—1
{ A Z ( . ) ( )
| M=ot (1 4 7 o + 7 (1 a7 ,
- o 3
/ —  2mi Yp—1 — 24wt Y p—I1
Ny = 1+ ere ) + 1+ et e ) ‘

Pour mettre My et Ny sous forme réelle, on considérera
Pexpression

— . 2 ;
o ; — 2&7:’! p—1 —r = — 22 Y\ p—1
K = prmt (1 + op ) -+ pJ'm 1 + cl p )p

qui donne My pour .z =4 et Ny pour 2z =20.

On a
) Y 9 . —amwi 1 9 —m. 2Tl
K — pxmt I (/) o 1)m cmT” e 24T _l._ e > ([) — l)m cm.;- P
m="0 . ' m=~0
ol (p 1), signifie le mim coefficient du bindme, a
savoir
(p—1) _p—=1H(p—=2 (p—3) ... (p—m) L (p—1), =1
1 . 2 . 3..... m L2 :
On peut éerire ensuite
i"—l 24 —(2 oy
K = /)_ 1) Cm— [e(-m}L-i—.r)m + ﬂ( mA+Frymi _
m-—(l _
p=l m 2 :
=2 X (p—1),¢ »cos (2mi+ x)m.
m=0

On obtient donc : pour =14

o LN ,
Mi=2 = (p— 1) "7 cos (2m+ 1)in

m =0
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et pour =20
p—1

2
Niy=2 =X (p— 1) ™ cos 2m i .
m=0

L’on sait que Pintégrale
1
M,x— ¢PN
4 * - a
£ e dx

x?— 2c? x cos A + 2

est de la forme

1
= 1 2
Myx—c¢? N 2 ) 2
kl r  _dr=A log (22— 2cPx cos Am 4+ c? )+
a2 —2c? x cos A + ¢
? i
+ B : — -

22— 2P x cos A + P

Les constantes A et B s’obtiennent en différentiant cette
égalité et en comparant dans les numérateurs les coeffi-
cients des mémes puissances de .. Il vient

1
A= é— Mk, B=¢? (M cos im — Nx).

Quant a lintégration qui reste encore a effectuer, on
sait que

dax da
. 1 2T 1 2 -
a2 —2¢ P a3 cos Amr + e? (1 —e cos Am)2 4 e sin? An
1
X —c? cos Amw

== Fgees IO = g

¢? sin A el osin A
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de sorte que

|
g |

S i 1 2
NI 3 II' — (. l’ A\ 1 . T - —
I }‘1 ol — . == ) M; log (22 — 2e? arcosdm +c? ) +
i fa 9 S .
i a2 Q(.p O COS I-‘-.TT + o
1
My cos A — N, ; qr— P cos A
e arcty :
sin A 2 L
e sin A
et par suite
1
: ¥ 1
(1 + g2yl o ;)—I 1 )
—— ) — dr = M |0 (r2—2c? . cos Am + Pl 4
12p .2 k
P 4 2 Q/)( ey )
1 _
M, cos Ar —N J— 0 cos A
L K arcty + const.

sin A LA
crosin Ao -
Si dans cette formule on remplace a par (g6, 4 par

sa valenr ———=, on a finalement

20

v J' o ‘
T J azsin 0 4 b2 cos 28

-1 <)
2k +1 . -
1i p=1 1 sin 26 — 2¢7 cos 2_+n: sin @ cos 04 c? cos 26
‘Wil - )
¢ =2 M log ! =
2 pa? 2 =" F) cos 26
!
A ] _ 1 /i
M cos % o — Ny sin @ — ¢ cos —Q-wwo)—-t—l- T COS 6
/! /s - .
+ oY) — arcty " —+— const.
SN -—-la—)—-— T e s ———‘_-_|—_—»]:- T eos 6
Sk 2
ol
/ My — 9 /El p— 1) (.m_ cos (2m+1) 2+ 1)
& =1\ ‘ 2/)
] p—| 2 m (2 4+ 1
'\k PR 2 E (/) —— 1 )m (.’”7 cOS ( + ),17 )

m=10 /)
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Dans cette intégrale on introduira maintenant la limite
inférieure § = 0. A cet effet on remarquera 1° que

-»

| s 2 f

sin 20 — 27 oS ————— 77 8in 6 cos 6 4 ¢ ¥ cos ’0|
)

lo—=0

_ 9
— M, | log e e —
9 Tk & cos 26
1 E 2
— —0)- g Ik ]0% i = I\Ik l()g cP
et
u—-l 1 _I_ p—1 _
= Mk log P = loger. = Mx =0,
k= k:(]
car
M, = Ay + By
el
p—1 p—1
S My = 3 (Ay 4+ By)=0;
k=1 =
20 que
1
) — 2k +1
sin 6 — ¢ ? cos —j—_— 7T cOS 6
arctg 7 — = arclg (—colg ——— @)=
— . 2k +1 , 2p
¢l Sin ———mg.cos 616 =20
2p

k41

— arctg (cotg ..fi_;;..!. ) = — [-7—;- — arccolg (cotg _E[_)_ TT)]

(n 2k-+1 )
(= " a).

-

2 2p

H vient donc

, Y do
(1) fa? sin 22 4 b2? cos 6 —
0
: o 2%k4+1 . -
sin 20 — 2¢? cos —g— A AN 0 cos 8 -+ 7 cos 26
cr ‘ «p I
me = [—— Mk log o5 2
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1

2 - g
M, cos 2 ;- 1'71—— Ny sin 8 — ¢ ? cos o)_;——! 7T cos 6
+ T Y t
sSin 2 74 c? sin % 7T.cos 6
2k +1 .
N[kCOS _E)l)—ﬂ'—xk = le‘—i— 1 )]
o ok +1 _(_2__ AU AN
S111 "—“Q;)—— 7

Afin de rendre cette formule aussi maniable que possi-
ble, on évaluera encore les deux sommes

2k +1 2% + 1 ;
M, cos 7—N M, T—N
~ li(‘()q % T . r<t 9k 4 1 COS ——r QP 7T _i
: - 2 ’ -:l E.) . P
h=d sin alla k. 7T k= r Sin 2k 41 T
2p . 2p

On a déja vu que

Pl g 9 V(24 2k
%— M, = niﬂ({) —1)n C’"‘% COs (2m + 1)2([) i 4 L cos QZ !
1 pi (2h 4+ 1) 7
_“02“ NL e mz 0([) - l)m Lm }TC ki ( ];}_ ) id = 1

Il s’ensuit que

1 2k 4+ 1 1

5 My cos % T N ==
2 5 7 Qk

7", (p—-l)mcmg[cos( m+1)2k+1)n cos 911@-{—1 o osm( +1)Tr7
m=0 2]) zp p o
pct o1 (m+1)2hk4+1)7a 1 m(2k+41) m(% 4 1) i

> i 5 : = : el W10 e i —7 AL T
S (p—1me [Qcos p -]—Qcoq r T— CO - )

—1 " -
'S (et [Leoa(H D+ ir_1 o m(@h+ 1))

m=0 o V& = P

XXXIX 2
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10
P—'l 9 9 9k
=— I (p—1)pe™ ‘Tsm( 2m +1) (2k T{—_—vlﬂ—’zsin"'k +——1-7r =
n=0 .H[J 2[)
. 9k el 2 . (29m 9k
= — 8in 1®+——1 74 /3 (p—1), ™5 sin @m +1) @k + 1)7_’_";
—-']) m=0 ' ’ 9}”
puis
1 241 .
Q—Mk oS % —1— Ny - ,,;1 (p—1) ok gy (2 + 1) (2k + 1)
. 2k + 1 - m=90 ! " ? C)p
SN ——— 71

Pour effectuer la sommation relative a la lettre A, on

peut écrire

-

1 2k + 1 1., '

p—lng s T ‘“Q‘*\k p=t 2. 2m4-1
2) — = s == F (p—1)nt%y [sm T+

k=0 . 2[‘/ -T- 1 m =0 5)[)

BIN, e 7
=p)

9 2 ; 9 9y

B Bt G 1D,
2p 2p 2

Or la somme de sinus figurant dans cette expression,
s’obtient facilement. On a, en effet,

. 9m41 . (2m41)3x 2Qm 4 1)5x . (2m4+1)(2p—1)7
sin -}-——rr—{—sm(——-—-j—_——-)-——l—%m( £ +...+s1n£~ 2P, =
2p 2p 2p
1r ‘m-{-l 5 (2m-+1)3 - (’m-{—{);“)ﬂ_l- (2m-+1) (Qp—i)ﬂ_t
ZE[ T -|— e 2 Fe 2 4+ ... +¢ 2p
_ )”,l+1r£ ’m-HH i _ 2 ”‘+1)’7—5 (2m+l) 2[)—-1)
(Zm41) ”p-;—i) i 2m+1 i (2m+l) "p-{—!) _ 2mtd
1 [P o e e =P e ]
Ql. ) 23”1+‘17”- B 2m+1 o
e 7 —1

e ¥ —1
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1
-+ : 9 . 5 Im
273’;, l‘rr n;+l1'rt _ 2”;-{-11” . ”:‘H-
1 [—B =P —_p —_ 74 —_—r ]
— - ;,, — = ey
Ql :.-—.—.m+lq-r,f b -m+1ﬂ'£.
e P —1 e 7 —1
-]
..m+tlﬂ_£ _ 2m+4A
1 £ % e
— ! —_ ;!m—l—imE + 2m+i"i ]:
e ?  —1 e r o —1
1 [ 1 n 1 ]
=1 9 1 9 9 -
l ..7)1-{—1 d) - -nz+lﬂ_£ - ”f:[-l i 'nt)+lrri
e P e = ¢ -P —_e P
1 [ o1 (| 1
T .. 2m 4+ 1 . 2m4+1 1 . 9m+41
2¢ sin —+ a7 2 sIn -—+- T sin 1—%_':— T
2p ap 2p
LLa somme cherchée est done '
k41 i
et T Mx cos T — Nk - 2
(3) _]E ..a[) e ]E (/)_I)m( »
k=0 . Q/i, '+ 1 m=0 2m + 1
sin n
2p 2
2 2
1 + (p—1)yer  (p—1)cty P (p—1),—g c? V5
.o 3 Y . Ip —1
s — sin — s — sin 7T
2p 2p 2p 2p

En s’appuyant sur les calculs qui ont abouti a la for-
mule (2), on reconnait que la seconde somme est donnée

par i
2/ + 1 .
My cos ——m — Ny
. 1’51 2/ + 1 . Qi) o
i 2 ; :
R=0 P Sin 2 _t—ln
2p
g o2l 2m4 D 3 . (2m+41)3n
=9 m.:-..‘i (p—1)m c™ 7 [% sin % -Q—i) Sin % +
5 . (2m + 1)57 2p—1 . 2m4+1)2p—1) 71:]
-+ 3 sin 2 + ... 4+ 3 sin % s
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Afin de déterminer la somme entre crochets on consi-
dérera d’abord cette autre somme

lTl 3;]‘ c.)’ : 9 ] """'_1 .I'
cos — + CUH—--—}-(A)b 4+ ... 4 cos (—ﬁ—)—z
2 2p °’p 2p
1 b (2 p—l)n
=5 e’ + e’ + e 4 ...+ e +
ol
5 _ @Ep=l)r
e P )
+ ((’ ' oo -I— T + e )]
241 i __21;+1J”. _
1 [e 2p e2p e —p
2 By - L
er —1 e 1
2p—1 _x, p-}-l “’p-—l a . 241 ; Ty
1e2r ——p2—p % +(,.p+() Tap —pW —p '+e.p
2 = =g
eV —1/\e? —1
(4 Ty Dy (0] ‘::
1 -]; i‘ . /) 1 " ]J-—I'-i.l“‘_’ N p'—l-id:i
e e W —\e P Je P o
2 wfe;  _E\_EBf 2 Exy
e ((’*1‘ — ) e ((? k4 —-—-P“-’f’)
A — 1 2n + 1 20 —1 2n +1
2co ] — 2cos LT cos a—cos 2L =4 i
1 TR 2p - 2p 2p
] x o LT
27 sin — (—-—- 21) sin — 4 sin? —
2]) 2p 2p
- Q?‘
SN & SIN — .
°)p sin o
o . i
9 sin? — 2 s1n—
°)p 2p
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Dérivant par rapport a x les deux membres de cette

égalité
x _3ax __bx 2p—ax 1 sma
cosgp —l—me—P—--}- (.os§!7+ «.. -+ COS % =§5 7’
sin ——
2p
il vient
1, = 3 . 3x 5 . bz 2p—1 . (2p—Dx
___l?psm 9P+ % sin a5 + % sin ‘L’p+ +-——§;)-- sin gp—_]z
e 1 a
SIN —— COS ' —— —— SIIL & COS —

2 2p 2p

2 sin2 —
] O)[)

Or il suffit de faire & = (2m + 1)7 dans cette formule
pour avoir immédiatement la somme cherchée, a savoir

1 . (2m 4 1)x (°’m -+ 1)375 (°Jm + 1)6n

% sm %) -+ °’p % gp % 4+ ... 4+
20 —1 . (2m+41)(2 ——l)n 1
P ; P .
<= % st % @m T D
2 sin
2p
On a ainsi
| 2 41 . .
4 __p-;l Qk + 1 T‘\Ik COs QP 71'—4\]‘» B p;l (P__._ l)m(, -]:;-
() k:0 Qp ¥ Qk+1 _m‘_-—_o . 2m —|-1 )
sin — sin 3
=p =p

On peut constater que, dans la formule (1), I'expression
provenant de la limite inférieure

2% +1

ps‘l My cos 2p 7T — Ny (E__Qk-{-ln_) est — 0

k=0 . iak-l—l 2 QP e
sin 7T
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car on a d’aprés (3) et (4)

2k 4+ 1 . 2k 41 .
p—i NI]‘ cOS —Q—PT— TC"“"";\]{ ) 3_1 2/1 + 1 l\lk COs —""'—C'Jj-p—"— T _hk
- . 2k TS T . 9% -
=0 sin 2—-—-—+—— 7T k=0 P Sin k i:_l T
2p <P
p—l (p - l)m N ]L, . p-‘-_;l (P_ l)m Cm.f;
“nm_O . 2m+1 +rrn::0 . 2’n'l"l- 0.
sin — T si1
2p 2p
L’intégrale (1) prend ainsi la forme plus simple
o 0 do
(5) f(ﬂ sin 278 4 0% cos 2 —
0
Lo 9k -
. p—i sin 20 — 2¢? cos __"5'_5_'_1 7T sin 6 cos § -+ c» cos 26
[ My log =/ -
°’pb2 o —0 cos 26
|
; ) ' 1 Ji
My cos %A—j_—l w— Ny sin § — ¢ cos v o 1 T cos 6
2p . _— B 2p ]
. 2k 41 e Lok 41 )
Rll} == g c? SIN ——— 1 cos 6
2p | 2p

Pour terminer et afin d’obtenir Uintégrale définie de-
mandée dans U'/ntermédiaire, on fera encore, dans cette

3 T : .
formule, 6 = 5 Les termes logarithmiques disparaitront.
Ils deviennent infinis, il est vrai, mais tous de la méme
p—1
maniére, de sorte que la somme = 5 Mx qui est nulle,
k=0 =
peut se mettre en évidence. Or
i
— 2k 41
sin 0 —cFcos T L0 cos o
‘ 2p 7€
arclg : — | =5 3
V sin = 06 6=~
cP sin ———— cos =
2p 2

_l.
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il s’ensuit que l'intégrale en question devient

2k 4+ 1 .
x & M, cos 2+l 7t — Ny
J':’ do et m Py 2p
a? sin 26 4+ b2 cos 9 — 2" 9 = . 2% 41
. + 2 pb h=0 gip 22t 1

2p

1 9
7 —"1 ] .,;
= 7F e p}_,' (p—Dm ™
2pb% ey . 2m+1
SIN ——— 7T
2p

ou, en remplacant ¢ par sa valeur

k.3 1 Im41
" 2 de _ T I:‘T— (2) » (p'-—-l)m
) a?sin 76 4 L% cos 260 2pb? ,,—y \a . 2m 41
0 Sin — —— 71
2p
o

(p—H(p—2)...(p—m

(p—=Du="7 2 w0 P =1

4

Les formules (5) et (6) résolvent différents problémes.
Elles donnent, entre autres, 'aire des courbes dont 1'équa-
tion en coordonnées polaires est de la forme

C

= —
\/(1‘3 sin 278 4 b2 cos 14

ou en coordonnées paralléles rectangulaires
a? y?r + 0% a3 = G (x? 4 y*)r—1

et les moments d’inertie polaires par rapport a lorigine
des courbes

G

F = i
; —=
\/a‘—‘ sin 270 4 b2 cos *ré

ou bien

a?y + b2 ax = C(x? + y2)r=.

—O0— -
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