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SECONDE NOTE

SUR LA CORREGTION QU'EXIGE L'EQUATION
1 3

S — mv?= — PV

2 2
A CAUSE DU VOLUME QUE POSSEDENT LES MOLECULES
PAR

C.-J. KOOL, ingénieur.

§1

En considération du but que je me propose d’atteindre
dans ce travail, je supposerai dans tout ce qui suit :

19 Que les molécules du gaz auquel jaurai affaire sont
parfaitement élastiques et de forme sphérique.

20 Que l'intensité de leur attraction mutuelle s’évanouit
déja enticrement a une distance qui n’est encore que trés
petite par rapport a leur éloignement moyen. Cette suppo-
sition implique évidemment que la force, que M. Boltzmann
indique par p; dans son récent ouvrage sur la théorie des
gaz”, a une intensité nulle.

Dans ces deux suppositions il faudra, suivant ce dernier
savant et suivant MM. Oscar Meyer et van der Waals,
substituer a I'équation bien connue de Clausius

(I)eemneennonnns % Vn.mp?= —g— PV
I'équation _
1 S v, =2 p (V—B)
_ 5 -

* Vorlesungen iiber Gastheorie, partie I, § 5.
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si Pon veut tenir compte du volume des molécules, volume
queiClausius a négligé en établissant son équation.

Voici, pour mémoire, le sens des différents signes et
lettres qui entrent dans les deux équations 1 et 2 ou dans
celles que j'emploierai dans la suite :

V est le volume du gaz ;

P est I'intensité de la pression que le gaz exerce sur les
parois du vase qui le contient en vertu du mouvement de
ses molécules ;

P; est l'intensité de la force que M. van der Waals,
dansison mémoire bien connu”, indique par N, et appelle
« pression moléculaire », tandis que Boltzmann la désigne
sous le nom de force de cohésion de v. d. Waals (Waals -
sche Cohwsionskraft) et I'indique par p; ;

B est quatre fois le volume de 'ensemble des molécules
du gaz;

n est le nombre de ces molécules situées dans Dunité
de volume;

m est leur masse ;

v? est deux fois la valeur movenne de leur force vive,
divisée par m:

4 est leur éloignement moyen ;

o est leur diamétre ;

r est la distance séparant 'une quelconque des moié-
cules de lorigine des coordonnées ;

R est une des forces extérieures qui agissent sur cette
molécule ; enfin,

J est une des forces d’attraction ou de répulsion qui
s’exercent entre deux molécules.

La substitution, dans Péquation 1 de Clausius, de la
différence V-B au volume V découle chez les trois savants
susnommés de raisonnements trés différents, raisonne-
ments dont je traiterai la valeur plus tard a fond. Pour

" Continuité des états liquide et gaseucx.
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le moment je me bornerai a faire une petite remarque au
sujet de la maniére dont 'équation 2 a été déterminée par
M. v. d. Waals.

Si dans I'équation

C()... ....... Emmv2=33—(l)—l—l)1)va

trouvée par cet auteur dans son mémoire précité en faisant
la premiére des deux suppositions mentionnées au début,
on introduit en outre la seconde de ces suppositions, on
rend évidemment nulle Tintensité P, qui entre dans son
second membre. Or, pour un motif que jindiquerai plus
loin, M. v. d. W. pense pouvoir apporter a I'équation ainsi
obtenue la correction qu’elle exige en raison du volume
propre des molécules, en réduisant dans son second mem-

bre le volume V dans la proportion de 4% a 4% — —3—'— o3,

et cette proportion, il I'établit en supposant que les mol¢é-
cules du gaz ont toutes la méme vitesse. Je n’aurai cepen-
dant pas de peine a montrer — et c’est la le but essentiel
de ma présente remarque st Pon reconnait la
justesse du susdit motif de 'auteur, on trouvera pour la

réduction a faire subir au volume V la méme proportion

de 43 & 23— — 73, lorsqu’on suppose que les vitesses
~

3

des molécules du gaz sont réglées par la loi de Maxwell.
En effet, en faisant cette derniére supposition, on obtient*
pour le chemin moléculaire moyen la longueur

R 0
\/Q_uyrgi’n 3 7

quand on p‘lrtaﬂ‘e Popinion de M. v. d. Waals que la lon-

gueur — , que Maxwell a trouvéde pour ce chemin

\/9 mo?n

" Die kinelische Theorie der Gase, Oscar Meyer, § 117.
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dans la dite supposition *, exige une certaine correction,

c’est-a-dire une réduction, en vertu du fait que les molé-

cules qui s’entrechoquent ont de I'étendue dans le sens

méme de leur mouvement relatif, soit avant, soit apres le

choe. Car, selon M. v. d. W., Maxvell aurait, dans sa
1

détermination de la longueur ————, exclusivement
\/2 e n

tenu compte de I'étendue que ces molécules occupent dans
le sens normal au dit mouvement relatif. Or, suivant lui,
I'inexactitude de 'équation e aurait sa cause premiére dans
le fait dont je viens de parler, c’est-a-dire qu’elle serait
due a ce que, dans la détermination de cette équation, il
naurait pas ¢été tenu compte de I'étendue des molécules
dans le premier des deux sens susdits. Aussi on la corri-
gerait convenablement, d’aprés Pauteur, en multipliant son
second membre par le rapport de la longueur du chemin
moléculaire moyen, telle que Maxwell I'a calculée et qu’il
estime donc inexacte, a la longueur de ce chemin telle qu’il
I’a établie lui-méme, c’est-a-dire par le rapport de

1 . 1 V2
e ad = - 3 Q.
\/2 o’ n \/92 o’ n
Eh bien, on reconnaitra facilement que ce rapport est
A . v . 3 . . ’
le méme que celui de la fraction — a la différence
4 0% n

3 1

———— — —p; et, comme ce dernier rapport n’est autre
4 mo:n 2 €3 PP

. ~ 1 -y 2 « . »
que celui de 4% & 4% — 5 e®, le premier a également la
L
valeur de 43 & 2% — 5 me?; vérité quil s’agissait de dé-

* Phil. Magazine, 1860.
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montrer. Il est superflu de dire que cet accord entre les
deux rapports en question est simplement fortuit, c’est-
a-dire qu’il constitue un fait sans nécessité aucune ; il
n’est d’ailleurs pas parfait, vu le caractére approximatif
1 2
des deux valeurs ———— et —— .
\/nggn 3
4 ?TQR n 3 2B

on trans-
3 2

En réfléchissant que

, qui indique la

; . V—B ;
valeur des rapports susdits, en la fraction — et il
résulte donc de la démonstration que nous venons de faire
que, si 'on partage Popinion de M. v. d. Waals, quant a
la cause de I'inexactitude de son équation « et quant au
moyen de la corriger, on devra substituer au second

formera sans peine la fraction -

, . . 3
membre de cette équation Pexpression — P (V. —B), peu
i

importe qu’on attribue aux molécules du gaz la méme
vitesse ou qu’'on leur attribue les vitesses différentes vou-
lues par la loi de Maxwell, intensité P;, je Iai dit au
début, étant supposée nulle par nous. Or, par cette sub-
stitution, ladite équation devient apparemment identique
avec 'équation indiquée sous 2.

De mon coté, en partant des deux mémes suppositions
faites au début et utilisant I'équation

, 1 1 =
(0] - i s i i € 500 E-anw‘zz5.§:fg—aERI‘GOS(H,r'),

trouvée par M. v. de W. dans le chapitre Il de son
mémoire, j’ai obtenu dans une note antérieure” I'équation

* Bull Soc. Vaud. Se. Nat., XXVIII, 10q.
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1 < - 3 al —
(4)_—02-\12172 ___g——wbll\f,

équation ot b, représente le volume total des n molécules

qui occupent P'unité de volume du gaz, et ou V, pour

m’exprimer avec précision™, représente le volume du vase
1

contenant le gaz, diminué du volume —- ¢S de la couche

—

qui, dans ce vase, s’étend sur toute I'étendue des parois
L
2

avec une épaisseur
Or, en remplacant dans I'équation 4 la lettre b, par la
fraction —, dont la valeur est la méme, on lui donnera

: 4V’

aisément cette forme-ci :

/ 1 = - 3 - B2 _B:—; I}1
(4 ) ......... g Vll. mo?= -E-l) (\ — B —I— vV — \;..2 —I— \;3 Ot(!.);

et le lecteur voit done qu’elle ne différe de I'équation 2
que par la valeur

2

_ 3 /B Bs B+
(5)) R S E R R e E—l) (T—W+-\T§-—-ctc')

**En effet, quoique les molécules du gaz éprouvent la pression des parois
qu’elles touchent toujours directement en quelque point de leur surface méme,
la maniére dont M. v.d. Waals détermine I'équation 8 de son mémoire montre
clairement que les forces N qui figurent dans son équation 9 ont pour points
d’application, non pas les lieux ou les molécules sont touchées aux moments
ou elles heurtent les parois, mais ceux qu’occupent & ces moments leurs centres
de gravité respectifs. Mon équation & étant déduite de la dite équation 9 de
I'auteur, le volume V qui y entre est donc celui de I'espace circonscrit par une
surface qui passerait par 'ensemble des points ou se trouvent les centres des
molécules du gaz aux différents instants infiniment nombreux ou ces molécules
touchent les parois du vase dans le cours d’une période de temps infiniment
longue. Par conséquent, si V' est le volume du vase qui renferme le gaz, la

lettre V de I'équation & susdite représente le volume V/ — 5 £ S. Telle sera

encore le sens exact de celle lettre dans les équations 4’ et 5 du texte.
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dont son second membre surpasse le second membre de
cette derniére équation.
Pour lair M. v. d. W. a trouvé

B = 0,0026 V,

B2 , B3
— et =
Y V2
nent respectivement égales a 0,00262 V et a 0,0026% V.
2
\T
membre de D'équation 4" a 0,0026 fois la valeur du
. : B3 _y .
deuxiéme, le quatriéme terme e P 0,00262 fois la méme
valeur ; en d’autres mots, la valeur dudit troisiéme terme
nest qu'un quatre centiéme, celle du quatriéme terme
qu'un seize millieme environ de la valeur du second. Or,

en sorte que, pour ce gaz, les fractions devien-

Dans ces circonstances, le troisiéme terme P du second

comme les autres termes du méme membre sont plus
petits encore que les deux dont je viens de parler, il est
évident que toutes les fois que I'acquisition de résultats
absolument exacts ne sera pas de rigueur, on pourra,
lorsqu’il S’agit de Pair, faire usage indifféremment de I'é-
quation 2 ou de I'équation 4, comme on voudra.

LI est possible qu’il en soit de méme lorsqu’on a affaire
& un gaz autre que l'air. Mais, sans avoir établi pour
ce gaz la valeur de B et ensuite déterminé pour cette
raleur celle de Pexpression 5, on ne saurait pourtant
Paftirmer d’une facon catégorique et sure.

Du reste, en fut-il ainsi pour tous les gaz sans exception,
et les deux équations 2 et 4 pussent-elles done étre esti-
mdes identiques au point de vue de la pratique, il ne faut
pas moins leur reconnaitre une notable différence au point
de vue purement théorique.

En effet, comme je I'ai déja fait remarquer dans la note
ol je I'ai établie, I'équation 4 n’a aucune prétention a une
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exactitude rigoureuse. Elle ne saurait Pavoir. D’abord,
parce que dans sa détermination il a été supposé — et ceci
dans le but de simplifier les calculs — que les molécules
du gaz ont toutes la méme vitesse. Les forces de répulsion f,
qui se développent & leur surface aux moments de leurs
chocs avec les autres molécules, ont donc en réalité une
intensité différente, et dans bien des cas notablement dif-
férente de celle que je leur ai supposée dans mes calculs.
Par conséquent, il serait trés bien possible qu’il existat
une différence relativement forte entre la somme des pro-
duits fo tels qu’ils découlent des forces f qui sont déve-
loppées dans les chocs, et celle des produits fo tels qu’ils
ont été calculés par moi d’aprés les valeurs que j’ai sup-
posées a ces forces. Puis, dans la détermination de
I’équation 4 j’ai négligé de tenir compte de la modification
qui est apportée au jeu des chocs moléculaires par la
présence des parois; c’est-a-dire j’ai admis dans cette
détermination que le nombre des chocs qui s’accomplissent
en moyenne par unité de volume et pendant 'unité de
temps, entre les molécules dont le mouvement s’effectue
daps deux directions spéciales quelconques , et qui ont
lieu de facon que ces molécules se touchent en des en-
droits déterminés, également quelconques, de leur surface,
est dans le voisinage immédiat des parois exactement ce
qu’il est dans le reste du gaz. Or il n’en saurait étre ainsi
que d’une maniére approximative a cause de la réflexion
des molécules a la surface des parois. Il y a donc la
un second motif pour estimer la valeur que j’ai trouvée
ci-dessus pour la somme = fp tant soit peu différente de
sa valeur véritable.

Mais, si moi je reconnais volontiers, comme 'on voit,
le caractére simplement approximatif de mon équation 4,
et cela alors méme que les molécules du gaz seraient sup-
posées de forme sphérique, MM. Boltzmann, Meyer et
v. d. Waals, par contre, admettent que dans cette der-
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niére supposition leur équation 2 est rigoureusement
exacte ; [abstraction faite, bien entendu, de I'inexactitude
qu’elle renferme en vertu du fait que, dans sa détermi-
nation, Pattraction mutuelle des molécules a été négligée” ;
cette inexactitude-la les savants susnommés la recon-
naissent naturellement, aussi bien que moi je la reconnais
dans Iéquation 4]. Toutefois je vais montrer dans ce qui
suit que cette opinion de leur part est, sinon précisément
fausse, au moins insuffisamment argumentée, ensorte que
leur équation 2, pas plus que mon équation 4 ne saurait
étre estimée parfaitement exacte.

§ 2.

J’examinerai en premier lieu la maniére dont 'équation 2
a ¢été déterminée par M. v. d. W.

Aprés tout ce que jai déja dit ci-dessus et apres les
considérations que j’ai émises au sujet du chemin molé-
culaire moyen dans deux notes antérieures™, cet examen
pourra étre trés court.

[l me suffira en effet de rappeler ce que j’ai fait remar-
quer précédemment, a savoir que M. v. d. W. détermine
'équation en apportant simplement une correction a
Péquation 1 de Clausius et qu’il estime cette correction
nécessaire parce que, suivant lui, le nombre des chocs
imprimés par les molécules du gaz a une partie donnée
de la paroi est plus grand que Clausius ne I'a évalué. Or,
M. v. d. W. pense que, pour rendre exact le nombre des
dits choes qu’a trouvé ce dernier savant, il faudra l'aug-
menter dans la méme proportion qu’on doit réduire la
longueur du chemin moléculaire moyen obtenu par lui,
afin qu’elle soit conforme a la vérité; ensorte que la

* Bull. Soc. Vaud. Sc. Nat., XXX.
* Bull. Soc. Vaud. Sc. Nat., XXVIII et XXXV.
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v

correction qu’il apperte a lI'équation de Clausius repose
finalement sur la valeur de cette réduction.

Eh bien, dans les deux notes dont je parlais il y a un
moment, j’ai montré qua l'encontre de 'opinion de I'au-
teur, la longueur que Clausius a trouvée pour le susdit
chemin est parfaitement exacte dans la double supposition
que les molécules du gaz sont de forme sphérique et que
leur vitesse est la méme. Comme M. v. d. W. part dans
sa recherche de la correction de I'équation de Clausius de
la méme double supposition, il est donc évident que la
base sur laquelle il établit cette correction est fausse, et
que, pour étre conséquent avec lui-méme, auteur serait
obligé de conclure a exactitude rigoureuse de cette der-
niere équation, pourvu, cela va sans dire, qu’a la lettre V
qui y entre il soit attaché le sens spécial que j’ai indiqué
dans le § 1, a savoir celui d’étre le volume du vase qui

contient le gaz, diminué¢ du volume o S de la couche

-—

qui dans ce vase s'étend sur toute 'étendue des parois

P ) 1 : ) .

avec une épaisseur uniforme 5 0 Or une telle conclusion ne
9 :

s’accorde certainement pas avec lopinion que professe
Pauteur a cet égard, et il est du reste impossible de la
considérer comme juste, ne fiut-ce qu’en regard de la consti-
tution de I'équation 4. Car, bien que cette équation ne
soit que d’une exactitude simplement approximative, ainsi
que je Pai rappelé au § 1, le fait que le produit PV y est

multip]i(‘-, par le facteur prouve clairement que I'é-

1
144 0,
quation 1 a besoin d’une correction. En effet, la valeur 4 b,
qui entre dans ce facteur peut ne pas étre rigoureusement
exacte; elle ne saurait cependant étre nulle, puisqu’elle

1 ’ - .
correspond au terme = 2 /o de I'équation fondamentale

i
et incontestablement juste du mémoire préeité de M. v. d.
Waals :
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w

(3] swwm iw bow y wow s crve 2 SRrcos (R, r),

19| =

1
2 N ¢
mo*= > = fo—
—

S| =

et que ce terme ne se réduit.a zéro que si le diamétre
moléculaire ¢ est nul — condition que dans cette note
nous supposons précisément non remplie.

De ce qui a été dit ci-dessus il résulte toutefois que la
correction qu’il faut faire subir a I'équation 1 ne peut pas
étre celle que M. v. d. W. y a apportée en substituant
dans son second membre la différence V-B au volume B.

Examinons en second lieu la détermination de I'équa-
tion 2 telle quelle a été faite par M. Oscar Meyer (Die
kinet. Theorte der Gase).

Voict d’abord le raisonnement qui constitue le point de
départ de cette détermination (Voir § 44) :

« D’autre part », dit auteur, « il faudra réduire dans
» I'équation de Clausius le volume V si T'on attribue aux
» molécules un certain volume ; car le mouvement de ces
» molécules s’effectue, non pas dans tout Pespace que cir-
» conscrivent les parois du vase, mais dans la seule partie
» de cet espace qui n’est pas occupée par elles. Le nombre
» des chocs que les molécules impriment aux parois pen-
» dant unité de temps dépend donc du volume de cette
» partie, et, cela étant, il est clair que lintensité de la
» pression exercée par le gaz sur les parois est déterminée,
» non pas par le volume V, mais par ce précédent volume.»

D’aprés le sens que nous avons donné ci-dessus a la
lettre B, les molécules du gaz occupent ensemble un espace
1 ) ; : . ;
— B. En regard du raisonnement qui précede, on serait

4

donc disposé a croire que, pour corriger I'équation de
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Clausius, l'auteur y substituera au volume V le volume

. 1
\' T a—— Bo
4
Tel n’est pourtant pas e cas. « Car » — c’est ainsi
qu’il s’exprime plus loin (page 103) — « le mouvement

» dont sont animées les molécules du gaz a pour effet que
» entrave qui est apportée au mouvement de chacune
» d’elles, en particulier, a cause de l'existence des autres,
» est plus considérable qu’elle ne le serait si ces autres
» molécules demeuraient au repos. Par conséquent, pour
» corriger 'équation de Clausius, il faudra y remplacer le
» volume V par un volume V" qui est moins grand que
1

» V.— — B. » [Ce dernier serait, suivant M. Meyer, le

4
volume qu’on devrait, dans la dite équation, substituer a V
dans le cas imaginaire ot, a l'exception de la molécule
plus spécialement envisagée — que 'on suppose évidem-
ment en mouvement — toutes les molécules du gaz seraient

—

constamment immobiles. |

Afin de déterminer maintenant la grandeur du susdit
volume V", Pauteur utilise la correction que M. v. d. W.
a cru devoir apporter a la longueur trouvée par Clausius
pour le chemin moléculaire moyen, afin qu’il y soit tenu
compte de Pépaisseur des molécules du gaz dans le sens
méme de leur mouvement par rapport a celles quelles
heurtent; épaisseur dont Clausius, suivant M. v. de W.,
n‘aurait pas tenu compte dans sa recherche de la dite
longueur, ainsi que je 'ai déja fait remarquer au § 2.

Evidemment il suit de la que la modification que M.
Meyer fait subir a D’équation 1 dépend au fond de la
valeur de cette derniére correction, et que la nécessité de
lintroduire réside, selon lui, simplement dans celle de
considérer comme inexacte la longueur obtenue par Clau-
sius pour le chemin susdit. Or cette derniére nécessité
n’existe pas; le chemin moléculaire moyen a exactement
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la longueur que lui a trouvée Clausius dans les deux
suppositions : 1° que les molécules du gaz sont de forme
sphérique, et 2° qu’elles ont toutes constamment la méme
vitesse ; deux suppositions dont M. Meyer part lui-méme
dans sa détermination de I'équation 2. Par conséquent, le
raisonnement qui a conduit ce dernier a cette équation
péche par sa base, et il est dés lors impossible de voir en
celle-ci 'équation qu’on désire connaitre.

I v a du reste un autre motif encore pour arriver &
cette méme conclusion.

Dans son raisonnement rapporté ci-dessus, M. Meyer
appelle Pattention sur le fait que I'espace dans lequel les
molécules d’'un gaz se meuvent est, griace a leur volume
propre, moins grand que celui qui est limité par les parois.
Le fait est certes incontestable. Mais peut-on bien voir en
lui, comme le fait Pauteur, la vraie cause de ce que les
parois éprouvent par leffet des chocs que leur impriment
les molécules une pression plus forte que celle qu’elles
subiraient en vertu de ces chocs dans le cas fictif ou les
molécules seraient dépourvues de volume, dans le cas donc
ou la valeur de B serait nulle? Je ne le pense pas.

En effet, si une telle appréciation était juste, on serait
évidemment obligé de voir dans la fraction _HJT_ la

V ——ZB

mesure de Uintensité ¢ de la pression qui serail exercée
sur les parois du vase, en moyenne, pendant un espace
de temps trés long, dans le cas spécial ou, sauf une seule
molécule, m, toutes les N molécules du vase se trou-
veraient constamment en repos; comme on serait égale-
ment obligé de voir dans la fraction 1 la mesure
V— 3 e®
de lintensité " de la pression que les parois du vase
éprouveraient en moyenne pendant un espace de temps




396 C.ml. KOOL

trés long dans cet autre cas spécial ou il n’y aurait dans
le vase qu’une seule molécule, nommons-la m’, laquelle
molécule, cela va sans dire, serait animée de mouve-
ment.

Je le sais, 'un et 'autre cas que je viens d’indiquer ne
se trouveront jamais réalisés dans un gaz, et on a méme
de la peine a découvrir entre eux et le véritable état d’un
gaz des traits de ressemblance. Le premier, par exemple,
exige, pour maintenir a leurs places respectives les N—1
molécules supposées immobiles, intervention d’un certain
nombre de forces ayant leur siége en dehors de ces molé-
cules mémes, et une telle intervention est, on le congoit,
absolument étrangére a la nature d’un gaz. Mais, puisqu’il
s’agitsicl d’examiner le bien-fondé d’une conception, d’un
argument, nous sommes manifestement en droit de sup-
poser toute condition moléculaire a I'intérieur du vase,
quelle qu’elle soit, pourva que la réalisation en soit, théo-
riquement, possible. |

Or, si, dans les deux exemples ci-dessus imaginés, on
suppose a la molécule en mouvement, respectivement a m
et & m’, la méme vitesse v, il faudrait, conformément aux
mesures que je viens d’'indiquer, représenter respectivement

par

&) iwimis PP PT T P 11 ,
V—-—-B
4
c’est-a-dire par
ay ..... k._ 11 ’
\--—24Nfr93
etpar
73 I winisw W :
V— 2 g8
6

5 % - = L 2 ;w' (. . . ) . ) . .
les intensilés désignées il y a un instant par 7 et {';
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k étant dans ces trois expressions un méme facteur qui
reléve de la vitesse v de la molécule m ou m' et du volume
du vase ou celle-ci se meut, mais dont P'exacte valeur ne
nous importe d’ailleurs pas ici. Comme I'expression a’ est
apparemment plus grande que Uexpression b, on serait
dés lors obligé de conclure & la supériorité de I'intensité ¢
sur intensité '.

Evidemment une telle conclusion est fausse. L’intensité
movenne de la pression exercée sur les parois du vase par
la molécule m" dont le mouvement est a chaque instant
entravé par la présence de quelque autre molécule qui
Foblige de changer de direction, ne saurail jamais sur-
passer lintensité moyenne de la pression que les dites
parois auraient a subir si une méme molécule, la molécule
m, se mouvail avec la méme vitesse toute seule dans le
vase, ensorte que chaque fois, aprés avoir atteint les parois,
elle pourrait les atteindre de nouveau sans éprouver sur
sa route le moindre obstacle. Je ne crains pas d’affirmer
que, si restreint que soit dans le premier des deux exemples
e nombre N—1 des molécules immobiles, dispersées soit
aniformément soit irrégulierement dans le vase, et quelle

que soit dans 'un et dans Pautre exemples la vitesse de
la seule molécule, m ou m’, qui serait en mouvement,
Pintensité 7 sera au contraire toujours inférieure a linten-
sité ¢’.

Il me semble donc impossible de partager 'opinion de
M. Meyer, suivant laquelle la cause immédiate de I'inexac-
titude de P'équation de Clausius et de la nécessité de ré-
duire dans cette équation le volume V doit-étre cherchée -
dans le fait que 'espace dans lequel les molécules du gaz
se meuvent est, grace a leur volume propre, plus petit
que V, que cet espace, pour parler avec plus de préeision,
est plus petit que celui qu’enveloppent les parois du vase,

P 1 ;
diminué de Pespace —-98S qu'occupe la couche pariétale
. —



398 C.~J. KOOL

0. J'ose méme prétendre que, s’il était

o] =

d’e’paisscur

vraiment permis de faire valoir ce fait pour expliquer que
dans la dite équation le volume V doit étre modifié ce
que d’ailleurs je conteste — on serait, d’apreés 'examen
ci-dessus, obligé de donner a cette modification le sens
d’un accroissement dudit volume, et non pas celui d’'une
réduction, comme Paffirme 'auteur.

Du reste, en admettant méme que je me trompe dans
une telle appréciation et que Popinion de M. Meyer que je
viens de rapporter soit juste, j’ai de la peine a croire que
la circonstance que dans un gaz non seulement la molé-

cule plus spécialement envisagée mais encore chacune des
autres molécules se meut, pourrait entrainer une augmen-
tation de la valeur a retrancher au volume V dans I'équa-
tion de Clausius aussi considérable que le pense M. Mever.
Il me semble inadmissible qu’en raison de cette circons-

: : 1 :
tance il faudrait quadrupler la valeur — B dont, suivant

4
ce savant, le volume V dans la dite équation devrait étre
réduit dans le cas ou, par supposition, toutes les molé-
cules du gaz seraient constamment immobiles, sauf la mo-
lécule considérée ?

Que la liberté de se mouvoir se trouve pour chacune des
molécules d’'un gaz plus ou moins diminuée en raison du
fait que les autres molécules sont en mouvement, et non
en repos, cela ne saurait assurément étre mis en doute.
Cette liberté a, en effet, pour mesure, on le congoit, le
nombre des chocs que les molécules regoivent des autres,
en moyenne, dans le cours d'une unité de temps, en ce
sens que plus le nombre de ces choces est grand, plus ladite
liberté sera petite. Or il est incontestable que ce nombre
augmente si, au lieu de maintenir les autres molécules a
leurs places respectives, on les suppose en mouvement.
Seulement, d’apres les calculs faits a ce sujet par Clausius,
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cette augmentation n’a lieu que dans la proportion de
3 a 4 dans le cas ou toutes les molécules du gaz auraient,
par supposition, la méme vitesse. Dans cette supposition la
la libert¢ du déplacement dont dispose une molécule ne
se trouverait ainsi réduite que dans la proportion de
4 & 3 en vertu de la circonstance que les autres molécules
sont en mouvement et non en repos, lorsqu’on la compare
avec la liberté qu’aurait de se mouvoir la méme molécule
dans le cas ot, grace a un dispositif quelconque, les autres
molécules seraient maintenues dans 'immobilité.

Ainsi, en admettant la justesse de Pexplication rap-
portée ci-dessus, que M. Meyer donne de la nécessité
d’apporter une réduction au volume V dans I'équation de
Clausius, et dans la supposition que les molécules ont
toutes la méme vitesse, on serait obligé d’attribuer a
cette réduction la valeur ix—l— B, c’est-a-dire la valeur

37 4
1
~:9)—B.

Dans la réalité ou ladite supposition ne se trouve évi-
demment pas rdalisée, mais ou les molécules ont des
vitesses tres différentes les unes des autres, la réduction
& apporter au volume V n’aurait certes pas exactement
une lelle valeur. Toutefois il me semble impossible d’ad-
mettre qu'en raison de cette différence des vitesses molé-
culaires, celle-ci doive étre augmentée dans D'énorme
proportion de 1 a 3, augmentation qui serait nécessaire
pour la rendre égale a la valeur B que lui donne
M. Meyer. Ce qui en tout cas est certain, c’est que sa
valeur ne sera pas aussi grande que B dans Ihypothése
que la répartition des vitesses moléculaires est dans le
gaz celle quindique la loi de Maxwell, qu'elle y est
donc celle que 'auteur y suppose vraiment exister, sinon a
tout instant, au moins en moyenne pendant un petit

XXXVIL 26
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espace de temps, arbitrairement pris dans le cours du
temps. '

Dans ces circonstances, en effet, la longueur du chemin
moléculaire moyen devient égale & la fraction

=

1
\/2 mo? n

ainsi que I'a montré Maxwell.

Dans la supposition par contre que les molécules ont
toutes la méme vitesse, on obtient pour la dite longueur
expression

3

4 mo2n’

Par conséquent, en introduisant dans ses calculs la loi
de Maxwell sur la répartition des vitesses moléculaires, on
trouvera pour le nombre des choes qu'une molécule du gaz
recoit des autres, en moyenne, pendant une unité de temps,

1 3

— - — fois aussi grande que celle qu’on’
Ve 4
trouvera pour ce nombre en partant dans ses calculs de
cette derniére supposition.

Or, cela étant, il est évident qu’en admettant la justesse
de Pexplication que M. Meyer donne de l'inexactitude de
Péquation de Clausius, pour autant que cette inexactitude
résulte du fait que dans la détermination de cette équation
le volume propre des molécules du gaz a été négligé, on
doit, dans la supposition que la loi de Maxwell régle
la répartition des vitesses moléculaires, substituer au vo-
lume V, qui entre dans ladite équation, non pas le vo-
lume V—B, ainsi que le fait M. Meyer, mais le volume

3 -
i e R & o
\ 4 .--l¢3

une valeur qui est

B, c’est-a-dire approximativement le vo-

lume
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7
V — g5 B

Voila done un second motif pour ne pas voir dans
Iéquation 2 trouvée par ce savant celle qu’il s’agit de con-
naitre. Au besoin je pourrais en joindre un troisiéme en-
core, mais je ne crois pas que cela soit nécessaire pour
convaincre le lecteur de la justesse de cette opinion de ma
part. '

S 4

J’examinerai en dernier lieu la détermination de I'équa-
tion 2 telle qu’elle a été faite par M. Boltzmann®.

A cet effet je désignerai avec ce savant par V Despace
enveloppé par les parois du vase qui contient le gaz, et
par Ela couche de V qui touche a ces parois et dont I'épais-

1 . = .

-seur est partout ~- g3 enfin je désignerai par E" une se-
@ Ld
—

conde couche qui, dans lespace V, est comprise entre
deux surfaces S” et S”,’'une et autre paralleles aux parois,

; ; 1 .
respectivement aux distances —- ¢ et ¢. La couche E’, qui

-

touche la couche E suivant la surface S’, a donc, comme

\

cette derniére, une épaisseur uniforme dgale a

9 v
Ainsi que M. Boltzmann le fait remarquer avec raison,
aucun centre de molécule ne saurait jamais étre situé dans
la couche E 4 cause de Pexistence des parois, et lauteur
en déduit cette vérité évidente que, si a un certain instant
les centres moléculaires étaient répandus uniformément
dans le vase qui contient le gaz, l'espace commandé par
les molécules aurait a cet instant dans la susdite couche E’,
par unité de volume, moins d’étendue qu’il n’en aurait

* Vorlesungen tiber Gastheorie.
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dans les parties du vase plus éloignées des parois que cette
couche. Comme dans une note antérieure” j'entends ici et
jyentendrai dans la suite par « espace commandé par une
molécule & un certain instant », Pespace ol a4 ce méme
instant ne saurait se trouver le centre d’aucune autre mo-
lécule, I'espace done que M. Boltzmann, dans son ouvrage
précité, appelle « Deckungsraum eines Moleliiles ». Ainsi
que je I'ai dit dans cette note antérieure, je crois devoir
traduire I'expression allemande « einen Raum decken »,
quemploie cet auteur, par Uexpression francaise « com-
mander un espace » plutot que par I'expression « couvrir un
espace » qui en serait pourtant une traduction plus exacte.

Or, si jai bien compris le raisonnement qut a conduit
M. Boltzmann a son équation, ce savant estime qu’'une dis-
sémination des molécules du gaz telle que celle dont je viens
de parler, c¢’est-a-dire de maniére que Pespace commandé
par les molécules ne serait pas réparti uniformément dans
la partie V—E du vase, ne saurait subsister longtemps,
si, par hasard, en vertu d’une cause quelconque, elle se
trouvait déterminée a un certain instant. C’est qu’une telle
dissémination des molécules impliquerait, selon M. Boltz-
mann, la probabilité¢ que dans les moments qui suivent le
nombre des molécules dont le centre entre dans la couche
E’ surpassera celui des molécules dont le centre sort de la
méme couche, et que cette probabilité entrainerait, d’apres
lui, Paccomplissement méme de ce dernier fait. Selon
Pauteur, on constaterait ainsi, dans les circonstances suppo-
sées, un aceroissement graduel du nombre des centres mo-
liculaires dans la couche E', et cet accroissement persis-
V—B

Punité de volume de la tranche e de la dite couche —

terait jusqu’a ce qu'il y eat n de ces centres dans

tranche infiniment mince que je suppose comprise entre la

* Bull. Soc. Vaud. Sz. Nat., XXXYV.
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surface S’ et une surface paralléle, éloignée de S’ de I
distance d/i — et jusqu'a ce qulil y eit, par unité de

v

volume, également plus de n, mais moins de n vty

"

centres moléeulaires dans les autres tranches e’ " "', ete.,
de la méme couche E’, tranches comme e toutes infiniment
minces et paralleles & la paroi.

A vrai dire, cette derniére évaluation, soit celle relative
au nombre des centres de molécules qui finalement se
trouveraient dans les tranches e’ ¢” ¢”’, ete., M. Boltzmann
ne la fait pas d’une facon explicite. Seulement la maniére
dont il détermine I'équation 2 montre clairement qu’il est
d’accord avee elle; pour préciser davantage, cette détermi-
nation montre que, selon Pauteur, 'état d’équilibre qu’il
suppose finalement s’établir et ensuite subsister dans le
gaz, implique un état de dissémination des molécules tel que
le nombre de leurs centres diminue graduellement dans la
couche E’, depuis sa tranche la plus voisine de la paroi e,

; ; Vv
ot ce nombre serait, par unité de volume, de n V5

r

jusqu’a sa tranche la plus intérieure, éloignée de la paroi
de la distance g, ou il serait, par unité de volume, de n,
tandis que dans les parties du gaz plus ¢loignées de la
paroi que ¢ se trouveraient également partout n desdits
centres par unité de volume.

Partant alors d’une telle évaluation, admettant en outre
que dans tous les licux du réservoir, jusque et y compris
dans la tranche e, les molécules sont animées de vitesses
dont une certaine fonction ¢ (¢) indique les différentes
valeurs, et admettant encore que partout dans ces lieux
chacune des différentes directions infiniment nombreuses
de Tespace est suivie par un nombre égal de molécules,
voire méme par un nombre égal de molécules d’une méme
vitesse quelconque donnée, lauteur cherche la quantité des
molécules qui atteindront, en moyenne, pendant un élément



hol C.=J. KOOL

de temps dt avec une vitesse > c et << ¢ + dec une certaine
aire 2 de la paroi du réservoir dans une direction qui
fait avec la normale & cette aire un angle > 9 et <9 + d9.

Il trouve pour cette quantité ]’expression

r

(6) é—n . \,—_\_E.Qd/zq) (¢) de sin 9 dY .

Puis, parcourant la méme voie que Clausius a suivie
pour déterminer son équation, M. Boltzmann déduit sans
peine de cette derniére expression Péquation 2, c’est-a-
dire 'équation qu’il croit étre celle qu’il s’agit d’établir.

Eh bien, si juste que puisse sembler la détermination
dont je viens d’esquisser la marche, je ne pense pas quelle
résiste & une critique sérieuse.

D’abord je fais remarquer que, bien que lauteur ne le
dise pas d’une facon explicite, la maniére dont il établit le
\."
V—B
occuperaient, dans I'état d’équilibre intérieur du gaz, 'unité
de volume de la tranche e, démontre clairement qu’il a
basé sa détermination soit sur Popinion que, dans cet état

nombre n des centres moléculaires qui, selon lui,

d’équilibre, 'espace commandé par les molécules est uni-
formément réparti dans tout le réservoir, a 'exception de

.y ’ . 1 . b . .
la couche pariétale E d’épaisseur — o, soit sur l’oplmnn

9 ¥
que, dans cet état d’équilibre, la matiére moléculaire elle-
méme se trouve répartie uniformément dans toute I'étendue
V—E dont je viens de parler. |

Or, il ne me sera pas difficile de faire ressortir que 'une
aussi bien que 'autre opinion non seulement ne saurait se
justifier au point de vue de 'hypothése cinétique des gaz
— hypothése dont lauteur part dans ses recherches —
mais encore doit nécessairement étre estimée fausse pour
ce motif qu'une répartition rigoureusement uniforme dans
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toute la susdite étendue V—E, soit de la matiére molécu-
laire, soit de I'espace commandé par les molécules est, au
point de vue géométrique, chose impossible. .

Avant de faire la démonstration de cette derniére vérité,
Je veux pour un instant supposer que 'une et l'autre répar-
titions rigoureusement uniformes dans l'étendue V—E
soient, au contraire, géométriquement possibles, et je
demande alors a M. Boltzmann quels motifs il peut faire
valoir pour estimer que de pareilles répartitions existent
vraiment dans un gaz. Je doute fort qu’il soit capable d’en
avancer un seul.

Pour ne parler d’abord que de la répartition de la ma-
tiere moléculaire elle-méme, je reconnais certes volontiers
quon peut, qu'on doit méme admettre que dans un gaz
en état d’équilibre intérieur, cette matiére se trouve uni-
formément répartie dans toute la partie du gaz qui est
tant soit peu ¢éloignée des parois, non pas assurément a
chaque instant, mais en moyenne en la considérant pen-
dant un laps de temps trés long — et c’est évidemment
de sa répartition moyenne durant un tel laps de temps
qu'il peut seulement étre question dans la recherche de
M. Boltzmann. La raison en est que les diverses circons-
tances d’ou releve la dissémination de la matiere molécu-
laire dans le réservoir et qui établissent cette dissémi-
nation, & savoir le mouvement des molécules, et le jeu de
leurs choes, peuvent, considérées pendant une période de
temps trés longue, étre estimées les mémes dans tous les
lieux de la susdite partie du gaz.

Mais on ne saurait en dire autant de ces circonstances
telles qu’elles existent dans la partie du gaz tant soit peu
éloignée des parois, lorsqu’on les compare avec celles qui
se trouvent réalisées dans les couches voisines de ces der-
nieres.

Qu’il y a une différence, une différence notable méme,
entre les premiéres circonstances et les derniéres, M.
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Boltzmann nous P'accordera sans doute volontiers, lui qui,
~dans son ouvrage précité, appelle précisément l'attention
sur le fait que la couche E, contigué a la paroi, ne peut
jamais étre occupée par aucun centre de molécule. Ce fait,
en effet, implique forcément que toutes les molécules, dont

le centre se trouve a une distance > —— g et <C 5 ¢ de

e s
la paroi, ne peuvent étre touchées par d’autres que sur
une certaine partie de leur surface, partie d’autant plus
petite que le centre de la molécule dont il s’agit est plus
rapproché de la paroi. Or, comme une telle restriction de
la partie tangible de leur surface n’existe pas chez les
molécules du gaz dont le centre est plus éloigné de la
aroi que —- g, il Sensuit que dans la couche du gaz

p jue 5= ¢, il s'ensuit que dans la couche du g:

o . A . 3 I3 . 3 .

contigué a la paroi et d’une épaisseur —- o, le jeu des
—

chocs moléculaires et les effets de ce 'jeu doivent étre
estimés plus ou moins différents de ce qu’ils sont dans le
reste du réservoir.

Mais, cela étant, on n’a pas le droit d’admettre que
état moyen de la répartition de la matiére moléculaire
est le méme dans toute Pétendue de I'espace V—E, car ce
droit, je le répéte, suppose et exige® que, considérées
pendant une période de temps trés longue, les différentes
circonstances qui déterminent cette répartition, puissent
étre jugées, en moyenne, identiques dans toutes les parties
du dit espace V—E.

Par un raisonnement analogue on s’assurera facilement
quon n’a pas davantage le droit d’admettre Dexistence
d'une répartition rigoureusement uniforme dans toute
Iétendue V—E susdite de I'espace qui est commandé par
les molécules.

* Je n'aurai certainement pas besoin de le démontrer en ce lieu.
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D’ailleurs, est-il bien vrai que la matiere moléculaire ou
bien Pespace commandé par les molécules serait dans
toute ladite étendue V—E réparti d’une fagon rigoureu-
sement uniforme si dans le réservoir les centres des molé-
cules étaient disséminés comme 'admet M. Bolztmann ?

Jose aftirmer que non, et, ce qui plus est, jJose pré-
tendre qu’une telle répartition uniforme dans toute I'éten-
due V—E, soit de la matiére moléculaire, soit de I'espace
commandé par les molécules, ne saurait jamais exister,
quelle que soit la facon dont les centres moléculaires se
trouvent répandus dans le réservoir.

II ne me semble pas inutile de faire ici la démonstration
de cette derniére vérité; évidemment cela me dispensera
d’expliquer ma réponse négative a la question posée
ci-dessus.

Lorsque le volume V du gaz est considérable par rapport

au cube de la distance qui sépare en moyenne ses molé-

cules — et dans les gaz auxquels on a affaire dans la pra-
tique il en sera toujours ainsi — les parties du gaz tant

soit peu éloignées des parois contiendront, par unité de
volume, loutes trés approximativement V——I: molécules;
N étant, comme précédemment, le nombre total des molé-
cules du gaz.

Car la modification que la densité du gaz éprouve dans
le voisinage des parois en vertu du changement que la
réflexion des molécules A leur surface détermine dans le
jeu des choes moléculaires™, cette modification, dis-je, ne
saurait étre suffisamment importante ni surtout s’étendre
sur une couche assez épaisse pour que le nombre des mo-
lécules qui occupent I'unité de volume des dites parties du

* Dans ma présente note, je néglize la modification que la densité du gaz
pourrait subir dans la couche contigué aux parois par suite de I'attraction que
celles-ci exercent sur les molécules.
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gaz tant soit peu éloignées des parois, pat, par Ueffet de
son existence, différer sensiblement de ce qu’il y serait

-

Pl
Cela établi, désignons par v l'étendue de l'espace que
commandent les molécules par unité¢ de volume dans les
parties tout a fait centrales du gaz.
Comme la couche pariétale E ne peut jamais renfermer
aucun centre de molécule, une répartition parfaitement

sans elle, a savoir y

uniforme de l'espace commandé par les molécules dans
toute 'étendue du réservoir (a Pexception de cette cou-
N
centres moléculaires par unité de volume dans une autre
couche plus ou moins épaisse, E’, comprise entre la sur-
face S’, qui limite la couche E du coté intérieur du gaz,
et une surface =, parallele a S, qui serait plus éloignée
que celle-ci de la paroi du gaz. [Je désigne cette couche
par E’ afin de la distinguer de la couche E’ dont il a été
parlé précédemment, son épaisseur n’étant pas nécessai-

che E) exigerait, entre autre, qu’il y eut plus de

A ’ 1 A
rement la méme que celle (? o ) de cette derniére cou-

che]. Si, en effet, ladite condition ne se trouvait pas
remplie, Pespace commandé par les molécules dans les
tranches e, e', ¢, etc., de la couche E’, immédiatement
voisines de la couche E, serait, par unité de volume, moins
grand que v, c’est-a-dire il y serait, par unité de volume,
moins grand qu’il ne est dans les parties centrales du
gaz. Le raisonnement dont M. Boltzmann accompagne ses
calculs et que nous avons en partie reproduit précédem-
ment, prouve d’ailleurs clairement que lopinion de ce
savant s’accorde entiérement avec cette appréciation de ma
part. Mais, la condition indiquée ci-dessus étant satisfaite,
il y aurait nécessairement entre la couche E' et les parties
tout a fait centrales du gaz une autre couche, nom-
mons-la E”, d’une épaisseur également plus ou moins
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considérable, couche qui serait limitée, d’un coté, par la

couche E’ ou, par unité de volume, se trouveraient plus de
N

V—E

espace qui en contiendrait, par unité¢ de volume, exacte-

centres moléculaires, et, de Pautre c6té, par un

V—E'
donc dans cette couche E” par unité de volume plus grand
que v, c'est-a-dire il y serait plus grand qu’il ne Test
dans les parties tout a fait centrales du gaz.

Ainsi, comme je 'ai affirmé ci-dessus, les molécules d'un
gaz ne pourront jamais étre répandues dans le vase qui
les contient de maniére a ce que lespace qu’elles com-
mandent ait, par unité de volume, la méme étendue dans
toute la partie V—E de ce vase.

Evidemment il est permis de conclure de la : qu’il serait
non seulement risqué, mais franchement irrationnel d’in-
troduire la supposition d’une telle contingence irréalisable
dans toute recherche qu’il faut mener avec une parfaite

ment L’espace commandé par les molécules serait

rigueur.

Qu’il sera également irrationnel d’introduire dans une
telle recherche la supposition que la maticre méme des
molécules se trouve uniformément répartie dans la susdite
partie V—E du réservoir ; c’est la une conséquence par
trop évidente du fait précédent pour que jaie besoin de la
faire ressortir encore.

Peu nous importe donc quelle ait été¢ au fond Popinion
ou, pour mieux dire, la conception sur laquelle M. Boltz- -
mann s’est basé pour déterminer le nombre des molé-
cules m (d, dd, ¢, dc), qui atteignent pendant un élément
de temps une aire donnée des parois! Que cette conception
ait ¢été celle que dans I'état d’équilibre intérieur d’un gaz
I'espace commandé par les molécules ait, par unité de
volume, la méme grandeur dans toute la partie V—E du
réservoir, ou celle que, dans cet état d’équilibre, la matiére
méme des molécules se trouve dans cette partie V—E par-

-
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tout uniformément répandue, dans I'un aussi bien que
dans Pautre cas on ne saurait reconnaitre la justesse de
expression 6 obtenue par ledit auteur pour ce nombre.

Evidemment il suit de la que nous sommes en droit de
rejeter, comme n’étant pas celle qu’il faut connaitre, 1'é-
quation 2, qui est déduite de cette expression.

S 9

En regard de l'examen que nous venons de faire des
trois déterminations qui ont été effectuées de I'équation 2
— les seules, que je sache, qui existent — il pourrait
sembler impossible d’‘tablir 'équation qu’on désire con-
naitre en parcourant, ne fit-ce que dans ses Iig'nes essen-
tielles, la méme voie que Clausius a suivie pour trouver
son équation. En d’autres termes, il pourrait sembler im-
possible d établir équation a connaitre en déterminant
directement avee exactitude Pintensité de la pression que
les parois du vase qui contient un gaz éprouvent en vertu
des choes que leur impriment les molécules, ainsi que I'ont
essay¢ de faire les auteurs des susdites déterminations :
MM. Meyer et Boltzmann, et, dans une certaine mesure,
é¢galement M. v. d. Waals *.

Nous allons toutefois indiquer un moyen pour atteindre
le but en suivant cette derniére voie, ce moyen n’eit-il
d'aillenrs qu’une valeur purement théorique et non pra-
tique, en ce sens qu’a cause de notre incapacité d’intégrer
certaines expressions différentielles, il ne saurait conduire
a I'équation désirée sous une forme vraiment utilisable.

Démontrons d’abord que 'équation 1 de Clausius n’au-

*M. v. d. Waals a, en effet, basé¢ sa correction de I'équation de Clausius
sur la nécessité d’angmenter le nombre des choes qui, d’apres son équation 13,
seraient imprimés par les molécules du gaz & une portion déterminée de la
paroi pendant une unité de temps. Or, si cetle équation {3 elle-méme n’a pas
¢été déterminée par Pauteur en élablissant le nombre des dits chocs, la correction
quil lui fait subir s’appuie pourtant directement sur la grandeur de ce nombre.
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rait besoin d’aucune correction en vertu de la circonstance
que les molécules du gaz occupent une certaine étendue
et ne sont pas, comme Clausius lavait admis dans sa
détermination de cette équation, de simples points maté-
rieis, si dans les couches immédiatement voisines des
parois la densité du gaz, le mouvement des molécules et le
jeu de leurs choes étaient exactement ce qu’ils sont dans
les couches plus éloignées des parois; si, en d’autres ter-
mes, ils étaient dans les couches voisines des parois ce
qu’ils y seraient dans le cas oti, par supposition, les parois
n’existeraient pas et ot le gaz s'étendrait notablement au
dela.

Evidemment je ferai cette démonstration si je réussis
a montrer quen partant de la supposition susdite et en
attribuant aux molécules du gaz une certaine étendue, on
trouvera pour le nombre de celles qui, pendant un temps
déterminé , atteignent dans une direction spéciale quel-
conque avec une vitesse spéciale, également quelconque,
une certaine aire £ de la paroi du gaz, exactement la méme
expression que Clausius a obtenue en assimilant les mol¢é-
cules du gaz a des points matériels sans volume.

A cet effet je fais remarquer que, si la fonction ¢ (¢)
indique 'abondance relative avec laquelle les différentes
vitesses moléculaires ¢ se trouvent en moyenne repré-
sentées dans le gaz, il y aurait, dans la susdite supposition,
en moyenne, dans tout 'espace V, jusques et y compris
dans la couche E, par unité de volume %n sin $d g (c)de

ad

molécules dont le mouvement s’effectue avec une vitesse
> ¢ et << ¢ 4+ de dans une direction qui fait un angle
> 9 et <& + d9 avee la normale de 'aire 2. Admettons,
pour faciliter les considérations, que toutes ces molécules
suivent, non seulement une méme direction par rapport
a cette derniére normale, mais encore une méme direction
absolue. D’apreés Pexpression précédente nous pourrons
alors représenter par
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nsin$ dd g (c)de 2cT cos I

]

i N

le nombre des molécules qui, animées du mouvement
spécial que je viens d’indiquer, auraient, dans la suppo-
sition en question, leur centre & un méme instant a I'inté-
rieur d’un cylindre oblique I'; cylindre dont 'axe est paral-
lele a la dite direction absolue, dont la base est la pro-
jection 2" de Paire £ sur une surface S’, paralléle a cette
aire et menée a travers le gaz a une distance —- ¢ de

2
celle-ci, et dont Paxe a une longueur ¢ T3 T étant la durée
de la période de temps, d’une longueur quelconque, pen-
dant laquelle nous considérons laire 2 sous le rapport
des choces qu’elle regoit des moléeules qui s’y heurtent et
s’y réfléchissent.

Or il est évident que dans le cas hypothétique ot les
molécules seraient dépourvues de volume et ot elles ne
pourraient donc jamais s’entrechoquer, l'aire 2 serait
dans le cours de la période T touchée par la totalité des
molécules du groupe G (&, d¥, ¢, de) évaluées dans
Pexpression 7, et par aucune autre molécule de ce groupe,
par aucune autre molécule m (9, d¥, ¢, de), ainsi que je
désigneral dans la suite chacune de ces molécules.

Eh bien, il ne sera pas difficile de prouver que, si 'on
suppose que la parol £ est supprimée et que le gaz s’étend
notablement au dela, si Pon suppose, en d’autres termes,
que la densité du gaz, le mouvement des molécules et le
jeu de leurs choces sont dans les couches contigués a la pa-
roi 2 rigoureusement ce qu’ils sont dans les couches plus
centrales du gaz, on pourra indiquer également par I'ex-
pression 7 le nombre exact des molécules m (&, d&, ¢, de)
qui, pendant la période T, touchent dans la réalité I'aire Q,
ot les molécules occupent une certaine étendue et o,
par conséquent, elles s’entrechoquent indvitablement de

temps a autre.
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En effet, I'état d’équilibre intérieur du gaz, que dans la
présente recherche nous devons évidemment admettre,
comme nous 'avons admis dans nos critiques ci-dessus,
implique ou plutot suppose Pexistence d’une pression cons-
tante dans toute I'étendue du gaz ; constante, bien entendu,
pour autant qu’on est en mesure de le constater et de le
vérifier par les moyens d’observation dont nous disposons
actuellement, et non pas constante au sens rigoureux de
ce mot; car une telle constance impliquerait une identité
parfaite de la dite pression a tous les instants successifs,
quelque rapprochés qu’ils fussent — identité incompatible,
on le concoit, avec hypothése cinétique des gaz dont nous
partons. Or, pour qu'une pression constante se trouve
réalisée dans tout le gaz, il faut que dans une partie quel-
conque de 'espace V les moléeules qui sont animées d’une
vitesse spéciale, également quelconque, suivent en moyenne
avec une ¢gale abondance toutes les différentes directions
possibles, leur mouvement étant considéré pendant un
petit espace de temps A ¢, trop court pour étre percu par
nous et arbitrairement choisi dans le cours du temps.
Seules les molécules occupant la couche de cet espace V
immédiatement voisine aux parois ne sont apparemment
pas soumises a4 une telle condition. Mais elles le seront,
elles aussi, dans la supposition indiquée ci-dessus, c’est-a-
dire lorsqu’on admet que la densité, le mouvement des
molécules et le jeu de leurs chocs sont dans ladite couche
exactement ce qu’ils sont dans le reste de Pespace V.

Remarquons a présent que, pour étre satisfaite, la con-
dition que nous venons de formuler exige non seulement
que, pendant chaque petit espace de temps A t. le jeu des
choes moléculaires soit, en moyenne, le méme dans toutes
les parties de Pespace V d’égale étendue, mais encore que
dans le cours d’un tel espace de temps il passe dans une
direction déterminée quelconque un méme nombre de mo-
lécules, animdes d’une vitesse spéciale, également quel-
conque, a travers deux aires de méme étendue, prises a
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volonté dans deux plans paralléles qu’on aurait menés par
le gaz, dans une direction arbitrairement choisie, & une dis-
tance quelconque 'un de Pautre.

Or, faisons Papplication de la seconde de ces conditions
en ce qui concerne le passage des molécules du groupe G
(9, d9, ¢, de) pendant un élément quelconque dt de la pé-
riode de temps T susdite a travers les deux faces dune
tranche infiniment mince y, tranche que coupent dans le
cylindre oblique I' deux plans, l'un et Pautre paralléles a
la paroi 2 et éloignés de celle-ci respectivement de la dis-
tance /i et de la distance Ah-dh. Vu la nature de la pré-
sente recherche, il sera en effet permis — je n’aurai cer-
tainement pas besoin de le démontrer — de supposer dans
la dite application la durée du susdit temps A ¢ infiniment
courte et la distance des deux plans paralleles, dont il a
été parlé ci-dessus, infiniment petite.

Evidemment nous serons ainsi conduits a reconnaitre
que le nombre des molécules m (&, d9, ¢, de) dont le
centre traverse dans le cours du temps d¢ la face de la
tranche y tournée vers l'intérieur du gaz, est égal au nom-
bre des molécules m (¢, d%, ¢, de) dont le centre tra-
verse pendant le méme temps la face de cette tranche qui
regarde la parol 2.

Soit maintenant dy le nombre des molécules du groupe
G (¥, d9, ¢, dc) ayant leur centre dans la tranche y a
Pinstant ¢, lesquelles molécules n’appartiendront plus & ce
groupe a l'instant ¢ 4 d{ par suite d’un choc survenu pen-
dant le temps dt avec quelque autre molécule du gaz; et
soit di;’ le nombre des molécules qui, n’appartenant pas
au dit groupe a U'instant ¢, en feront cependant partie au
moment ¢t + dt en vertu de la méme cause, c’est-a-dire
également par suite d'un choc produit dans le cours du
temps dt avec quelque autre molécule, et cela bien au mo-
ment o leur centre occupait la tranche y.

Alors il est aisé de voir que la susdite égalité des deux

g
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quantités des molécules m (&, d9, ¢, dc) qui respective-
ment, traversent 'une et l'autre des faces de la tranche y
pendant le temps df, implique nécessairement celle de ces
deux nombres dy et dy’. Si, en effet, ceux-ci n’étaient pas
égaux, on serait, en regard de la premiere égalité, obligé
de conclure que les molécules m (%, d9, ¢, de) dont le
centre occupe la tranche y au moment ¢ 4 dt sont, soit
plus nombreuses, soit moins nombreuses que les molécules
m (¢, d%, ¢, de) qui ont leur centre dans cette tranche
au moment {. Une telle conclusion cependant est incompa-
tible avec la supposition de I'équilibre intérieur du gaz dont
nous partons, supposition qui implique évidemment que le
nombre des molécules d'un groupe moléculaire quelconque
lesquelles sont situées dans une portion déterminée du gaz
demeure stationnaire.

Or, si 7 et »" représentent respectivement la somme de
toutes les valeurs dn et celle de toutes les valeurs i,
auxquelles donnent lieu, aux premiéres comme aux der-
nieres, la totalité des tranches y que contient le cylindre I'
et 'ensemble des éléments dt dont est composée la pé-
riode de temps T, Dégalité des nombres dy et dy’ que
nous venons de constater, permet, on le concoit, d’ad-
mettre également celle de ces deux nombres 7 et »’. Mais,
d’apres ce qui a été dit ci-dessus, il faut représenter par

-!2— nsin ¢ cos dc Ty (¢) dY de —ay + o

le nombre des molécules m (&, d9, ¢, dec) qui atteignent
I'aire 2 dans le cours de la période de temps T. Par con-
séquent, ce nombre est exactement le méme que celui des
molécules m (&, d9, ¢, de), dont le centre occupe le cylin-
dre I' au premier instant de cette période, c’est-a-dire que
le nombre indiqué plus haut sous 7 ; vérité que je voulais
démontrer.

Cette conclusion, ne P'oublions cependant pas, repose

XXXVII 27
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expressément sur le droit de faire la susdite supposition
spéciale quant a la densité, au mouvement des molécules
et au jeu de leurs choes dans les couches du gaz immé-
diatement voisines de la paroi 2, tandis qu’il est aisé de
voir qu'une telle supposition ne s’accorde avec les faits
que d’une fagon approximative. Or c’est dans cette circons-
tance que réside la cause de I'extréme difficulté de la pré-
sente recherche.

Si, a la rigueur, il est permis d’attribuer la méme den-
sité aux couches voisines et aux couches éloignées des pa-
rois*, on ne saurait pourtant admettre que le mouvement
des molécules et le jeu de leurs chocs soient dans les pre-
miéres couches exactement ce quils sont dans les der-
niéres. (Il s’agit, bien entendu, de la condition movenne
de ce mouvement et de ce jeu des chocs, considérés pen-
dant un espace de temps treés long).

En effet, il est clair que, parmi les choes que recevraient
des autres molécules celles dont le centre occupe les cou-
ches précédemment désignées par E' et E” dans le cas o,
par supposition, la paroi 2 ferait défaut et ou le gaz s’¢-
tendrait notablement au deld ™, un certain nombre ne se
produisent pas dans la réalité ou, a cause de l'existence
de cette paroi, il n’y a dans la couche E jamais aucun
centre de molécule.

Soit K le nombre de ces chocs non produits en réalité
pendant la période de temps T dans la partie desdites
couches E" et E" qui est située dans le cylindre I'; et
admettons que, parmi les K chocs non produits, il y en

*Je rappelle que dans cette note je ne tiens aucun compte de la modification
que la densité du gaz dans les couches voisines des parois pourrait éprouver
en verta de l'attraction que celles-ci exercent sur les molécules.

** La courbe E’ est située entre les surfaces S” et S” menées parallelement a

: . . 1 _
la paroi respectivement aux distances =B et o, la couche E” entre les surfaces
. . . ; . . 3
S” et S”” menées paralelement a la paroi respectivement aux distances p et— 0
2+
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ait & auxquels auraient participé — s’ils avaient pu s’ac-
complir — des molécules m (&, d9%, ¢, dec). En s’accom-
plissant, ces /& chocs auraient apparemment appauvri le
groupe G (¢, d¥, ¢, dc) d'un nombre de A& molécules.
Puis, admettons encore que, parmi lesdits K choes non pro-
duits, un nombre de &’ se seraient accomplis, s’ils avaient
pu se produire, de maniécre quaprés le choc I'une des
deux molécules en contact aurait acquis la vitesse et la
direction du mouvement des molécules m (3, d3, ¢, de).
Evidemment ces &' chocs-1a, en s’accomplissant, auraient
enrichi le groupe G (¢, d3, ¢, de¢) d’'un nombre de A" mo-
lécules ; A" étant, comme A, une valeur infiniment petite
par rapport a K.

Comme en réalité la présence de la paroi & empéche
tous ces chocs, les chocs /& comme les choes A7, de se pro-
duire, il faudra ajouter a l'expression 7 trouvée ci-dessus,
la valeur &, puis retrancher de leur somme la valeur A’.
st Pon désire connaitre I'expression exacte du nombre des
molécules m (I, d9, ¢, de) qui atteignent Paire 2 dans le
cours du temps T. Ce nombre exact sera donc indiqué par
'expression
L e Gn T ( 7 | :

5 7 sin G cos de Ty (¢) d9 de + k — k'

Malheureusement 'évaluation des deux valeurs A et A’
est extrémement difficile, si, dans I’'détat actuel du caleul
intégral, elle n’est pas absolument impossible, et cela alors
méme qu’on attribuerait aux molécules du gaz la forme
sphérique. Le lecteur s’en convaincra s’il veut bien nous
suivre dans la recherche de la premicére de ces valeurs,
recherche dont nous voulons au moins ici exposer la marche
pour le cas ot les molécules auraient vraiment ladite forme.

D’abord, faisant la supposition que la paroi £ n’existe
pas, et que le gaz s’étend notablement au dela, on calcu-
lera le nombre v des chocs qui, pendant un élément de
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temps df, auront lieu entre les molécules du groupe
(G &, d¥, ¢, dc) dont le centre occupe au premier instant ¢
de cet élément de temps la susdite tranche y du cylindre I,
et les autres molécules du gaz.

Pour effectuer ce calcul, il faut connaitre la longueur du
chemin moléculaire moyen, et cette longueur ne saurait
étre détablie @ moins d’étre renseigné sur la répartition
moyenne des vitesses moléculaires qui existe dans le gaz.
Or, afin de pouvoir atteindre notre but et esquisser la
recherche dont 1l s’agit, nous allons supposer que cette
répartition soit celle qu’indique la loi de Maxwell.

Dans cette supposition le chemin moléculaire moyen a

1 - _—
une longueur -—————, ainsi que Maxwell lui-méme I'a
\/Q o n

montré. Or le centre d'une molécule m (¢ d9, ¢, dc) par-
court pendant le temps df une distance edt: et, comme

T .
n sin & d9y (¢) de dh 2 de ces cen-

il v a en moyenne &

tres dans la tranche y, Uensemble de ceux-ci parcourront

pen([ant le dit temps une longueur

—21— n sin & d9g (¢) de dh 2 . cdi.

IT est done évident que le nombre v des chocs en quesliun
sera in(liqué par la fraction
L sin 9 dog (¢) de dh 9 edt
5 s Jg (¢) de dn 2
1

/_
V2.m0%n

A présent on évaluera, parmi ces v chocs, le nombre §
de ceux qui se réalisent entre les molécules m (3, dd, ¢, dc)
et celles de quelque autre groupe moléculaire, tel que, par
exemple, du groupe G (d, dd, v, dy, ¢, dc'), lequel
groupe contient, je suppose, toutes les molécules du gaz
qui croisent & un méme instant, de prés et de loin, avec
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une vitesse > ¢’ et < ¢’ 4+ dc’ et sous un angle > ¢ et
< d 4 dd les molécules m (9, d¥, ¢, de), tandis que le
plan passant par la direction de leur mouvement et par
celle du mouvement de ces derniéres molécules ferait un
angle > et << ¢ + dy avec un certain plan de repére P,
plan mené, dans la pensée, parallelement et a la direction
dite en dernier lieu et a une autre direction, choisie a vo-
lonté. a

Soit p le produit du nombre ¢ des molécules du groupe
G (4, dd, Y, du, ¢', dc’) dont le centre occupe la tranche y
au moment ¢, par la vitesse v de ces molécules relativement
aux molécules m (9, d3, e, de); et soit p’ le produit du
nombre total des centres moléculaires qui sont au dit
moment ¢ situés dans la méme tranche y, par la vitesse v”
que les molécules m (&, d¥, e, de) possédent en moyenne
relativement aux autres molécules du gaz.

Il est alors facile de voir que le nombre & & connaitre se
rapportera au nombre v comme se rapportent 'un a I'autre
les deux produits p et p’.

Or la vitesse V a pour expression

\/62 + 24 2¢c cosd,

et, st ¢y, est la vitesse moyenne des molécules du gaz, la
vitesse 0" pourra évidemment étre déterminée a l'aide de
l’équat.ion

T

" 1 A \/ 2 2
n" = |5nsind doV c2+ ¢, + 2 cep, cosd g
0 |

d’ou Pon tirera pour sa valeur

Quant au nombre des molécules désignées ci-dessus par g,
il a apparemment pour expression
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1 dy
—nsinddd=——aq (¢'")dec’ 2 dh.
2 9 ¢ (¢)
Par conséquent le nombre & a connaitre peut étre indiqué
par B
_ 3V 2 ¢? . . o
8) ..... E= ——. — o02n?sin dsindg (¢)g (¢').
(8) - S 3ot C AOLACY

.0 \/c2 4+ ¢'2 4 2 ¢c’ cos d-de de’ dh dit d9 do dy .

Remarquons a présent qu'en vertu du fait que la couche
E ne peut contenir aucun centre moléculaire, les molécules
du groupe G (¢, d, ¢, dc) dont le centre se trouve dans
la tranche y ne sauraient jamais étre touchées par d’autres
molécules en un point'de leur surface plus rapproché de

: 1 1 , .
la paroi 2 que -+ 7 ¢ (Le lecteur s’en convaincra

aisément au moyen d’un dessin.) Par conséquent, afin
d’évaluer le nombre &~ — but de notre présente recherche
— 1l faudra déterminer parmi les & molécules m (¥, d¥,
¢, dec) qui participent aux & chocs dont nous venons
d’établir Uexpression, le nombre de celles qui, dans ces
chocs, seraient touchées en un tel point de leur surface,

.. : 1 1
plus voisin de la paroi 2 que 2 h + T dans le cas
—
imaginaire ou, par supposition, cette paroi ferait défaut et

ot le gaz s’étendrait notablement au dela.

Soit (17 & ce nombre, dont Pexpression analytique con-
tiendra évidemment les mémes sept variables ¢, ¢, 2, ¢,
d, ¥ et ¥ que contient Pexpression 7. Une fois connue,
on naura plus qu’a intégrer cette expression par rapport
aux dites sept variables, entre les limites convenablement
choisies; a savoir les vilesses ¢ et ¢’, chacune, entre 0 et
o ; la distance A des centres des molécules m (&, d9, ¢, dc)

1

a la paroi entre 5 ¢ et 5 0 le temps ¢ entre le premier
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et le dernier instant de la période T, respectivement les
instants ¢, et {, + T; Pangle 9 entre 09 et 90°; enfin, les
deux angles d et ¥ entre des valeurs qui dépendront de
celles qu'on aura supposées aux variables ¢, ¢/, h et 9.
: -
Or, afin de trouver 'expression du produit — &, on

q
imaginera un plan passant par un p(}int quclconque de
I'espace dans une direction normale au mouvement des mo-
lécules du groupe G (d, dd, v, dy, ¢', dc’) par rapport
a une des susdites & molécules m (¢, d¥, ¢, dc), choisie &

volonté; et 'on projettera sur ce plan tous les éléments
de la surface de cette derniére molécule lesquels sont plus

, : 1 1 '
rapprochés de la paroi £ que — /& + —¢. Siwest I'éten-

&
due de 'ensemble de ces projections, qui apparemment cons-
tituent une seule aire continue, la fraction = e il
. 2 gt

) 4
quera, on le congoit, la probabilit¢ p pour que, dans la
supposition que la paroi £ n’existerait pas et que le gaz
s’étendrait notablement au dela, ladite molécule m (3, d%,
¢, dec) deviendrait, dans une rencontre avec une des mo-
lécules du groupe G (d, dd, v, dy, ¢, dec'), touchée en
un des éléments de sa surface dont il vient d’étre parlé.

Or il est clair que la fraction ci-dessus désignée par—, n’est

q
autre que la valeur de cette probabilité p. Pour atteindre
le but, il sera donc indispensable d’évaluer I'étendue w qui
constitue le numérateur de la fraction s

Eh bien, pour certaines valeurs des variables ¢, ¢', 4,
elc., l'aire w a pour périmétre un arc d’ellipse dont les
deux extrémités sont réunies par un arc de cercle ; et dans
ces circonstances expression analytique de son étendue

devient d’une longueur extréme, trop grande pour étre
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consignée en ce lieu, plusieurs de ses termes étant en outre
d’une composition fort compliquée. Aussi est-il a craindre
que, dans I'état actuel du calcul intégral, les mathémati-
ciens ne réussiront pas mieux que je ne lai fait dans la
détermination de la valeur de la sextuple intégrale du pro-
duit de Pexpression 8 par une fraction, ladite fraction

)
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compliqués que je viens de le dire.

Lorsqu’on essaie d’évaluer le nombre %', on se heurte
a des difficultés d’intégration plus grandes encore que
celles qui s’opposent a I'évaluation du nombre £, et voila
pourquoi j’ai ci-dessus cru pouvoir exprimer un doute sé-
rieux au sujet de la possibilité de déterminer Péquation
désirée en suivant la méthode dont s’est servi Clausius.
Car je ne pense pas qu’en outre de la voie exposée plus
haut il en existe une autre encore par laquelle on pourrait,
conformément a cette méthode, calculer directement avec
une exactitude, sinon rigoureuse, au moins trés approxima-
tive, la valeur de la pression que les molécules d’un gaz
exercent sur les parois du vase qui le contient.

Je termine par faire remarquer qu'on réduirait notable-
ment les difficultés de 'intégration que comporte la voie en
question en supposant que la répartition des vitesses mo-
léculaires dans le gaz soit indiquée par une loi plus simple
que celle de Maxwell, par exemple, par la loi dont la courbe
sinussoidale serait I'expression analytique. Surtout facili-
terait-on les calculs si 'on supposait que les molécules du
gaz ont toutes la méme vitesse. Mais on sacrifierait alors
en grande partie la rigueur que, par la méthode décrite
ci-dessus, on désire précisément donner a la détermination
de I'équation a établir.

, dont le numérateur renferme des termes aussi
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