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SECONDE NOTE

sur la longueur exacte du chemin moléculaire moyen dans un gaz'.

par C.-J. KOOL,

Planche X.

['ans une note insérée dans ce Bulletin méme (Tome XX VIII,
108), j'ai essayé de démontrer qu'en supposant aux molécules
d'un gaz la forme sphérique et a leur vitesse une valeur cons-
tante, la méme pour toutes les molécules, on peut estimer ri- .

goureusement exacte 'expression ; que Clausius a trouvée

4mns
pour la longueur du chemin moléculaire moyen dans ce gaz,
expression ol n est le nombre des molécules situées dans 'unité
de volume du gaz et s leur diameétre. Il'n d’autres termes, jai
essayé dans cette note de démontrer qu’il faut considérer comme
erronée 'opinion émise par M. v.d. Waals dans son MMémoire sur
la continuité des étatsliquide et gazeur,opinion d’apres laquelle
la susdite expression aurait besoin d’étre corrigée en raison du
fait que les molécules qui s’entrechoquent possédent une cer-
‘taine ¢étendue, non seulement dans la direction normale & leur
mouvement relatif, mais encore dans la direction méme de ce
mouvement. Suivant M. v. d. Waals, ce serait, en effet, de la
premiere étendue seule que Clausius, aurait tenu compte dans
la détermination de son expression.

11 serait toutefois possible qu'il fit resté dans I'esprit de ceux
qui ont lu ma démonstration quelque doute sur sa rigueur,
attendu qu’elle s’appuie sur le droit d’évaluer le nombre des
chocs produits dans un gaz pendant un certain espace de temps
entre une molécule m et les autres molécules de la facon dont
Clausius a fait cette évaluation. J'y ai en effet supposé que

1 Diverses circonstances, en particulier le désir de ne pas retavder
davantage le tirage de ce faseicule et la crainte de ne pas rendre absolu-
ment la pensce de Fautenr, nous ont empdéche d'apporter a cette note les
modifications qui U'cussent rendue plus elaire. (Note de la Reédaction.)
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dans le cours de ce temps la molécule m éprouve de la part de
celles qui se meuvent dans une direction faisant un angle déter-
miné avec la direction de son propre mouvement juste autant
de chocs qu’elle en elit éprouvés si ces derniéres molécules
s’étaient trouvées seules avec elle dans le gaz. Or, si plausible
que soit une telle supposition, sa justesse n’est pourtant pas
évidente ; elle exigerait une démonstration en regle, et c’est
cette démonstration que j’ai négligé de donner dans ma note
précitée. Mais j'ose hardiment affirmer que si une fois on recon-
nait ladite hypothése comme juste, on ne saurait plus mettre
en doute l'exactitude de l’expression ci-dessus, de Clausius,
apres les diverses réflexions que j’al exposées dans ma note.

Je dois du reste faire remarquer que M. v. d. Waals se trouve
dans le cas que je viens d’indiquer. Du moins dans le chapitre
de son mémoire qu'il consacre & la correction de cette derniere
expression, il ne condamne point la voie méme que Clausius a
suivie pour 'obtenir ; et d’ailleurs, le seul fait qu’il pense pou-
voir la rendre rigoureusement exacte en lui faisant subir une
légere correction, montre clairement, j'ose dire, qu’il considere
cette voie comme étant exacte, au moins en ce qui concerne ses
traits essentiels.

: p ] _
Je crois devoir faire remarquer encore que la valeur-- s qu’il

a—d

trouve pour cette correction a été déterminée a I’aide d’un rai-
sonnement basé sur la considération du jeu des chocs molécu-
laires tel qu’il se produit réellement dans un gaz; car M. v. d.
Waals y suppose qu’une molécule du gaz se heurte successive-
ment contre des molécules qui se meuvent tantot dans telle
direction, tantot dans telle autre, par rapport a celle deson pro-
pre mouvement, ainsi que cela a lieu évidemment en réalité.
Or, cela étant, il est irrationnel d’appliquer cette correction de

| e, g
5 Sa I’expression yp—e
gueur du chemin moléculaire moyen en supposant dans le gaz
un jeu de chocs moléculaires qui est par contre purement fictif.

En effet, atin d’évaluer, en vue de la détermination de son
expression, le nombre des chocs subis pendant un certain espace
de temps T par une molécule m du gaz de la part des autres,
Clausius suppose que durant tout le temps T cette molécule se
meut dans une méme direction de 1'espace, malgré les chocs
éprouvés; et il suppose en outre que tous ces chocs s’accom-

que Clausius a obtenue pour la lon-
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plissent avec des molécules dont le mouvement a lieu dans une
méme direction par rapport a la droite suivie par m. L’expres-
sion différentielle obtenue dans cette double supposition pour
la quantité des chocs qui sont produits entre m et ces dernic-
res molécules, est alors intégrée par l'auteur entre les limites
extrémes que comporte la direction relative dont je viens de
parler ; et 11 prétend trouver ainsi l'expression de la totalité
des chocs que la molécule m éprouve pendant le temps T de la
part de toutes les autres molécules du gaz.

Or, qu'une telle appréciation de Clausius soit juste ou non, peu
importe en ce moment. Ce qui me parait en tout cas incontesta-
ble, c’est qu’ad moins d’en avoir fourni la démonstration ri-

3
4=ns®
dn chemin moléculaire moyen, déduite de la précédente et ac-
quise donc au moyen d’une conception du jeu des chocs molé-
culaires aussi peu en accord avec la réalité des faits que celle
que Je viens de rappeler, une correction qui a été obtenue par
M. v. d. Waals, jJe I'ai dit ci-dessus, en partant au contraire
d’'une conception de ce jeu parfaitement conforme aux faits.

Il n’en est pas moins vrai qu’en présence de P'incertitude qui
existe a 'égard de la rigueur de la méthode qu’a suivie Clausius
pour déterminer son expression, il faut reconnaitre que celle-ci
pourrait fort bien ne pas étre tout & fait exacte. Or le moyen le
plus str, sinon le seul, pour se renseigner sous ce rapport me
semble étre celui de chercher la longueur du chemin moléculaire
moyen par une raéthode dans laquelle I'inconvénient inhérent a
celle dudit auteur aura été supprimé, c’est-a-dire dans laquelle
on aura calculé le nombre des chocs qu’une molécule de gaz
éprouve pendant un certain laps de temps en envisageant le jeu
de ses chocs tel qu’il se produit vraiment.

C'est cette recherche que je me propose de faire dans les
lignes qui vont suivre,

A cet effet je supposerai que dans un gaz une molécule dé-
terminée m se meut de maniére que son centre C décrive une
ligne droite brisée KLMNO.... (voir Pl. X.); car, pour de-
meurer en accord avec les suppositions que M. v. d. Waals et
Clausius ont introduites dans leurs recherches relatives a la
question, je ne tiendral aucun compte des déviations qui, & I'é-
gard d’une telle ligne, ne sauraient guére manquer de se pro-
duire, grice aux attractions que la molécule m subit de la part

goureuse, on n’a aucun droit d’appliquer a I’expression
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des auntres molécules du gaz. D’ailleurs, d’apres la plupart des
physiciens, ces attractions ne posseédent une intensité notable
que lorsque la molécule m se trouve tres rapprochée de quelque
autre molécule ; et, comme une telle contingence ne se réalise
qu’a des intervalles relativement éloignés, 1l est permis d’ad-
mettre que l'influence que ces attractions exercent sur la lon-
gueur du chemin parcouru en moyenne par m entre deux chocs
successifs est absolument négligeable, toutes les fois que la
détermination d’une expression rigoureusement exacte de cette
longueur n’est pas nécessaire, ainsi que je le suppose dans ma
note.

Je rappelle a présent que Clausius a trouvé lexpression

1

l).............Q’Jlsinz(?o:@'

a
—y -
)

"W

pour le nombre des chocs qui, pendant une seconde, s'effectuent
entre la molécule m et 'ensemble des molécules du gaz qui ap-
partiennent & un méme groupe moléculaire (v (2, d=z), c’est-a-
dire se meuvent toutes dans une direction qui fait avec celle du
mouvement de m un angle plus grand que « et moins grand
que  + dz. Dans cette expression v, est la vitesse de m par
rapport aux molécules du-dit groupe, tandis que # et s ont le
sens indiqué précédemment.

Or, comme 'expression du nombre des chocs produits dans une
seconde entre la molécule m et celles de tous les groupes molécu-
laires qui existent dans le gaz découle directement de 1'expression
1 (une simple intégration de celle-ci entre les limites extrémes de
I'angle «, c'est-a-dire entre 0° et 180", la fait évidemment con-
naitre), et comme la longueur du chemin moléculaire moyen, a
son tour, découle directement de ladite expression, j'aurai dé-
montré 'exactitude rigourease de la valeur trouvée pour cette
longueur par Clausius, si je réussis o faire ressortir celle del'ex-
pression 1. '

C'est ce que je vals tacher de faire..

Bien qu’a un méme instant les molécules du groupe G (2, d=)
se meuvent dans une infinité de directions différentes, respecti-
vement paralleles a4 chacun des plans infiniment nombreux qu’on
peut mener par la ligne droite parcourue par la molécule m a ce
méme instant, je supposerai cependant qu'a chaque moment de
la période de temps T le mouvement de toutes ces molécules a
lieu parallelement &4 une méme direction absolue de l'espace,
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ainsi que Clausius ’a supposé également dans sa détermination
de l'expression différentielle 1. Sans doute, le procédé le plus
méthodique pour évaluer le nombre des chocs dont 11 s'agit con-
sisterait a déterminer d'abord celui des chocs qui sont pro-
duits pendant le temps T entre la molécule m et celles des molé-
cules du groupe G (2, d ) qui se meuvent parallelement & 1'un
quelconque des susdits pians, ou, afin de parler un langage
micux en accord avec la nature analytique du présent sujet,
qui se meuvent paralielement & un des plans qui font un angle
plus grand que 5 et moins grand que 2 -+ d[5 avec un certain
plan de repére, arbitrairement mené par la droite dont je viens
de parler; puis, a intégrer l'expression diftférentielle, obtenue
pour ce nombre partiel, entre les limites extrémes que (5 com-
porte, 00 et 3600, Mais il est manifeste que I’expression ainsi dé-
terminée ne saurait pas différer de celle qu'on obtiendra en
partant, dans les calculs, de la supposition susmentionnée ; et,
comnie cette supposition comporte 'avantage de raccourcir no-
tablement ces derniers, et surtout celut de simplifier beaucoup
la figure, je crois bon de la faive.

Pourvu qu’il soit possible, le choix de la direction absolue
susdite, parallelement A laquelle je vais donc supposer que se
meuvent ensemble des molécules du groupe G («, dx), est évi-
demment arbitraire pour tout instant spécial de la période de
temps T. Dans le méme but de simplifier autant que possible ma
figure, je veux donc admettre que cette direction absolue est pa-
rallele a son plan méme pendant le temps ou la molécule m
parcourt la premiere section KL de la ligne brisée KLMNO.....
qu’elle suit dauns ladite période de temps, et également pendant
le temps qu’elle en parcourt le seconde section LM.

Enfin, dans le but ci-dessus indiqué, je supposerai que les
deux sections 1, et LM sont elles-mémes situées dans le plan de
la figure ; supposition qui implique manifestement la nécessité
d’admettre que les autres sections MN, NO, elc. de la ligne
brisée KLMNO..... se trouvent situées en dehors de ce plan,
comme aussi les sections QZ, ZS, ete. de la trajectoire que la
molécule m parcourt dans le mouvement composé dont je par-
lerai dans un instant. Toutefois, afin de m’épargner la construc-
tion d'une seconde figure, je représenterai dans celle que je
donne ces autres sections MN, NO, etc. et les sections QZ,
/8, ete. Je prie le lecteur de se rappeler l'incorrection par 1a
commise lorsque, plus tard, il sera question de ces différentes
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lignes, qui, on le eoncoit, ne pourraient a la rigueur étre repré-
sentées dans ma figure que par leurs projections.

Cela établi, taisons comme Clausius et imprimons a la tota-
lité des molécules du gaz un mouvement dont la vitesse est
celle des molécules du groupe G (z, dx), c’est-a-dire la vitesse
moléculaire moyenne v qui existe dans le gaz, et dont la direc-
tion est & tout instant diamétralement opposée a celle du mou-
vement de ces dernieres molécules. La vitesse imprimée est donc
diamétralement opposée a la direction que jai représentée
dans la figure par les fleches A, B,, A, B, et A, .. respective-
ment pour les temps pendant lesquels la molécule m parcourt
les trois sections KL, LM et MN de sa trajectoire.

En vertu du mouvement fictif que je leur donne, les molé-
cules du groupe (r (2, d2), que jappellerai brievement les mo-
lécules m (o, d o), seront constamment réduites au repos, tandis
que la molécule m sera animée d’'un mouvement composé qui,
pendant le parcours de la droite KL, est indiqué par la lon-
gueur et la direction de la diagonale KR du parallélogramme
KDRYV construit sur le coté KD, qui représente la vitesse et
la airection du mouvement réel que la moiGeule possiéde pen-
dant ce parcours, et sur le coté KV qui représente la vitesse et
la direction du mouvement fictif dont je viens de parler.

Quant a la vitesse et a la direction dn mouvement compose
dont, seront animées les molécules appartenant a I'un quel-
conque des autres groupes moléculaires, en vertu de ce méme
mouvement fictif et de leur véritable mouvement, il serait facile
de les déterminer, soit aumoyen d’une construction géométrique,
soit par la voie de I'analyse. Mais, comme cette détermination
n‘aurait aucune utilité pour le but que nous poursuivons, je ne
m’y attarderai pas.

Supposons maintenant que, par sa longueur et sa direction,
la droite LM’ indique la vitesse et la direction du mouvement
que posséde la molécule m aprés avoir subi, au moment ot son
centre C occupait le point L, son premier choc dans la période
de temps T, et cela en un point quelconque de sa surface et
d’ailleurs de la part d’une molécule d’'un groupe également
quelconque, GG (z, d =) ou autre. D’aprés les prémisses intro-
dunites dans cette note, ladite vitesse sera ce qu’elle était avant
le choc dont il vient d’étre parlé, i savoir encore v’.

Puis, représentons par la longueur et la direction de la droite
LX respectivement la vitesse ¢’ des molécules m (2, d =) et une
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direction diamétralement opposée a celle de leur mouvement
pendant que la molécule m parcourt la droite LM, une direction
donc¢ diamétralement opposée a celle que j’ai indiquée par la
tieche A, b,.

Enfin, menons parallelement & la diagonale LO’ du parallélo-
gramme LM'O’X, construit sur les droites LM’ et LX, une droite
WQ par le point W, point qu'atteint, dans le mouvement com-
posé décrit ci-dessus, le centre C de la molécule m, au moment ot
celle-ci éprouve son premier choc. Comme le but de ma recherche
n’est pas de déterminer individuellement celles des molécules m
(2, d=) qui se heurtent contre la molécule m pendant la période
T, mais simplement de faire I’évaluation de leur nombre, ainsi
que je Pai dit précédemment, je pourrai considérer cette droite
WQ, au lieu de la droite L.O’, comme étant le chemin que le
centre C suivra dans son mouvement par rapport aux molécu-
les m (o dz) apres le premier choc de m.

En effet, afin de faire I’évaluation dont 1l vient d’étre parlé, je
suppose qu’une surface sphérique S ayant le point C pour cen-
tre et un rayon égal au diametre moléculaire s, participe au
mouvement de ce point; puis, je suppose que la substance de
toutes les molécules du gaz se trouve concentrée dans leur cen-
tres respectifs. Il est clair que toutes les fois que, dans cet état
fictif des choses, la surface S rencontrera un de ces centres, il se
produira dans la réalité un choc entre la molécule m et celle a
laquelle appartient ce centre. Or, en raison de la nature méme
de ma présente recherche, on peut attribuer aux molécules de
chacun des groupes moléculaires existant dans legaz une dissé-
mination uniforme dans l'espace, et je pourrai donc admettre
qu’il se réalisera le méme nombre de rencontres entre la sur-
face S et les centres des molécules de I'un quelconque de ces
groupes lorsque le centre C de cette surface, dans son mouve-
ment composé, parcourt la droite WQ qu’en parcourantla droite
LO". '

Précédemment, j’ai établi par construction que si, dans son
mouvement réel, le centre C de la molécule m parcourt la droite
KL, 1l parcourra dans son mouvement par rapport aux molécu-
les du groupe ( (x d«) la droite KW. Par conséquent, dans
I'intervalle de temps compris entre le premier instant ¢, de la
période de temps T et le premier choc subi par la molécule m
dans cette période la moitié antérieure TUY de la surface sphé-
rique S, la seule partie de cette surface, qui puisse rencontrer
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dans son mouvement le centre d’une des dites molécules, tra-
versera par rapport a celles-ci un espace V, dont les limites
sont: latéralement, la surface cylindrique ayant pour axe
la droite KW et pour rayon le diamétre moléculaire s; pos-
térieurement, la surface hémisphérique TUY, dont le point K
est le centre, et du coté frontal, la surface hémisphérique TU'Y,
dont le point W est le centre. Or, désignant par KW la lon-
cueur de la droite KW, on pourra indiquer le volume de cet
espace V, par le produit
KW. = s

Si ensuite nous représentons par LM la droite parcourue par
le centre C dela molécule m,dans son mouvement réel, entre le pre-
micr et le second choc que m subit dans la période de temps.
T, la droite WQ pourra étre considérée comme le chemin que
suivra le centre C par rapport aux molécules m (=, d=) entre ces
deux chocs, ainsi que je I'ai fait observer ci-dessus. Or, indi-
quons par V, l'espace qui sera traversé dans l'intervalle de
temps comprisentre ces chocs, par la moitié antérieure EGF de
la surface sphérique S, c’est-a-dire par la partie de cette surface
qui regarde le point Q, vers lequel se meut pendant cet iter-
valle la molécule m par rapport aux molécules m (=, d=), et qui
est la seule partie, évidemment, qui puisse, dans son mouvement,
rencontrer le centre d’une de ces derniéres molécules. On se
convainera sans peine que cet espace V, a pour limite latérale
la surface cylindrique dont la droite WQ est 'axe et s le rayon;
pour limite postérieure, la surface hémisphérique EGI) dont le
point W est le centre, et pour limite frontale, la surface hémis-
phérique I'G’L7, ayant pour centre le point (), c’est-a-dire le
point ou se trouvera le centre C de la molécule m dans son mou-
vement par rapport aux molécules e (2, d=) an moment du second
choc. Le volume de cet espace V, peut done étre indiqué par le

produit
WQ. r s

De la méme maniere on déterminera tacilement les volumes
des espaces V,, V,, V,, ete., qui seront traversés par la moitié
antérieure de la surface sphérique S dans son mouvement par
rapport aux molécules m (¢, d=) respectivement dans 'intervalle
de temps compris entre le 2° et le 3¢ choc, dans celul compris
entre le 3° et le 4° choc, ...., enfin dans celui qui est compris entre
le dernier choc que la molécule m éprouve dans la période de
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temps T et I'instant ol cette période se termine. Comme pour
ces volumes on obtiendra évidemment des expressions ana-
logues a celles trouvées ci-dessus pour les volumes des espaces
V, et V,, 1l s’en suit que le volume V. de ’ensemble des espaces
susdits a pour expression le produit

KW 4+ WQ + Q7 + ...). =s®

ou le premier facteur, écrit entre parentheéses, n’est auntre quela
longueur totale du chemin qui est parcouru pendant le temps T
par le centre C de la molécule » dans son mouvement par rap-
port aux molécules m (2, d=).

Or, par supposition, la durée des chocs moléculaires est infi-
niment petite. I1 est donc clair que cette derniére longueur peut
étre indiquée par le produit de la vitesse », de la molécule m
relativement aux molécules m (2, dz) par le nombre T des se-
condes que compte la période de temps T, quels que soient
d’ailleurs les angles que font entre elles deux a deux les droites
KW, WQ, QZ, etc. successivement parcourues par le centre C;
en sorte que nous obtenons l'expression

Tstv, T

pour le volume de ’espace V.. seul espace évidemment ot puis-
sent se trouver situés les centres des molécules m (=, d=) qui
sont heurtées par la molécule m dans le cours de la période T.

Mais, en raison de la nature méme de ma présente évaluation,
on est obligé d’attribuer & cette période T une tres longue du-
rée : et, cela étant, on est en droit d’admettre que, pendant son
cours, la molécule m rencontrera juste autant de molécules
m (2, dz) qu’il y 2 en moyenne de centres deces molécules situés
dans un volume de gaz de la grandeur V. .Il s'ensuit que le
nombre des chocs qui, pendant la période de temps T, sont réa-
lisés entre la molécule 2 et les molécules m (2, d2) peut étre
estimé égal au produit

Ve . 1) n s z de,

Si, dans cette expression, on remplace le volume V. par la va-
leur trouvée ci-dessus et qu’on la divise ensuite par 1, on ob-
tiendra évidemment le nombre des chocs qui se produisent
entre la molécule m et les molécules me (2, d=) pendant une seule
seconde. Ce nombre est donc indiqué par
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1

2) S E

nsinodxv, w S

[Eh bien, en comparant cette expression avec celle désignée
ci-dessus sous 1, que Clausius a trouvée pour le nombre des
mémes chocs dont je viens de parler, on voit qu’elles sont parfai-
tement 1dentiques. Mais, avant de conclure de cette identité a
I’exactitude rigoureuse de I'expression de Clausius, il faut en-
core se convaincre que la méthode d'évaluation par laquelle
J'al déterminé la mienne est rigoureusement exacte.

D’abord, ne peut-on pas faire a cette méthode, le reproche
que M. v. d. Waals a fait a celle que Clausius a suivie pour at-
teindre son but et dont j'ai parlé précédemment, & savoir celui
de ne pas tenir compte de ’étendue que possedent la molécule
m et les molécules qu’elle rencontre dans la direction de leur
mouvement relatif?

A cette premiére question, je n’hésite pas & répondre par la
négative. Car, si la méthode de Clausius semble, au premier
aspect du moins', autoriser un tel reproche & cause du fait que
la molécule sphérique e, qui, autour de son centre C s’étend
évidemment dans toutes les directions de l'espace, y est rem-
placée par un disque circulaire sans épaisseur, dont le plan,
passant par le centre de m, est perpendiculaire & la direction
du mouvement relatit de m par rapport aux molécules m (e, dct),
le mméme reproche est assurément inappiicable & la méthode
d’évaluation exposée ci-dessus, ou, au disque sans épaisseur de
Clauslus, j’al substitué une sphére, celle dont la surtace sphé-
rique S, envisagée précédemment, constilue la terminaison su-
perficielle.

En eftet, je ferai observer d’abord que, basant mon évaluation
du nombre des chocs moléculaires en question sur la considé-
ration du jeu des chocs tels qu’ils se réalisent vraiment dans le
gaz entre les molécules, admettant, en d’autres termes, que la
molécule m rencontre tantot une molécule de tel groupe molé-
culaire, tantot une molécule de tel autre groupe, j’ai, grice a
la substitution dont je viens de parler, tenu compte comme il
convient de toutes les dimensions de m et des molécules qu’elle
choque ; et cela non seulement pour autant que ces dimensions
pourraient modifler la longueur des différents chemins que le

'Dans ma note precitée jai fait ressortiv (ue ce reproche était injus-
tifie.
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centre de m parcourt entre chaque couple de chocs subis par
mdela part desmolécules d’'un méme groupe, tel que G (2, d=),
mais encore pour autant que ces dimensions pourraient influer
sur la longueur de chacune des sections KL, LM, MN, ete. du
chemin parcouru par ce centre pendant la période de temps T.

Pour s’assurer de la vérité de cette assertion, on n'a qu’a re-
marquer que la position exacte des points L, M, N, etc., — res-
pectivement occupés par le centre C de la molécule m aux mo-
ments ou celle-ci subit ses chocs successifs, — est déterminée
par les instants ou, dans son mouvement composé décrit ci-des-
sus, la surface sphérique S entre en contact avec le centre de la
molécule heurtée. Or, comme la sitnation de 1'élément ou cette
surface est plus immédiatement touchée & ces instants, reléve
évidemment de ’étendue de la molécule m et de celle quelle
heurte dans toutes les directions autour de leurs centres
respectifs, la position exacte des points I, M, N, ete. dépend
donc également de cette étendue dans toutes les dites direc-
tions, dans celle du mouvement relatif des deux molécules qui
s’entrechoquent, aussi bien que dans celles qui sont perpendicu-
laires & ce mouvement. Mais cela étant, la situation exacte des
points W, Q, Z, etc. occupés par le centre C de la molé-
cule m aux moments des chocs successifs qu’elle éprouve dans
son mouvement composé, dépendra, elle aussi, de cette éten-
due dans toutes les directions; et par conséquent il en sera de
méme de la longueur exacte des droites KW, WQ, QZ, etc. que le
point C parcourt, 'une aprés 'autre, entre deux chocs succes-
sifs de la molécule m dans son mouvement par rapport aux
molécules m (e, da).

Or, cette dépendance étant une fois 1ec0nnue I'exactitude de
I’expression 2, au point de vue qui nous occupe a présent, n
sauralt certainement plus étre mise en doute, vu que la gran-
deur de l'espace V. dont il a été parlé précédemment reléve
directement de la longueur de l'ensemble des dites droites, et
que, dans ma détermination de l'expression 2, c’est a-dire du
nombre des chocs qui se trouvent produits pendant la période
de temps T entre ia molécule m et les molécules m (o, da),
cette grandeur de V. constitue la mesure de ce dernier nombre.

Mais, s'1l est ainsi certain que le reproche adressé par M. v. d.
Waals est aussi peu applicable & ma méthode qu'a celle de
Clausius, il semble par contre qu’un autre repwuhe peut m'étre
légitimement fait.

XXXV 2§
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En effet, on est disposé & penser que dans la recherche du
volume de l'espace V. yai négligé de tenir compte du volume
des différents espaces qui, aux moments des chocs réalisés entre
la molécule m et les autres molécules du gaz, sont enveloppés
par la surface sphérique S; car on croira pouvoir raisonner
ainsl :

« Le nombre des chocs qui, pendant la période de temps T, se
» produisent entre la molécule m et les molécules m (o, dz) a
» pour mesure la grandeur de l'espace qui est commandé ! par
» la molécule m dans son déplacement par rapport & ces der-
» nieres molécules pendant cette période de temps; je veux
» dire que ce nombre des chocs a pour mesure la grandeur de
» Pespace qui comprend I'ensemble des espaces enveloppés suc-
cessivement, aux différents instants de la période de temps T,
par la surface sphérique S dans ce mouvement relatif.

» Or, I’espace commandé par la molécule m dans son mouve-
» ment par rapport aux molécules m («, d) pendant I'intervalle
» de temps compris entre deux de ses chocs successifs, que ce
» soient le pitme et p 4 1ieme choes subis par elle dans la
» période de temps T, est la somme de l'espace V,, que la
» moitié antérieure de la surface sphérique S traverse pendant

¥ T =

—

P Par « espace commandeé par une molécule s, j'enfends Pespace que
M. Boltzmann, dans ses cderits sur le sujet, deésigne sous le nom de
« Deckungsraum eines Molekels ». C'est, & un instant donné ¢, I'espace
danx lequel le centre daucune autre molécule du gaz ne peut étre
situ¢ au méme instant, en raison de I'étendue que possédent les mo-
Ieeules, Celles-ci ¢tant supposces de forme sphérique, comme c'est le cas
dans ma note, I'espace commandé par une molécule » & un instant ¢
ext done Vespace qu'enveloppe & cet instant la surface sphérique S, dont
lIe centre se trouve an centre de la molccule et dont le rayon est égal a
son diametre; c’est done Iespace que Boltzmann nommerait : « die
Deckungsphire des Molekels i am Augenblicke 2.

Je dois faire observer qu'au lieu du terme « espace commandé », jau-
rais pu employer celui de « espace couvert », {raduction sinon littérale,
du moins plus fidéle que ne 'est le premier, du mot allemand « Dee-
kungsraum », dont Boltzmann s’est servi. Seulement le terme d'« espace
couvert » évoque inévitablement l'idée d'an espace gui est oceupé par
de Ia maticre, et cette idée n'est ¢videmment pas en accord avee le sens
que nous attribuons iei & espace en question. Pour éviter tout malen-
tendu, j'ai done cru devoir lui préférer le terme d'« espace commandé »
(i, otant inusité. ne se préte guére & une interprétation inexacte
Torsqu'il a ¢td une fois défini.
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» cet intervalle de temps dans ledit mouvement relatif de la

’ "’L A 3
» molécule m, et de 'espace — = s* que la méme surface S enve-
9]

» loppe au premier instant de cet intervalle de temps. Ainsi,
» Pespace commandé par la molécule m entre les deux premiers
» choes qu’elle éprouve dans la période de temps T, est 1a somme
» de l'espace désigné ci-dessus par V, (c’est-a-dire de l'espace
» dont les limites sont : du c6té latéral, la surface cylindrique
» K I' Er 15 du coté antérieur, la surface hémisphérique E G’ 17,
» et du coté postérieur, la surface hémisphérique E G F) et de

, 4 _ :
» 'espace ke s* qui, au moment du premier de ces chocs, se

» trouve enveloppé par la surface sphérique S, c’est-a-dire par
» la surface sphérique dont l'aire circonscrite par le cercle
» KT'I° G E représente la projection sur le plan de la figure.
» Mais, cela étant, on obtiendra le nombre des chocs qui, s’ef-
» fectuent entre la molécule m et les molécules m (=, dx) dans
» le cours de la période de temps T, en déterminant le nombre
» des centres de ces derniéres molécules qui occupent en moyenne
» dans le gaz un espace de la grandeur

g

h) \f']i+Qo

. z 5%
f,+T

ol
-

» ou, afin d’indiquer cet espace par une expression plus expli-
» cite, de la grandeur

»  étant le nombre des chocs que 1a molécule i subit pendant
» la période T de la part de I’ensemble des molécules du gaz. »

Si le raisonnement qui précede était juste, on aurait, pour
trouver le nombre ¢ des chocs que la molécule éprouve de la
part des autres molécules du gaz dans le cours d’une seule se-
conde, I’équation

@ = 1800
1 . , 4
= ?nsmada V78 q .5 75y
t L8

a =1



396 C.-J. KOOL
équation qui, apres l'intégration du second membre, devient

4 =3 4 3
Q= 5 7§ n' -+ g TSN.G,

en représentant par v’, comme précédemment, la vitesse moyenne
des molécules dans le gaz.
Or de cette derniére égalité on tire

o TSN
g = 4
| - T sin

La longueur exacte /; du chemin moléculaire moyen serait des
lors

4
o 1— - =s’n

)

— TS
J

Mais la longueur {, que Clausius a trouvée pour ce chemin

est
5

VT 4rmstn ]

!

et par conséquent il existerait entre les deux longueurs [, et [

la relation
l;=1,(1—8b,),

b, ¢tant le volume total des » molécules situées dans 'unité de
volume du gaz; la méme relation, soit dit par parenthése, que
celle qu’a obtenue M. v. d. Waals en supposant que les chocs
produits entre les molécules du gaz sont tous centraux.

Seulement le raisonnement exposé ci-dessus entre guillemets,
est-11 bien juste?

J’ose hardiment affirmer le contraire.

En effet, supposons qu’au lieu de subir son premier choc dans
la période de temps T au moment ou son centre se trouve en L,
la molécule m, continuant son chemin suivant le prolongement
LI de la droite KL, ne le subisse que lorsque son centre a atteint
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le point L” de cette droite, point éloigné de L. d’une distance
égale a celle qui sépare le point M de L.

Nommons cette nouvelle condition du mouvement de la mo-
lécule e le cas no 2 et la condition de son mouvement qui a été
envisagée ci-dessus le cas no 1.

Puis déterminons le point W” ou la droite L” W, tirée par le
point L” parallélement & la droite L W, coupe la droite K W
dont 1l a été parlé précédemment, c’est-d-dire coupe le chemin
que suit le centre de la molécule m dans son mouvement par
rapport aux molécules m (e«. dor) pendant qu’il parcourt dans
son mouvement réel le chemin K L~.

Nous pouvons alors admettre que la mesure du nombre des
chances qui existent pour que dans le cas n° 2 la molécule m se
heurte contre quelque molécule du groupe G (o, d«) dans l'in-
tervalle du temps 6, compris entre le premier instant ¢, de la
période T et I'instant £, ou aura lieu le premier choc de la mo-
lécule dans cette période, que cette mesure, dis-je, est le volume
de I'espace Vo, qui a pour limites: latéralement la surface cylin-
drique ayant pour axe la droite K W” et pour rayon le diamétre
moléculaire s; du cOté antérieur, la surface hémisphérique
T"U” Y"; et du cOté postérieur, la surface hémisphérique T C Y.
Car, ainsi que je 'ai fait observer ci-dessus, c’est toujours 1'es-
pace commandé pendant un certain temps par une molécule du
gaz dans son déplacement par rapport aux molécules d’un
groupe moléculaire déterminé, qui constitue la mesure du nom-
bre des chances existant pour qu’il se produise dans le cours de
ce temps une rencontre entre la premiére molécule et l'une
quelconque de ces derniéres. Or, pour la molécule m, d’une part,
et les molécules du groupe G («, dz), de ’autre, cet espace com-
mandé pendant Dintervalle du temps 6, est évidemment 1'es-
pace Va,. ,

Il suit de la qu'atin de connaitre le nombre des chocs entrem
et les molécules m (=, do) dont on doit admettre la production
dans le cas no 2 pendant Dintervalle de temps #6,, il suffira de
determiner le nombre des centres de ces dernieres molécules qui
en moyenne occupent dans le gaz un espace égal a 'espace Vu,.

Mais s1 'on indique par V', I'espace qui a pour limite latérale
la surface cylindrique dont KW est ’axe et s le rayon, pour
limite postérieure la surface hémisphérique T C Y, et pour limite
antérieure la surface hémisphérique T’ U’ Y’, et que I’on indique
par V/, P'espace qui a pour limite latérale la surface cylindrique
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dont W W” est I’axe et s le rayon, pour limite postérieure la
surface hémisphérique T’ U’ Y’, et pour limite antérieure la sur-
tace hémisphérique T¥ U” Y”, on aura visiblement

Vo, = V', + V7,

Supposons a présent que la mesure du nombre des chances
de choc dans le cas n° 1 entre la molécule m et quelque molé-
cule du groupe G (z, d=) pendant le temps #, compris entre le
premier instant ¢, de la période de temps T et 'instant ou, dans
le cas n° 1, la molécule m se heurte pour la seconde fois dans
cette période contre une autre molécule, supposons, dis-je,
que cette mesure ne soit pas la seule somme des volumes de
Iespace V', et de l'espace que j’ai précédemment désigné
par V,, c’est-a dire de l’espace dont les limites sont: laté-
ralement, la surface cylindrique ayant la droite WQ pour
axe et s pour rayon, postérieurement la surface hémisphérique
E G I, et antérieurement la surface hémisphériq e K G’ . Mais
supposons, conformément au raisonnement exposé ci-dessus,
que ladite mesure soit la somme de ces deux volumes V', et V,,

" 4 . ’
augmentée du volume > s* de l’espace qui est enveloppé par
la surface sphérique S au moment o, dans le cas n° 1, la molé-
cule m éprouve son premier choc dans la période de temps T.

Alors du fait évident que le volume de l'espace V, est égal
a celui de 'espace V, on sera obligé de conclure que les chan-
ces de choc susdites sont plus nombreuses que celles dont il
était question ci-dessus dans le traitement du cas n° 2, lesquelles
ont pour mesure le volume V,” 4 V..

Mais les intervalles 6, et 6, doivent étre estimés de méme
durée. Car d’abord le chemin KL 4 L M, que la molécule m
parcourt dans le cas ne 1 pendant le temps 6,, a, par supposi-
tion, la méme longueur que le chemin K L 4 L L.” parcouru par
elle dans le cas n° 2 pendant le temps 6,. En second lieu, la
vitesse de m est la méme dans les deux cas 1 et 2, puisque avec
Clausius et v. d. Waals, je la suppose toujours égale & ¢'. Enfin,
en vertu d'une troisiéme supposition introduite dans ma note,
la durée des chocs moléculaires, en particulier celle du premier
choc éprouvé par m, dans le cas n’ 1, pendant la période de
temps T, est infiniment courte.

Par conséquent Punique moyen pour expliquer la supériorité
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du nombre des chances qui existerait, d’apres notre hypothése,
dans le cas n” 1 pour que pendant le temps @, il se produise urr
choc entre la molécule m et une quelconque des molécules
nt (=, da), sur le nombre des chances qui existent dans lecasno2
pour la production d’un choc analogue pendant le temps 4., cet
unique moyen, dis-je, consisterait a l’attribuer a la modification
qui dans le cas n° 1 survient pendant le temps 6, dans la direc-
tion du mouvement de la molécule m, modification qui n’a pas
lieu dans le cas n° 2 pendant le méme laps de temps 4,.

Or une telle explication est-elle admissible, est-elle ration-
nelle?

J’ose hardiment affirmer que non.

Ah, s’ était certain que le premier choc subi dans lecasno 1
par la molécule m pendant la période de temps T s’accomplit
avec une molécule du groupe G (2, dz), soit avec une des
molécules de ce groupe tel qu'il est constitué avant le dit choc,
c’est-a-dire avec une des molécules du gaz qui se meuvent paral-
lelement & la fleche A, B,*,soit avec une des molécules du groupe
G (=, d), tel qu'il est constitué apresle dit choc, alors que la fle-
che A, B, indique la direction de leur mouvement. Dans ces cir-
constances il serait ala rigueur permis de considérer comme pos-
sible de donner’explication désirée en s’appuyant sur le fait de
la modification susdite. Je veux dire qu’a priori on ne saurait
estimer absurde et irrationnel d’admettre que, dans ces circons-
tances, la moditication survenant dans le cas ne 1, au momentdu
premier choc de la molécule m pendant la période de temps T,
dans la direction du mouvement de cette molécule augmente
vraiment le nombre des chances pour qu’il se réalise un second
choc entre m et une des molécules m (¢, de) dans les instants,
qui succédent immédiatement au premier. Je dois cependant
déclarer que, méme en supposant 'existence des circonstances
spéciales susdites, je n’ai point réussia me convaincre d’une telle
augmentation.

Mais, parmi la totalité des chocs ¢prouvés par la molécule m
pendant un long espace de temps, ceux qu’elle subit de la part
des molécules m (e, de) de Pune et de Pautre des catégories dé-

* Bien entendu je suppose ici, pour faciliter le raisonnement, comme
je Val sapposé dans le reste de mon éerit, qu'a un méme instant les
molécules du groupe G (e, f2) ge meuvent toutes dans la méme direc-
tion absolue de I'espace.
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signées ci-dessus, ne constituent qu’une fraction absolument né-
gligeable, le nombre de ces derniéres molécules étant iufiniment
petit par rapport au nombre total des molécules du gaz;et
comme il est évidemment conforme & la nature de la présente
recherche de supposer la réalisation dans le gaz des chocs, tels
qu’ils se produisent le plus fréquemment, et par conséquent le
plus probablement, nous devons nécessairement admettre que
le premier choc subi dans le cas no 1 par la molécule m dans la
période de temps T s’accomplit avec une molécule qui n’appa-
rtient pas au groupe G (¢, da). Or dans ces circonstances tout
motif fait défaut pour supposer 'augmentation du nombre des
chances dont je parlais ci-dessus.

C’est donc bien 'espace V', 4 V,, et non pas I'espace
Vp+ﬂ+%mi

qui constitue la mesure du nombre des chances qui existent
pour que dans le cas n° 1 1l se produise une rencontre entre m et une
des molécules m (¢, dx) dans le cours du temps 6, compris en-
tre le premier instant de la période T et le second choc que m
éprouve dans cette période ; en sorte que sl s’agit d’évaluer le
nombre des chocs entre m et les molécules m (e, der) dans le cas
n° 1 pendant le temps 6,, il faudra déterminer la quantité des
centres de ces derniéres molécules qui sont en moyenne situés
dans un espace égal & V/, 4 V,, et non pas dans un espace
egal &
Ve V, 4+ 2 gso,

)

Nous pouvons deés lors admettre que, si ¢ est le nombre entier
des chocs que la molécule nz, subit pendant une seule seconde de
la part desautres molécules du gaz, le nombre des chocs qui ont
lieu dans le cours de cette seconde entre m et les molécules
m (¢, da) s’obtiendra en déterminant le nombre des centres de
ces derniéres molécules qui en moyenne occupent un espace de
la grandeur

et non pas un espace de la grandeur
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i V',+Vg+'vs+........;_+V,,.H+q§ﬁsa
ni un espace de la grandeur
\T’!+\72+\‘73+ .......... +\ r/+1+—1 qg'ﬂb‘s,

ainsi que le voudrait I'opinion professée par M. v. d. Waals au
SUJet de I'exacte longueur du chemin moléculaire moyen.

‘De ce queJ "ai dit précédemment (page 390) on devrait conclm er
il est vrai, que I’espace en question n’a que le volume

lequel est inférieur au susdit volume 3) de la différence des vo-
T . * 4

lumes V/, et V,, c’est-a-dire du volume 3 7s* de l'espace enve-

loppé par la surface sphérique S au premier instant de la

seconde pendant lequel on envisage, le mouvement de la molé-

cule m et les chocs qu'elle éprouve des autres molécules du gaz.

Toutefois 1l est évident que ce volume % ms® est négligeable

aupres du volume indiqué sous 37), et d’ailleurs il ne faut pas
oublier que la longueur du chemin moléculaire moyen a été dé-
terminée par Clausius en cherchant le nombre des chocs qui
sont éprouvés par une molécule s du gaz pendant un trés long
espace de temps T. Or, en faisant usage, en vue de cette recher-
che. de l'expression V, 4+ V,+ V, 4. ... . ... + Vg4, an
lieu de l'expression V/, 4+ V, L V. + ... ... + Vg 4y, Vau-

4 ;
teur ne commet ’erreur du volume T 7s® qu’'une seule fois, a

savoir pour I’espace commandé par la surface sphérique S dans
son mouvement relatif aux molécules m (¢, de) pendant la
premieére des secondes que contient le temps T. Il s’en suit
quen se servant de la premiere expression, Clausius obtient
pour le nombre des chocs produits entre la molécule et les mo-
lécules m (e, de) durant 'espace de temps T une valeur qui est
de la fraction
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inférieure a sa valeur véritable, et il est clair que cette fraction
- s’annule a fort peu pres si la durée de T est tant soit peu nota-
ble, ce qui est supposé dans les calculs de ce savant.

D’apres ce que j'al dit au commencement de ma note, on est
donc en droit de conclure a l'exactitude rigoureuse de la lon-
gueur du chemin moléculaire moyen telle qu’elle a été calculée
par Clausius, toujours bien entendu dans la double supposition
~ que les molécules du gaz ont la forme sphérique et que leur
- vitesse est & tout instant égale 4 la vitesse que les molécules ont
en moyenne dans le gaz.
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