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SUR LA CORRBCTION QUEXIGE L'BQUATION

1 3
3= mri=—PV
va 2P

A CAUSE DE L’ETENDUE QUE POSSEDENT LES MOLECULES

par C.-J. KOOL, ingénieur.

Pl XVIL

On sait que cette équation, trouvée en premier lieu par
Clausius, exprime la relation qui existe, dans I’hypothese ciné-
tique, entre le volume d’un gaz:V, l'intensité de la pression
qu’éprouve ce gaz de la part de I'enveloppe qui le limite: P, et
la valeur moyenne de la force vive que ’ensemble des molécules
du gaz possedent en vertu de leur mouvement progressif quand
on la considére pendant un espace de temps trés long. Cette
valeur moyenne est représentée sous la forme de la somme
- i mo?, ot m indique la masse d'une des molécules et v la
vitesse moyenne de son mouvement progressif, tandis que la
somme X s’étend a toutes les molécules du gaz. Or, ainsi que I'a
fait remarquer Clausius lui-méme, cette équation ne saurait étre
regardée comme 1'expression rigoureuse de la dite relation. Car,
d’abord, 1l n’a été tenu aucun compte, dans sa détermination,
de l’attraction qu’exercent les unes sur les autres les molécules
du gaz, et cette attraction pourrait fort bien avoir une intensité
notable, ne fit-ce que pour de petits éloignements entre les mo-
lécules. Puis, dans les calculs de Clausius, les molécules du gaz
ont été assimilées & des points matériels sans étendue, ce qui
constitue une simplification incompatible avec la rigueur de I'hy-
pothése cinétique, c’est-a-dire avec ’hypothése qui forme la base
méme de ces calculs. Car, si ’on n’attribue aucune étendue aux
molécules, on ne peut, non plus, leur attribuer du mouvement.
Le mouvement, en effet, n’est que I'occupation successive d’en-
droits différents de ’espace, et une chose, si elle ne posséde pas
d’étendue, ne saurait jamais, on le congoit, occuper aucun en-
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droit spécial, quel qu’il fat. Or, dans les pages suivantes, je me
propose de déterminer la correction qu'il faut apporter a I’équa-
tion en question pour en écarter I'inexactitude due a la seconde
cause d’erreur dont je viens de parler. Seulement, pour ne pas
devenir trop long, je restreindrai ma détermination au seul cas
dans lequel la forme des molécules est supposée sphérique, en-
sorte que la valeur de la correction trouvée ne sera valable
qu’en faisant une telle supposition.
Afin d’atteindre mon but, je vais faire usage de 1’équation

S Rrcos (R, 7),

que M. van der Waals a obtenue dans son « Mémoire sur la
continuité de ’état liquide et de I’état gazeux, » en modifiant 1é-
gérement 1’équation viriale

1 1
2§ mvﬁz%EE Xz+ Yy +Z7z),
équation que j'ose supposer connue de la part du lecteur.
Avant d’aller plus loin, il est utile que je fasse au sujet du
sens des lettres et expressions qui figurent dans ces deux équa-
tions la remarque suivante: Comme je veux, dans ce qui suit,

; 1 ; ;
interpréter la somme = N mv?, laquelle constitue le premier

membre de ces équations, comme étant ’expression de la valeur
moyenne de la force vive contenue dans le gaz en vertu du mou-
vement progressif de la totalité de ses molécules, et considérée
pendant un espace de temps extrémement long, je serai obligé
ausst de voir dans les expressions Xz, Yy et Zz, les valeurs
moyennes des produits des coordonnées du centre de gravité
d’'une des dites molécules & un certain instant, coordonnées re-
lativement a un systéme d’axes perpendiculaires arbitrairement
choisis, par les composantes respectives suivant les mémes axes
de la résultante des différentes forces qui, au méme instant, sol-
licitent cette molécule et qu’on suppose transportées paraliele-
ment 3 elles-mémes de leurs divers point d’application au centre
de gravité de la molécule. Parmi ces forces ne sauraient étre
comptées celles qui s’exercent 4 P'intérieur méme des molécules,
c’est-a-dire entre les parties constituantes de chacune d’elles. Ce
sont donc, en dehors des forces d’origine extérieure au gaz, les
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forces qui agissent entre les molécules, deux & deux, et dont la
nature peut étre soit attractive, soit répulsive. Dans la recherche
que jaurai & faire, les forces de nature répulsive que font naitre
les collisions entre les molécules jouent un réle prépondérant,
ainsi qu’on le verra plus loin. La méme observation est appli-
cable aux forces qui déterminent la valeur de ’expression R # cos
(R, 7) de I’équation (A): Les forces intra-moléculaires n’en font
point partie, ensorte que cette expression représente pour une des
molécules du corps la valeur moyenne du produit de l'intensité
de la résultante des différentes forces qui, & un certain instant,
agissent sur la molécule par la distance qui, a ce ménie instant,
sépare son centre de gravité de l'origine des coordonnées et par
le cosinus de ’angle que fait alors la direction de la dite résul-
tante avec la droite menée par I'origine des coordonnées et le
centre de gravité de la molécule. Il importe d’appeler P’attention
sur la nécessité d’une telle interprétation, vu qu’au premier
abord on est plutot disposé de penser qu’en tenant compte dans
la détermination de 'expression R » cos (R, 7) non senlement
des forces dont je viens de parler, mais encore de celles qui
g’exercent a I'intérieur méme des molécules, on rendrait ’équa-
tion (A) plus exacte, et qu’on atteindrait ce but également en
substituant dans les calculs & la distance entre 1'origine des
coordonnées et le centre de gravité d’une moiécule du corps les
distances qui séparent cette origine des points d’application des
diverses forces qui sollicitent la méme molécule, et, & 'angle
indiqué plus haut, les différents angles compris entre les direc-
tions de ces forces et les droites qui unissent I’origine des coor-
données 3 leurs points d’application respectifs, Il n'en est ce-
pendant pas ainsi, et on n’aura pas de peine & comprendre qu’en
attribuant a 'expression R# cos (R, 7) le sens plus étendu que
je viens d’indiquer, on rendrait I’équation (A) non pas plus
exacte, mais au contraire plus inexacte qu’elle n’est lorsqu’a
la méme expression on donne le sens plus restreint désigné pré-
cédemment, comme on verra également aisément qu’on rendrait
plus inexacte, et non pas plus exacte, ’équation viriale en voyant
dans les composantes X, Y, Z non seulement celles des forces
qui s’exercent entre les molécules du corps, deux a deux, mais
encore celles des forces qui agissent a I'intérieur méme de ces
molécules; toujours, je le répéte, en supposant qu'aux premiers
membres de 'une et de Pautre équation on attribue le sens
spécial que j’al indiqué tout & ’heure.
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Cette remarque faite, je vais a présent scinder le terme qui
constitue le second membre de I’équation (A) en deux parties
que voicl ;

1° En un terme, que je désignerai briévement par (a), qui se
rapporte aux composantes des forces agissant entre les molé-
cules du corps suivant les droites qui unissent les centres de
gravité des molécules respectives;

2 En un terme (b), qui se rapporte d’abord aux composantes
de ces mémes forces normales aux dites droites, puis aux forces
d’origine extérieure au corps qui sollicitent les molécules.

L’équation (A) deviendra alors celle-ci:

() ()
(B) Tlmv"——é-l—“*"_f —'-}—Vchos (R, 7)
....... - 9 = 9 -+ ] 9 = v )y
comme je vais le montrer.

Admettons que les forces qui, &4 un certain instant, agissent
entre quelque portion élémentaire p, d’'une molécule m, et quel-
que portion élémentaire p, d’une molécule m, aient un sens tel
que, transportées de ces portions, parallélement a elles-mémes,
aux centres de gravité des molécules correspondantes, elles ten-
dent & rapprocher 'un de l'autre ces centres de gravité. Puis,
nommons f l'intensité des composantes de ces deux forces sui-
vant la droite O, O, qui unit & cet instant les dits centres de
gravité, cos (f, 7,) le cosinus de ’angle compris entre la droite
passant par ’origine des coordonnées et le point O,, et la com-
posante suivant la droite O, O, de celle des deux forces en ques-
tion qui agit sur la portion élémentaire p,; enfin, désignons par
cos (f, r,) le cosinus de l’angle compris entre la droite passant
par 'origine des coordonnées et le point O,, et la composante
suivant la droite O, O, de I'autre des deux forces, de celle qui
agit sur la portion élémentaire p,, et qui posséde évidemment
la méme intensité que la premiere.

On pourra indiquer alors au moyen des expressions

+ (% %fr, 3t cos (f, ?‘,)) et %(-l'% 7 0t 08 (f, 9’&))

les deux valeurs que le terme (@) de I'équation (B) acquiert en
vertu de l'action des forces dont je viens de parler pendant 1’é-
lément de temps ¢ qui commence & l'instant en question. Or la’
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: 1 .
somme de ces valeurs a pour expresssion + (%—2 Jr Bt) , S p

représente la distance O, O,, ainsi que I’a fait voir M. van der
Waals dans son Mémoire précité.

Si, au lieu de tendre & rapprocher les deux centres de gravité
0, et O,, les dites forces, transportées parallélement & elles-
mémes des éléments p, et p, respectivement a ces points, ten-
dent & éloigner ceux-ci 'un de Vautre, la méme somme devien-

dra + (—}-—Ql—fp Bt).

Par conséquent, le terme (@) peut étre représenté sous la
forme

1
expression dans laquelle le produit £ indique la valeur moyenne
du produit fp ci-dessus désigné, considéré pendant un espace
de temps infiniment long, et ou le signe I signifie la somme de
ces produits pour toutes les forces qui agissent dans le corps
entre chaque couple de ses molécules, le signe négatif placé de-
vant le produit fo se rapportant & celles de ces forces qui ten-
dent & rapprocher les centres de gravité des deux molécules
respectives, le signe positif & celles d’entre elles qui ont, par
contre, une tendance & éloigner ces mémes centres de gravité,
lorsqu’on les y suppose transportées parallelement  elles-mémes
depuis leurs points d’application dans les molécules respectives.
Dans ce qui suit, je supposerai que ’expression positive + fp a
trait exclusivement aux forces de pression qui se développent
chez les molécules lors de leurs collisions mutuelles, ensorte que
si, en dehors de ces forces de pression, il régnait encore entre
les molécules d’autres forces répulsives , on serait obligé d’en
tenir compte dans la détermination de la valeur de I’expression
négative = fo, en réduisant numériquement cette valeur d’une
facon convenable.

Quant au terme (6) de ’équation (B), il se rapporte, comme
je Yai dit plus haut:

I° Aux forces d’origine extérieure au corps qui sollicitent ses
molécules, et

2° Aux composantes des forces moléculaires suivant les nor-
males aux droites qui relient les centres de gravité des molécules
respectives.
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Or, on se convaincra facilement que la valeur qu’acquiert le
terme () en vertu de ’action de ces derniéres composantes, se
réduit toujours a zéro.

En effet, que dans la figure 2 les points O, et O, représentent
les positions qu'occupent dans 'espace & un certain instant les
centres de gravité de deux molécules m, et m, du corps, et le
point O un point quelconque pris pour origine des coordonnées,
le plan de la figure étant le plan qui passe par ce point et par
les points (), et O,. Dans la pensée on méne alors par le point
O, une droite paralléle a la direction de action qu’exerce au
dit instant un élément p, de la molécule m, sur un élément p,
de la molécule m,, action que je veux d’abord supposer at-
tractive. Puis on prend sur cette droite, a partir du point O, ,
une longueur O,G mesurant Pintensité F' de 'action dont je
viens de parler. (La projection sur le plan de la figure de la
droite O,G est représentée par la droite O,G’). Enfin, on pro-
jette la méme longueur O,G : 1o sur la droite O, O,; 2° sur la
droite O,D menée dans le plan de la figure dans une direction
normale & O, O,, et 3° sur une droite normale & ce plan et pas-
sant par le point O,. Evidemment, si «,, «, et «, sont les angles
que fait respectivement avec ces trois projections la direction de
Paction dont il s’agit, les produits F cos «,, F cos «, et F cos «,
représenteront leurs valeurs respectives. Telles sont donc aussi
les valeurs respectives des composantes de cette action suivant
les trois droites que je viens d’indiquer.

De la méme fagon on meéne par le centre de gravité O, de la
molécule m, une droite parallele & la direction de Yaction qu’a
l'instant ci-dessus désigné ’élément p, de la molécule m, éprouve
de la part de I’élément p, de la molécule m,. On prend sur cette
droite, a partir du point O,, une longueur O, H mesurant 'in-
tensité I de l'action en question, longueur dont la ligne O, H’
représente, je suppose, la projection sur le plan de la figure ; et
on projette O, H: 1° sur la droite O, O, ; 2° sur une droite Og E
située dans le plan de la figure et dirigée normalement & 0,0, ;
enfin, 3° sur une droite normale & ce plan et passant par le point
0,. Alors les produits ¥ cos «, , F cos o, et I cos o, indiqueront
respectivement les valeurs de ces trois projections, c¢’est-d-dire
donc aussi ceiles des composantes de la dite action suivant les
trois droites désignées. Ces trois composantes ont, on le congoit,
respectivement la méme grandeur que les trois composantes
dont il était question plus haut, mais leur direction est diamé-
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tralement opposée a la leur. Par conséquent, si ’'on désigne par
r, et , les distances 00, et O0,, par df un élément de temps
dont le premier instant coincide avec linstant ci-dessus indiqué,
par 7, angle M O, O, compris entre la droite O, O, et la droite
00,, et par 7, I'angle N O, O, compris entre la droite O, O, et
la droite OO,, on pourra représenter par la somme des six ex-
pressions

1, L )
+=Fdtcosa, r, cosy,, + =F of cos a, 7, sin 7,

2 2
1 o1
»_-Q-F ot cos «, r, cos 90°, + -2—F 0t COS oy 7, COS 74,
-1 2 . 1 D o
T§F8tcos 2y ¥y SINL 7/, _"?E 0t cos o, 7, cos 90

la valeur qu’acquiert le second membre de I’équation (B) en
vertu de P'action des deux forces moléculaires dont il s’agit. Or
r,siny, est égal a r, sin 7,, la longueur OC pouvant étre expri-
mée aussi bien par la premiére de ces deux valeurs que par la se-
conde, La somme de la deuxiéme et de la cinquieme expressions
se réduit donc & zéro. D’autre part, la troisiéme et la sixiéme
expressions sont toutes deux nulles, parce qu’elles contiennent
le facteur cos 90°, Conséquemment la somme de ces quatre
expressions, laquelle indique évidemment la valeur qu’acquiert
le terme (b) en vertu de ’action des deux forces F durant 1’élé-
ment de temps 0, se réduit a zéro. Comme il en est ainsi de
toutes les sommes analogues qui expriment les valeurs acquises
par ce terme a cause de l'action des différentes forces F qui
agissent entre les molécules pendant tout le temps qu’on consi-
dere le gaz, on peut donc affirmer que, pour déterminer la va-
leur du terme (b), il suftira de tenir compte des forces d’origine
extérieure au corps qui sollicitent les molécules, tandis qu’on
n'aura point besoin de s’occuper des forces qui agissent entre
les molécules elles-mémes. C’est ce fait que je me proposais en
premier lieu de faire ressortir.

Quant au terme (a) de I’équation (B), sa valeur découle im-
médiatement de ce qui précede. Pour autant, en effet, qu’elle est
due & Paction des deux forces I ci-dessus désignées pendant
I’élément de temps o¢, elle se réduit, d’aprés ce qui a été dit
plus haut, & la somme de la premiére et de la quatrieme expres-
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sions indiquées tout & I'heure, elle est donc exprimable sous
la forme du produit '

1
= EF oS &, 0t (7, CO8 7, 47, COS 7, ).

Mais, si ’on désigne par p la distance O, O,, on a
r, Co8 7, -+ 7, CO8 /, =— 0,
ensorte que la valeur dont je viens de parler pourra étre repré-
sentée au moyen de l'expression

1
+:)-Fcosa| not.

Par conséquent, la valeur du terme (a), telle qu’elle provient
de Paction de ’ensemble des forces moléculaires attractives, a

pour expression

1 =T
e X chosoc oot
T~ 9 Lt

t=0

F étant 1'espace de temps pendant lequel on considere le mou-
vement moléculaire, et la somme = s’étendant a toutes les forces
F qui agissent entre les molécules du corps, deux a deux, et
tendent & en rapprocher les centres de gravité.

En examinant :la figure. on se convaincra facilement qu’une
expression identique, mais précédée du signe négatif, indique la
valeur du terme (a) telle qu'elle est due & I'action de 'ensemble
des forces moléculaires qui tendent, par contre, a éloigner entre
eux les centres de gravité des molécules respectives. [.’expression

t=T
1

1 Al
iTE ;;)—P cos «, p ot

t=0

représente donc la valeur tout a fait générale du dit terme,
c’est-a-dire celle qu'il posséde en vertu de I'action de toutes les
forces qui agissent entre les molécules du gaz, des forces répul-
sives aussi bien que des forces attractives.

Ayant ainsi bien indiqué et précisé le sens que je suppose aux
deux termes (a) et (b) de 1’équation (B), je vais a présent faire
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de cette équation I'application & un corps gazeux. Seulement,
pour ne pas donner & mes calculs une étendue par trop grande,
je veux y introduire, outre les suppositions déja faites que les
molécules sont sphériques de forme et que l'intensité de leur
attraction mutuelle est négligeable aupres de celle de la pres-
sion qu’exerce sur le gaz ’enveloppe qui le limite et de 'inten-
sité des forces de répulsion développées chez les molécules aux
moments de leurs collisions, les suppositions suivantes :

1° Que 1'élasticité des molécules est parfaite ;

2° Que I’éloignement entre les centres de gravité de deux mo-
lécules qui s’entrechoquent aussi bien que la pression que ces
molécules exercent sur leurs surfaces réciproques restent les
mémes pendant toute la durée du contact;

3° Que la vitesse des molécules est toujours et pour toutes la
méme, c’est-a-dire égale a la vitesse moléculaire moyenne ¢,
laquelle, je le fais observer, afin d’éviter toute confusion, est liée

. . 1 y 5 ; s 4 :
par I’équation -5 mo? ,n=C 3 la valeur C de la force vive qui

est contenue dans I'unité de volume du gaz, en vertu du mouve-
ment progressif des # molécules situées en moyenne dans un tel
espace. En regard de la sphéricité et de la parfaite élasticité
que je suppose aux molécules, on concoit que cette valeur C doit
étre estimée a tout instant de méme grandeur.

Partant de ces différentes suppositions, on peut évidemment
affirmer que les forces de répulsion qui sont développées sous
forme de pressions chez deux molécules en collision, sont toujours
dirigées suivant la droite qui unit les centres de gravité de ces
molécules, Si done avant chaque collision qui a lien dans le gaz
les deux centres de gravité des molécules respectives se dépla-
caient suivant une méme droite; si, autrement dit, toutes les
collisions étaient centrales, la détermination du premier terme
du second membre de I’équation (B) serait des plus faciles. Car
dans ce cas, les deux molécules qui s’entrechoquent éprouve-
raient toujours, en vertu de la pression qu’elles exercent 'une
sur I'autre, une accélération 20’ dans une direction diamétrale-
ment opposée a celle de leur mouvement antérieur. Par consé-
quent, en nommant m la masse des molécules et ¢ la durée de

r

leur contact, on pourrait indiquer par m I'intensité de la

’

force qui agit sur chacune des deux molécules pendant leur col-
19
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lision; ensorte que la valeur qu’acquiert le terme = —-; SFfe

par suite de cette collision, serait exprimée par 'intégrale
zl

L 20
':’2 m.T.Sdt,

0

s étant le diametre des molécules et df un des éléments du temps
¢ que dure le contact. Comme cette expression est égale &
+mv's, on aurait donc, en représentant par r l'intervalle de
temps qui sépare en moyenne deux collisions successives d’une

1 mv's i ,
molécule du gaz +— .ﬁ—vﬁ, pour la valeur qu’obtient le dit

2 7
terme en vertu de toutes les collisions éprouvées par une molé-
cule ! dans le cours d’un espace de temps extrémement long. Et,
puisque nous négligeons ici Pinfluence qu'exerce sur la valeur
du méme terme le jeu des attractions qui ont lieu entre les mo-
lécules, nous obtiendrions par conséquent, pour sa valeur, pour
!
chaque unité de volume du gaz, celle de la fraction + s

D»

-

Mais les collisions entre les molécules ne sont centrales évi-
demment que par exception, et c’est pourquoi la détermination
du terme en question est aussi bien plus longue que celle que je
viens de faire. Voici la maniére peut-étre la plus courte dont on

pourra atteindre le but désiré.
Parmi les # molécules contenues dans 'unité de volume du

I . .
gaz, un nombre de — sina de , n se meuvent en moyenne & un

méme instant dans une direction qui, avec une certaine droite
0, S, choisie arbitrairement dans l’espace, fait un angle plus
grand que a et moins grand que «—+ de. Pour s’en convaincre,
on n’a qu’a construire, dans la pensée, une surface sphérique
UW (voir la figure 1) qui a pour centre un point quelconque de
la droite O, S, le point O, par exemple, et deux surfaces coni-
ques dont les sommets se trouvent situés au méme point O, et
dont les axes coincident avec la droite O, S, tandis que leur ou-
verture est respectivement mesurée par I’angle 2« et par ’angle

t La multiplication par le facteur 3 est nécessaire puisque la valeur
— mv’s due & une collision se partage entre les deux molécules qui la

déterminent.
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2 (e 4 de). L'intersection de ces deux surfaces coniques avec la

surface sphérique UW déterminera sur cette derniére surface

une zone élémentaire pq p'q’, et il est facile de voir que le nom-

bre en question se rapporte au nombre # comme I'étendue de

cette zone se rapporte a celle de V’entiére surface sphérique. Il
2 7 sin o do

4

Dans ce qui suit, je désignerai sous le nom de « groupe molé-
culaire » tout ensemble de molécules tel que celui dont je viens
de parler, et je I'indiquerat par le signe G (o, dx) lorsque l'an-
gle compris entre la direction du mouvement de ces molécules
et celle dans laquelle se meut une certaine molécule m,, la-
quelle, pour atteindre mon but, je vais envisager plus spéciale-
ment, est plus grand que « et moindre que a + de.

Or représeutons par la longueur et par la direction de la
droite O, S respectivement la vitesse et la direction du mouve-
ment que posséde cette molécule m, & un certain instant, et
construisons un parallélogramme O, PQT sur le coté O, P,
droite qui fait avec O, S un angle plus grand que « et moins
grand que «+ dx et dont la longueur est égale a la vitesse
moléculaire moyenne ¢/, et sur le c6té O, T dont la direction est
diamétralement opposée a celle de O, S et dont la longueur est
également »'. Ividemment la diagonale O, Q de ce parallélo-
gramme, par sa longueur et sa direction, indiquera respective-
ment la vitesse et la direction du mouvement d’une quelconque
des molécules du groupe G («, de) par rapport & la molécule m,
4 Dinstant désigné. A vrai dire, les molécules de ce groupe se
meuvent dans tous les différents plans infiniment nombreux qui
passent par la droite TS ou dans des plans paralléles a ces der-
niers. La direction de leur mouvement par rapport & la molécule
m, est donc non seulement celle de la droite O, Q, mais encore
celle d’une infinité de droites qui, avec la droite TS, font le
méme angle que O, Q. Mais, comme les calculs que jaurai a
exécuter ne relévent point de la direction spéciale du plan dans
lequel a lieu leur mouvement relatif et ne dépendent que de la
grandeur de P'angle « et de celle de Pangle élémentaire da, deux
angles qui, pour toutes les molécules du dit groupe moléculaire,
sont les mémes, il me sera cependant permis d’admettre dans
ces calculs que le mouvement relatif de toutes les molécules en
question par rapport & m, se réalise dans la méme direction
0, Q, qui se trouve dans le plan de la figure.

peut donc étre représenté par la fraction
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Cela dit, je vais a présent déterminer le nombre des collisions
entre la molécule m, et celles du groupe G (e, de) dont on
pourra admettre I’occurrence dans le cours d’un certain espace
de temps, que je suppose extrémement long,

Ce nombre peut étre jugé proportionnel :
1° A la longueur T de cet espace de temps ;

2° A la quantité des molécules que compte le groupe G
(@, de) en moyenne dans une unité de volume, et

3° A la vitesse de ces molécules par rapport & m,.

Car, pour rester en accord avec les partisans de ’hypothése
cinétique, j'admettrai dans mes calculs que dans un gaz 1'éloi-
gnement moyen des centres de gravité des molécules est exces-
sivement grand par rapport aux dimensions moléculaires. Si j'y
admettais que ces dimensions constituassent une fraction notable
du dit éloignement moyen, je ne serais en droit de supposer que
les deux proportionnalités indiquées sous 1° et sous 2°, celle dé-
signée sous 3° n’existant alors que d’une fagon approximative
et trop peu rigoureuse pour que je pusse la prendre comme base
d’une détermination tant soit peu exacte. Je ferai ressortir ce
fait, qui a de I'importance lorsqu’on s’occupe des corps liquides,
dans une Note spéciale. Ici j'interromprais par 1a trop le cours
de mes calculs.

Puisque la vitesse des molécules du gaz est, par supposition,
toujours la méme, & savoir ¢/, 1l s’ensuit que la valeur moyenne
de la vitesse avec laquelle une de ces molécules se meut par
rapport aux autres et que je veux désigner par v”, est celle qui
découle de I'équation

L =1800
" n .
V.= | v 2(1—(?080().-2—Sln0£d9c.
=0
Par conséquent
v” —_— _24_ vl
3 L]

Si donc dans le cours du trés long espace de temps T la mo-
lécule m, éprouve p collisions, celles de ces collisions qu’elle a
eues plus spécialement avec les molécules du groupe G (e, da)
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peuvent, en regard de la triple proportionnalité indiquée ci-
dessus, étre estimées au nombre de

}2-n sin o de v'\/2(1—cos o)
p. —_ -
n fl_v,
3

c¢’est-a-dire au nombre de

3 .
gp 81nocdo:\/2(1—-003a).

Dans toutes ces collisions, la molécule m, est évidemment
touchée en quelque endroit de sa surface qui appartient & I'hé-
misphére DNE, c'est-a-dire & la moitié de sa surface qui se ter-
mine par le grand cercle DE dont le plan est normal a la direc-
tion O, Q; et il est facile de se convaincre que les différents
éléments de cet hémispheére, dont les projections sur le plan AB
ont une étendue égale, ont aussi les mémes chances d’étre dans
les dites collisions plus particulierement touchés. A cet effet, on
n’a qu’a s'imaginer une surface sphérique IIVR construite avec
le point O, pour centre et avec la distance O, O, pour rayon.
Il s’agira alors en premier lieu de s’assurer que, dans le cours
d’une unité de temps, il passera en moyenne i travers chacun
des éléments o', ", @'’ ete, de cette surface dont la projection
sur le plan AB a une étendue égale un méme nombre de centres
de gravité des molécules du groupe G (¢, de) dans le mouve-
ment de ces molécules par rapport & la molécule m,. Pour
ce faire, on peut remarquer que pendant un espace de temps
extrémement long il passera, on est en droit de ’admettre, un
méme nombre de molécules de ce groupe i travers chacun des
éléments o', 0", 0", etc. d’'un plan KL, normal & la droite O, P
dont ’étendue est la méme, vu que les chances pour un tel pas-
sage sont évidemment égales pour tous ces éléments. Que a’, a”,
a”, ete, solent maintenant respectivement les projections de ces
¢léments sur le plan AB, projections qui, & cause de 1’égalité
de I'étendue supposée aux éléments o, 0", 0 /, etc., doivent étre
estimées également de méme étendue. On peut alors aisément
comprendre que tous les centres de gravité des molécules du
groupe G (¢, de) qui, dans leur mouvement réel, passent par
I’élément o’ du plan KL, passeraient a travers I’élément o’ du
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plan AB dans le mouvement relatif de ces molécules par rapport
a la molécule m,, si apres la collision avec cette molécule, les
molécules du groupe pouvaient continuer et continuaient effec-
tivement leur mouvement dans la direction qu’elles avaient
avant la collision ; et qu'un fait analogue peut étre affirmé en
ce qui concerne le passage des centres de gravité des molécules
du dit groupe i travers les éléments 0”, 0", etc. du plan KL dans
le mouvement réel de ces molécules, d’une part, et, d’autre part,
le passage des mémes centres & travers les éléments a”,a’”, etc.
du plan AB dans le mouvement relatif des molécules du groupe
par rapport & la molécule m,. Les centres de gravité de ces
molécules qui, dans le cours d’une unité de temps, passent, en
moyenne, a travers chacun des éléments o', 0“, 0'”, etc. dans le
mouvement réel des molécules, pouvant, en raison de ce qui a été
remarqué plus haut, étre estimés également nombreux, on peut
donc également estimer de méme grandeur les nombres de ces
centres de gravité qui, dans l'unité de temps, passent en
moyenne 3 travers les éléments o/, a”, @, etc., dans le mouve-
ment relatif des molécules du groupe par rapport a la molécule
m,. Or, cela étant, on est en droit d’admettre qu’a travers chaque
élément de la surface hémisphérique HVR dont la projection sur
le plan AB a une étendue égale, 11 passera également en moyenne
dans une unité de temps dans le mouvement relatif dont il vient
d’étre parlé, un méme nombre de centres de gravité des dites
molécules. Car tous les centres de gravité de ces molécules qui,
dans le mouvement relatif en question, passerailent & travers
I’élément ¢’ du plan AB, si entre ces molécules et la molécule
m, 1l ne se produisait pas de collision, passent réellement dans le
méme mouvement relatif par I'élément de la surface hémisphé-
rique HYR dont ’élément o’ est 1a projection sur ce plan; et le
méme fait peut étre affirmé en ce qui concerne les auntres centres
de gravité des molécules du groupe G (¢, de): Ceux parmi ces
points qui passeraient par les éléments a”, a’”, etc. du plan AB,
s’ll n'y avait pas de collision entre les molécules respectives et
la molécule m, qui empéche ces molécules de continuer leur
mouvement dans la direction O, P qu'elles suivaient avant la
collision, passeront réellement par les éléments de la surface
HVR qui ont respectivement a”, a’”, etc. pour projection sur le
plan AB. Remarquons maintenant que les collisions entre les
molécules du groupe en question et la molécule m, que comporte
le passage des centres de gravité de ces molécules par un élé-
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ment de la surface HVR tel que o’ et qui se réalisent évidemment
au moment méme de ce passage, auront toutes lieu de fagon que
la molécule m, est touchée en quelque point de 1’élément ¢’ de
sa surface, lequel est déterminé par V'intersection de cette sur-
face avec une surface conique dont le point O, est le centre et le
contour de ’élément ' la directrice. Puis, remarquons encore
que seules les collisions qu’entraine le passage dont je viens de
parler déterminent 'attouchement de la molécule m, par les
molécules du groupe G (q, de) en quelque endroit de cet élément
¢’. Evidemment ce dernier fait et celul indiqué d’abord permet-
tent, en regard des considérations développées plus haut, d’'af-
firmer que, pendant une unité de temps, la molécule m, sera en
moyenne touchée en chacun des éléments ¢, ¢”, &', ete., de sa sur-
face, dont la situation par rapport aux éléments w’, »”, 0", etc.,
de la surface HVR est la méme que celle de I’élément ¢’ relatif
a ’élément o', par un égal nombre de molécules du groupe en
question. Mais, comme les projections des éiéments o', 0", 0",
etc., sur le plan AB sont supposées de méme étendue, il faudra
également supposer une méme étendue aux projections sur ce
plan des éléments &, ¢, &', ete., vu la situation semblable, d’une
part, des éléments o', ", w”, etc. sur la surface hémisphérique
HVR, et, d’autre part, des éléments correspondants ¢, ¢”, ¢, ete.
sur la surface hémisphérique DNE. Les éléments de la surface
de la molécule m, dont la projection sur le plan AB a une méme
étendue, ont donc les mémes chances aussi d’étre touchés par
les molécules du groupe G (¢, da).

Il m’a paru nécessaire de donner de cette vérité la démons-
tration rigoureuse qui précede, attendu que quelques aunteurs
ont, au sujet de la probabilité dont il y est question, émis une
opinion plus ou moins en désaccord avec celle qui s’y trouve
exprimée, et qu’au premier aspect il semble effectivement que
c'est, non pas ’étendue de la projection sur le plan AB des
éléments de la surface de la molécule m,, qui détermine la
probabilité existant pour que, dans les collisions, ces éléments
solent touchés par les molécules du groupe G (e, da), ainsi
qu’il est conforme & la vérité en question, mais I’étendue méme
de ces éléments. L’argumentation exposée ci-dessus est cepen-
dant, jose le croire, suffisamment rigoureuse pour qu’il de-
vienne impossible de partager une telle maniére de voir.

Revenant a présent a la détermination qu’il s’agit de faire,
j’admettrai donc, conformément & la vérité ci-dessus indiquée,
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; 3 . . .
que parmi les g psin o dot ‘/2( 1 —cosea) collisions qui se

réalisent dans le cours du temps T entre la molécule m, et les
molécules du groupe G (e, da), un nombre de

2 TEh " "
7 $in /;OS vay gp sina da\/2(1 —cosa),

¢’est-a-dire un nombre de

ipsinycosydysina\/Q(l —cosa), do
collisions ont lieu de maniére que la molécule m, est touchée
quelque part sur la zone élémentaire GFgf située sur sa surface
entre les petits cercles GF et gf, les lignes d’intersection de sa
surface avec deux surfaces coniques dont ’axe est la droite O, W,
dont le sommet est le point O,, et dont 'ouverture est mesurée
respectivement par 'angle 2(90°—y) et par 'angle 2(90—y+-dy).
Comme je D’ai fait observer déja précédemment, il est en effet
confurme & la nature de ma présente détermination, de supposer
4 espace de temps une longueur extrémement grande, sinon

; 3 ; ;
infinie. Le nombre des dites g psina de \/2 (1 — cos &) colli-

sions que la molécule m, a pendant ce temps avec les molécules
du groupe G (¢, de) doit donc aussi étre estimé immense; et,
cela étant, on est, en regard de la vérité ci-dessus démontrée,
en droit d’admettre que, dans ces collisions, chacun des éléments
de la surface de la molécule m, dont la projection sur le plan
AB est de méme étendue, éprouve le contact des molécules du
groupe un méme nombre de fois.

3 . y
Or, dans toutes les —psinycosysina \/2 (1 —cos a) dy d

collisions indiquées plus haut, la composante de la vitesse rela-
tive de la molécule du groupe G («, dx) qui se heurte contre la
molécule m, par rapport a cette derniére, est égale a

v'siny \/2 (1 —cosa).

Dans chacune d’elles, la force de répulsion développée a la
surface des deux molécules en collision a donc ’intensité
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m v’ sin \/2 (1 —cosa)
tl"

t' étant la durée du contact.

i : 1
Il s’ensuit que la valeur qu’acquiert le terme = 5 2= fp de
I’équation (B) par le fait d’une de ces collisions peut étre repré-
sentée par ’expression

b=t

1 1 smv’siny\/Q(l—cosa) i
T |t ; T

=0

expression dont la valeur est

1 —=Ssmuv’ bm/\/Z(l — Cosa) ,
2T

Comme cependant, dans mes calculs ultérieurs, je vais tenir
compte des diverses valeurs fournies au dit terme par suite de
Poccurrence de toutes les collisions qu’éprouve chacune des mo-
lécules du gaz, jaurai encore a diviser par 2 la valeur qui pré-
cede, afin d’obtenir celle qui est due a la collision en question,
pour autant qu’elle a été éprouvée par la seule molécule m,.
Cette valeur a donc pour expression

1
= —Tsmv sin \/2 (1—cosa).

Remarquons a présent que, s1 7 est le temps qui, en moyenne,
s’écoule entre deux collisions successives d'une mo!écule du
gaz, on pourra représenter par p. 7 ’espace de temps T dans
le cours duquel se réalisent les p collisions dont il était ques-

tion plus haut. Par conséquent, la valeur qu’acquiert le terme

1

R 2 fp en vertu des forces de répulsion qui agissent sur

la molécule m, lors de ces p collisions, aura pour expression la

double intégrale
-

¥ =
3 f fsm \/Q(I—COSa)
4pr

. —p smadasm cos 7 dy \/2 (1 —cosa);
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c’est-a-dire elle aura pour expression la fraction
mu's,

47

(Cette valeur, je le fais observer en passant, est, comme 1’on
voit, juste la moitié de celle trouvée précédemment pour le
méme terme dans le cas ou, par supposition, toutes les collisions
des molécules seraient centrales.)

1 )
Or, comme le terme + & 2 F fp acquiert cette méme valeur

’
mv's . :
en vertu des collisions subies dans le cours du temps T

47
par chacune des molécules du gaz, il aura par suite de ’ensem-
ble des collisions moléculaires qui se réalisent pendant ce temps
dans chaque unité de volume du corps la valeur

Mn.mv's
T 471

C'est 1a d’ailleurs dans ma présente détermination sa valeur
entiere, attendu que je n’y tiens aucun compte des forces attrac-
tives qui existent peut-étre entre les molécules, ainsi qu’il a été
dit au commencement.

- rd a ) - l - P
Mais = est égal a la fraction -——, sipar [ on désigne la lon-
v’

gueur du chemin parcouru en moyenne par une molécule du
gaz entre deux de ses collisions successives; et la valeur de ]
peut, en supposant les molécules sphériques, étre exprimée par

la fraction Toon (Cette fraction indique, selon moi, la valeur
7

de I avec une précision a fort peu prés rigoureuse, et non pas
d’une maniére approximative seulement, ainsi que certains sa-
vants 'ont affirmé. Selon ces savants, Clausius aurait, dans la
détermination de la longueur en question, oublié de tenir compte
de ’étendue que possédent les molécules dans la direction de
leur mouvement par rapport & celles contre lesquelles elles se
heurtent. Mais je montrerai dans une autre Note que cet auteur
ne s’est point rendu coupable d’un tel oubli et que, si la valeur
de I, qu’il a obtenue n’est pas rigoureusement exacte, la cause
g’en trouve dans le fait que, dans ses calculs, il a supposé que
les molécules du gaz ont toujours la méme vitesse v’, ce qui évi-
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demment n’est pas conforme & la réalité.) On pourra donc re-
présenter la valeur du terme + %- 2 3 fp pour chaque unité de
volume du gaz par ’expression

nmuov's

4. 38 7
47 8*ny'

c'est-a-dire par l'expression

%3—7rmn’s"v”;

ensorte que I’équation (B) deviendra finalement

1 1 o1 |
<© ...... Egmv’ze— gmam’ ssv’*.V'%EEchos (R, #),

V étant le nombre des unités de volume que contient le gaz.

Si, a l'instar de M. van der Waals, on désigne par b, le vo-
lume des # molécules situées en moyenne dans une de ces unités
de volume, alors on pourra remplacer le premier terme du se-
cond membre de I’équation (C) par le produit

1
—4b,, —z—mv’*nv;

ce dont le lecteur se convaincra aisément en écrivant ce terme

d’abord sous la forme du produit de -i T n s par —; mv'inV.

.1 , .
Mais —2—mv’“"nV n’est évidemment autre chose que la valeur

du premier membre de 1’équation (C) méme. Cette équation
peut donc étre écrite aussi de la fagon suivante :

Or, en supposant que, dans P’évaluation du terme (a) de 1’é-
quation (B), on négligeAt de tenir compte des forces de ré-
pulsion développées chez les molécules du gaz lors de leurs
collisions, on trouverait cette valeur égale a zéro, si comme pré-
cédemment on n’attribuait aucune intensité sensible & I’attrac-
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tion que ces molécules exercent les unes sur les autres. Dans
cette supposition, I’équation B deviendrait donc :

les forces R étant, bien entendu, cette fois les seules forces d’o-
rigine extérieure au corps qui sollicitent les molécules, et non
pas ces forces-1a, et, en outre, celles qui agissent entre les mo-
lécules elles-mémes, ainsi que c’est le cas dans I’équation (A).
Compare-t-on maintenant 1’équation (B') avec 1’équation (C),
alors il devient évident que, si dans la détermination de la va-
leur du second membre de V'équation (B), on ne tient point
compte des forces de répulsion qui se développent chez les mo-
lécules aux moments de leurs collisions mutuelles, on obtiendra
pour ce second membre une valeur qui est 1 4-4b, fois trop
grande. Par conséquent, la valeur moyenne de la force vive qui
est contenue dans le gaz en vertu du mouvement progressif de
ses molécules, valeur qu'indique le premier membre de la méme
équation, sera dans ce cas trouvée aussi 1 + 4 b, fois trop con-
sidérable. Il n’est peut-étre pas superflu de faire observer qu'il
en serait ainsi alors méme qu'au contact entre les molécules
lors de leurs collisions, on ne supposerait qu'une durée infini-
ment courte, attendu qu’au premier abord on est plutdt enclin

. 1
de penser que, dans un tel cas, la valeur de la partie Ty S+ fo

du terme (a) de I'équation (B) se réduirait a zéro, ce qui évi-
demment rendrait nulle Perreur en question. Il suffit cependant
de réfléchir que la durée du contact des molécules dans leurs
collisions, la valeur ci-dessus désignée par ¢, disparait, comme
on a pu le voir, entierement de 1'expression de la valeur qu’ob-
tient le dit terme en vertu d’une collision moléculaire quelconque,
pour se convaincre de la fausseté d’'une pareille opinion et pour
s’assurer que I’équation (B’) renfermera I'erreur déterminée plus
haut, méme dans le cas spécial que je viens de supposer.

Ainsi que ’a montré M. van der Waals dans son Mémoire, la
valeur de Pexpression I Rrcos (R, #), pour autant qu’elle est
due a l’action des forces d’origine extérieure qui sont exercées
sur les molécules d’'un gaz, pourra étre exprimée au moyen du
produit =3 PV, lorsque ces forces consistent exclusivement en
des pressions d’intensité P exercées & la surface du gaz. Dans
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cette derniére supposition, il sera donc permis aussi de rempla-
cer ’équation (C') par I’équation

7

(O”) ......... . Elmvgz 3
2 2(1 +4b,)

Or Clausius, dans la détermination de son équation

v
st

3
WY = ;PV,

Lo | —

1 .
ou les lettres P et V et la somme 2 mv? ont respectivement le

méme sens! que les lettres P et V et la somme E—%— mot dauns
I’équation (C”), Clausius, dis-je, a fait & I’égard des forces qui
agissent sur les molécules du gaz exactement la méme supposi-
tion que celle que je viens d’'indiquer. En comparant son équa-
tion avec I’équation (C"), on voit donc que l'assimilation des
molécules du gaz & des points matériels sans étendue a conduit
ce savant & une expression pour la valeur moyenne de la force
vive contenue dans le gaz en vertu du mouvement progressif de
ses molécules, qui est 1 4 45, fois trop grande,.

Lorsqu’on suppose aux molécules du gaz une forme autre que
la forme sphérique, la détermination de ’erreur que renferme 1’é-
quation de Clausius deviendra encore bien plus longue que celle
que je viens de faire. Dans cette supposition, en effet, les forces
de répulsion développées & la surface de deux molécules qui
s’entrechoquent ne passeront, en général, point par les centres
de gravité de ces molécules, comme cela a lieu invariablement
lorsque les molécules sont sphériques. Or, cela étant, 1’évalua-

; 1 , : . .
tion du terme =+ 5 SF fo de 'équation (B) deviendra extré-

mement ditficile.
Quelle que soit la forme moléculaire, il est vrai, qu’une collision
entre deux molécules fournira au dit terme une valeur ayant

! Rigoureusement parlant, la lettre V représente dans 1’équation (C”),
comme dans celle de Clausius, le volume du gaz diminué du volume S .3 s

d’une couche d’épaisseur 3 s située sur toute Pétendue de la surface du
gaz S, en dedans de cette surface.
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toujours ’expression trés simple:

t=t
1 1,

T [514 cosapdt.
¢

=9

ainsi qu’il découle de ce que nous avons dit page 278. Dans cette
expression la lettre T représente 1'espace de temps pendant le-
quel on considére le jeu des collisions qui se réalisent dans le
gaz et qu’on suppose extrémement long, F est l'intensité des
forces de répulsion développées chez les deux molécules & un
certain instant de leur contact, ¢ 'angle compris entre la droite
unissant leurs centres de gravité au méme instant et la direction
de ces forces transportées parallélement & elles-mémes des
points de contact des molécules aux dits centres de gravité, o
I’éloignement de ces centres de gravité et ¢ enfin la durée du
contact. Et, lorsqu’on suppose a I'intensité F et a la distance p
des valeurs constantes pendant toute la derée du contact, comme
nous ’avons supposé dans les calculs précédents, la valeur en
question prendra méme la forme extrémement simple que voici:
t!
—— ,Fecosap.

27

Il n’en est pas moins évident que, comme ¥, p et « varient
.. ' , : 1
d’une collision & 'autre, I’évaluation du terme =+ 5 S fp sera

toujours longue, la forme moléculaire ne différat-elle que bien
peu de la forme sphérique, fat-elle sphéroidale méme. Il est
pourtant probable que, pour toute forme moléculaire s’appro-
chant beaucoup de la forme sphérique, on sera conduit &
des équations trés peu différentes des équations (C), (C') et (C")
obtenues plus haut, et je pense que ces dernieres pourront
sans crainte étre estimées approximativement valables pour
de pareilles formes des molécules. Dans ce cas, bien entendu,
la lettre s, qui entre dans I’équation (C), représentera le dia-
métre moyen des molécules, et la lettre b, aura, comme pré-
cédemment, le sens d’étre le volume total des #» molécules si-
tuées dans une unité du volume du gaz. Mais, lorsque la forme
moléculaire différe notablement de celle d’'une sphere, I'appli-
cation des dites équations (C), (C') et (C”) n’est assurément plus
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justifiable, et, comme dans la réalité il pourrait fort bien en étre
ainsi, j'ose recommander aussi la plus grande prudence dans
I'usage de ces équations dans la pratique. Une telle prudence
s’impose impérieusement, ne fit-ce qu'en regard du fait que la
Jongueur moyenne du chemin parcouru par une molécule entre
deux de ses collisions successives différe selon la forme exté-
rieure des molécules du gaz d’une maniere extrémement nota-
ble, ensorte que, pour certaines de ces formes, elle pourrait bien
étre la moitié, que dis-je, la centiéme partie de ce qu’elle est
pour la forme moléculaire sphérique, la centieme partie donc

. i C 3 .
de la longueur qu’indique la fraction e Or les trois équa-
TS0

tions (C), (C') et (C”) ayant été établies, entre autres, sur cette
derniére fraction, il est clair que déja, pour Punique motif que
je viens de désigner, I'emploi de ces équations doit étre condamné
toutes les fois qu’on n’est pas parfaitement sar que la forme des
molécules du gaz auquel on a affaire se rapproche de pres de
la forme sphérique, & moins, bien entendu, que par cet emploi,
on n'elit en vue que l'acquisition de résultats largement ap-
proximatifs. Mais, si une telle acquisition suffisait, on pourrait
faire usage de 1’équation de Clausius aussi bien que des trois
équations (C), (C') et (C"), l'exactitude de la premiére équation
n’étant, selon toute probabilité, pour bien des formes molécu-
laires, telles qu’elles existent dans la réalité, pas beaucoup
moindre que celle des dites trois équations. Aussi le but que j’al
désiré atteindre par les calculs exécutés ci-dessus, est-il plutdt
d’indiquer la voie qu’on pourrait suivre pour déterminer la cor-
rection qu'exige 1'équation de Clausius en vertu de 1'étendue
des molécules, lorsqu'on ferait 4 I’égard de la forme de ces
molécules telle ou telle autre hypothese. Je n’ai point la préten-
tion d’avoir, par ces calculs, obtenu un résultat d’une applica-

tion générale.
C.-J. KooL.
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