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NOTE

sur la longueur exacte du chemin parcouru en moyenne par les
molécules d'un gaz entre deux collisions successives,

par C.-J. KXOOL, ingénieur.

Je rappellerai d’abord en quelques mots comment Clausius a
procédé pour déterminer cette longueur, en supposant aux molé-
cules une forme sphérique et une vitesse toujours la méme ; 2"

Ceet auteur, dans sa pensée, partage les molécules du gaz en
groupes dont chacun contient I’ensemble de celles d’entre elles
qui se meuvent dans une direction, laquelle fait un méme angle
avec la direction du mouvement d’une des molécules m, qu'en
vue de la détermination a faire il envisage plus particuliérement.
Comme 'auteur le fait voir, il est aisé de déterminer le nombre
des molécules que contient, en moyenne, & un méme moment, un
de ces groupes. On le trouve pour un groupe G («, d«) qui con-
tient toutes les molécules du gaz pour lesquelles I'angle en ques-
tion est plus grand que « et moins grand que « 4-d«, égal a

n . i s
5 sin = dz, par unité de volume, si n est le nombre total des mo-

lécules situées en moyenne dans un tel espace. Clausius cherche
4 présent la quantité des collisions qui, dans le cours d’une unité
de temps, se réalisent en moyenne entre la molécule m, et les
molécules de ce groupe. A cet effet 1l fait la supposition que seule
la molécule 1z, se trouve en mouvement, les molécules du groupe
étant par contre toutes en repos; supposition qu’évidemment il
est en droit de faire, pourvu qu’a la molécule m, 1l attribue,
outre son mouvement réel, un mouvement fictif dont la vitesse
est celle des molécules du groupe G («, do) et dont la direction
est dianiétralement oppousée & celle de leur mouvement. Puis,
supposant & la molécule m, un diamétre deux fois aussi grand
qu'il est en réalité, l'auteur détermine le nombre des centres de
gravité des molécules du groupe, lesquels sont situés en moyenne
dans un espace que la molécule m, parcourrait dans l'unité de
temps, si elle se déplacait avec une vitesse égale a la vitesse
composée dount je viens de parler. Cette vitesse ayant pour ex-
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pression v’ \/2 (1 — cos z), le dit nombre pourra donc étre repré-

senté au moyen du produit de-g-sin a do par :7:3’1;’\/2 (1—cos a),

s étant le diametre des molécules.

Comme le nombre des collisions qui dans le cours d’une unité
de temps se réalisent en moyenne entre la molécule m, et les
molécules du groupe G (2, dx) s’exprime évidemment par ce
méme produit |

nsinedx , TS’ \/2 (1—cosa),

0|

il suffira d’intégrer cette derniére expression entre les limites
extrémes de l'angle o, a4 savoir entre 0° et 180°, pour obtenir
I’expression du nombre total des molécules du gaz contre les-
quelles la molécule m, se heurtera en moyenne dans le cours

d’une unité de temps. Ce nombre sera donc indiqué parzms*ny'.

Or il est clair que la longueur du chemin parcouru en moyenne

par une molécule du gaz entre deux de ses collisions successives

est égale a la longueur du chemin qu’elle parcourt en moyenne

dans une unité de temps, divisée par cette derniére valeur. Par

conséquent cette longueur peut étre représentée au moyen de la
4

fraction ;‘g_’.%ﬁs_” c'est-a-dire par la valeur T ni;s, .

Il s’agit & présent de s’assurer de la justesse rigoureuse de
cette valeur. Car, suivant P’avis de quelques savants ¥, elle aurait
besoin d’une légére correction en vertu du fait que les molécules
du gaz ont une certaine étendue, non seulement dans une direc-
tion normale & leur mouvement par rapport aux molécules
contre lesquelles elles se heurtent, mais encore dans la direc-
tion méme de ce mouvement.

A premiére vue on est sans doute trés disposé a partager une
telle opinion, car on pensera vplontiers, avec les savants en
question, que dans la détermination de la longueur dont il s’agit,
que j'ai rapportée plus haut, on ne s’est point occupé de I'in-
fluence qu’exerce sur elle I'étendue des molécules dans la der-
niére direction dont je viens de parler et qu'on y a seulement
tenu compte de ’étendue désignée en premier lieu. Mais, en y

* Voir entre autres le mémoire de M. von der Waals sur la Continuité
de Vétat liquide et de Vétat gazeuz.
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réfléchissant plus mirement, on se convaincra cependant bientot
qu'il n’en est point ainsi et que 'une aussi bien que 'autre éten-
dues ont dans les calculs de Clausius joué le réle quelles de-
vaient y jouer, ce savant ne I’elit-il du reste point fait remarquer
d’une fagon spéciale et explicite, elt-il au contraire émis plus
tard une opinion toute opposée & cet égard.

Ein effet, il est certes incontestable qu’aprés avoir touché une
des molécules d’un certain groupe moléculaire G («, dx), la
molécule m, par exemple, la molécule m, envisagée plus haut
en touchera une autre du méme groupe, que ce soit la molécule
m,, un peu plus tot que ne passerait, dans la pensée, par le
centre de gravité de cette molécule un plan AB mené par le
centre de gravité de m, dans une direction normale au mouve-
ment de m, par rapport a m,, plan qu’on suppose participer &
ce mouvement et le continuer dans la méme direction et avec la
méme vitesse aprés méme que le contact des deux molécules a
eu lieu. Or, comme c’est le nombre de pareils passages du plan
ADB par les différents centres de gravité des molécules d’un
méme groupe que la molécule mz, rencontre, qui dans les calculs
de Clausius sert de base & la détermination de la longueur
moyenne du chemin parcouru par une molécule du gaz entre
deux collisions successives, on sera au premier aspect trés disposé
de penser que le dit fait, c’est-a-dire 'anticipation de 'instant
ou la molécule m, se trouve vraiment en contact avec une des
molécules d’un groupe (x («, dz) sur I'instant ou, dans la pen-
sée, se réalise le passage du plan AD par le centre de gravité
de cette molécule, oblige d’évaluer le nombre des collisions qui
pendant un certain espace de temps se produisent entre la mo-
lécule m, et les molécules -de ce groupe, plus considérable que
n’est le nombre des passages du plan AB par les centres de
gravité de ces molécules pendant le méme espace de temps.
Toutefois il n’en est point ainsi.

S’il est en effet incontestable que la molécule m, touche la
molécule me; du groupe G (2, d«) un peu avant que ne passerait
par le centre de gravité de cette molécule le plan AB, st ce plan
pouvait continuer aprés le contact des deux molécules le mou-
vement qu’il avait d’abord, il n’est pas moins incontestable ce-
pendant que dans la collision entre la molécule m, et quelque
autre molécule m, du méme groupe G («, dz) qui a précédé
celle dont il vient d’étre parlé, le contact des deux molécules a
eu lien également un peu plus tot que ne serait passé par le
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centre de gravité de la molécule m, le dit plan AB, si ce plan,
par supposition, et continué apres le contact son mouvement
dans la direction qu’il suivait auparavant. Le lecteur verra éga-
lement sans peine que le fait d’une anticipation semblable doit
de méme étre reconnu en ce qui concerne toutes les autres colli-
sions réalisées entre la molécule e, et les molécules du groupe
en question, soit antérieurement a celle qui a eu lieu entre m,
et m,, soit ultérieurement a celle survenue entre m, et m,. Sans
doute, les intervalles de temps qui s’écoulent successivement
entre ces différentes collisions ne sauraient étre estimés respec-
tivement de méme longueur que les intervalles de temps qui
dans la pensée s’écoulent entre les moments ou passe successi-
vement. par les centres de gravité des molécules du groupe que
la molécule mz, rencontre le plan AB, en supposant que ce plan
continuit chaque fois apres la collision son mouvement dans la
direction qu’il avait avant elle et avec la vitesse qu’il avait alors.
Car, sauf dans des cas extrémement rares, aussi bien 'endroit
de la surface de la molécule n¢, que celui de la surface des mo-
lécules du groupe qui sont plus particulierement touchés dans
les collisions différeront d’une collision & P'autre. Il n’en est pas
moins évident que, considérant un nombre infiniment grand de
ces collisions, comme il est conforme & Pesprit des calculs qui
nous occupent de le faire, on trouvera la durée moyenne des
intervalles de temps dits en premier lieu trés rigoureusement
égale & la durée moyenne de ceux dont je viens de parler.
Or cette égalité oblige, on le congoit, de reconnaitre celle du
nombre des collisions qui dans le cours d’une unité de temps se
réalisent vraiment en moyenne entre la molécule m, et les mo-
lécules du groupe G (2, dx) et du nombre des passages du plan
AB par les centres de gravité des molécules de ce groupe, dont
Clausius dans ses calculs admet en moyenne la réalisation pen-
dant la méme unité de temps. It, comme la longueur du chemin
moleculaire moyen a été déduite dans ces calculs de ce dernier
nombre d'une fagon toute immédiate, celle qui y a été trouvée
ne saurait donc différer aussi de la longueur qu’on trouverait
pour ce chemin en déterminant le nombre des collisions réali-
sées en moyenne pendant une unité de temps entre la molécule
m, et les molécules d’un méme groupe moléculaire, de maniere
a tenir compte des endroits exacts de la surface de m, et de
celle de ces molécules ou le contact a lieu, ou, ce qui revient
évidemmeni au méme, de maniere a tenir compte des instants
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précis ou dans la réalité s’effectuent leurs collisions. Par consé-
quent il est impossible de douter de 'exactitude rigoureuse de
la longueur du chemin moléculaire moyen qu’a obtenue Clau-
sius, lorsqu'on suppose aux molécules la forme sphérique.

Cette exactitude rigoureuse deviendra encore plus évidente
par la réflexion suivante : Il est clair qu’au lieu de supposer,
comme dans ses calculs I'a fait Clausius, que la molécule e, est
tonjours en mouvement et les molécules des différents groupes
moléculaires toujours en repos, on peut supposer que ni, de-
meure & tout instant an méme endroit de espace, tandis que
ces derniéres molécules se trouvent toujours en mouvement,
puis faire la détermination de la longueur en question dans
cette nouvelle supposition. Evidemment il faudra alors attribuer,
non pas & la molécule m,, comme précédemment, mais aux
autres molécules du gaz, en dehors du mouvement réel qu'elles
posseédent, un mouvement fictif, et cela bien un mouvement
fictif de direction diamétralement opposée au mouvement de la
molécule m, et d’une vitesse égale & celle de cette molécule.
Puis, imitant Clausius dans la marche des calculs qu’il a exéeutés
pour atteindre son but, on cherchera d’abord le nombre des col-
lisions qui dans-le cours d’une unité de temps se réalisent en
moyenne entre la molécule m, et celles d'un groupe moléculaire
quelconque, tel que le groupe (r («, da), et on déterminera
ensuite la somme de ces nombres pour I'ensemble des groupes
moléculaires, intégrant & cet effet Pexpression différentielle ob-
tenue pour le premier nombre entre les limites extrémes de
I'angle @, & savoir entre o« = 0° et o = 180°, Or cette expression
différentielle est évidemment la méme, soit qu'on la détermine
en calculant la quantité des centres de gravité des molécules
du groupe G (2, d=) qui dans le cours d'une unité de temps at-
teignent en moyenne une surface sphérique ayant pour centre
le centre de gravité de la molécule m, et un rayon égal au dia-
métre de cette molécule, soit qu'on la détermine en calculant la
quantité de ces mémes centres de gravité qui dans P'unité de
temps atteignent en moyenne la projection de cette surface
sphérique sur un plan mené par le centre de gravité de la molé-
cule m, dans une direction normale au mouvement des molé-
cules du dit groupe par rapport a m,.

Eh bien, on ne saurait douter de l'exactitude rigoureuse de
I'expression obtenue par le premier de ces deux calculs, lors-
quon la considére au point de vue qui nous occupe & présent,
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puisque dans ce calcul il a été tenu compte de I'étendue de la
molécule m, et de celle des molécules qu’clle rencontre dans
le sens de leur mouvement relatif d'une fa¢on toute immédiate.
On ne pourra donc pas douter, non plus, de I'exactitude rigou-
reuse de l'expression fournie par le second de ces calculs, en
envisageant cette expression au méme point de vue en question.
Mais cette derniére expression est parfaitement identique avec
celle qu’a trouvée Clausius, vu I'identité absolue des calculs au
moyen desquels 'une et Pautre expressions ont été déterminées.
L’exactitude rigoureuse de 'expression de Clausius est donc
également incontestable. (Les deux calculs dont je viens de
parler ne différent en effet que par les suppositions qu’'on y fait
a I’égard de Vétat on se trouve la molécule m, qu’on envisage
plus spécialement, état qui dans le calcul de Clausius, je I'ai
rappelé plus haut, est celui d’'un repos continu et qui dans le
calcul dont je viens d’esquisser la marche est par contre un état
~de mouvement continu. Or cette différence de conception ne
saurait entrainer évidemment aucunc différence des résultats
obtenus par les deux calculs.)

Contre 'argumentation qui précede, on objectera peut-étre
que dans la réalité une molécule du gaz, telle que la molécule
m, ci-dessus envisagée, rencontre toujours l'une apres 'autre
des molécules qui appartiennent & des groupes moléculaires
différents, tandis que dans mon argumentation il a été supposé
que 9n, rencontre successivement des molécules faisant toutes
partie d’'un méme groupe. L’'insufiisance d’une telle objection
devient toutefois manifeste lorsqu’on rétfléchit que, pour évaluer
selon la voie de recherche qu’a imaginée Clausius, le nombre
des collisions qui dans le cours d'une unité de temps se réalisent
en moyenne entre une molécule m, et les molécules d'un certain
groupe moléculaire, on n’a nullement besoin de s’occuper des
conditions dans lesquelles se trouve m, pendant les intervalles
de temps qui séparent ces collisions. Cette évaluation se fait en
effet suivant la dite voie, au moyen de la détermination du
nombre des centres de gravité des molécules du groupe, lesquels
sont situés dans ’espace que commande la molécule m, dans
son mouvement par rapport & ces molécules pendant I'unité de
temps, ainsi que je ’al rappelé précédemment. Or il est clair
que ce nombre ne releve en ancune facon des conditions de la
molécule i, dont il vient d’étre parlé, qu'il en est absolument
indépendant. Par conséquent, il suffira d’avoir acquis la certi-
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tude que sa détermination a été faite avec une précision rigou-
reuse dans le cas ou l'on suppose que le gaz, en dehors de la
molécule m,, ne renferme que des molécules d’un seul groupe
moléculaire, pour qu’on soit en droit d’affirmer que la quantité
des collisions réalisées en moyenne dans le cours d’une unité de
temps entre la moiécule m, et celles de tous les différents
groupes qui existent dans le gaz a été déterminée, elle égale-
ment, avec une exactitude rigoureuse. Or je crois avoir ci-dessus
clairement démontré qu’une telle certitude existe quant a la
détermination de Clausius. La quantité des collisions dont il
vient d’étre parlé a donc été calculée aussi par ce savant avec
toute rigueur. Je rappelle cependant, pour éviter tout malen-
tendu, que cette derniere appréciation n’est juste qu’en suppo-
sant 1° que les molécules ont une forme sphérique, ce qui évidem-
ment ne saurait étre admis comme un fait certain, et 2° que la
vitesse des molécules du gaz est toujours et pour toutes égale
a la vitesse moléculaire moyenne, ce qui assurément n’est pas le
cas dans la réalité, Dans une autre Note je déterminerai pour
des molécules de forme sphérique la longueur exacte du chemin
moléculaire moyen dans le cas ou l'on supposerait qu’nne
certaine fonction I (v) exprimat ’abondance avec laquelle les
différentes vitesses progressives des molécules se trouvent repré-
sentées dans le gaz,

Il n’est pas superflu de faire remarquer qu'a la suite de
Iexamen fait plus haut, 1l devient impossible d’estimer rigou-
reusement exactes 1'équation (5) du Mémoire précité de M. van
der Waals et les équations qui en ont été déduites par ce
savant. M. van der Waals, en effet, a pensé qu'on pouvait
corriger I'équation

El it = PV
2 2
de Clausius, en tant que l’exige la circonstance que les molé-
~cules du gaz ont une certaine étendue et ne sont pas des points
matériels, en réduisant tant soit peu notablement la valeur du
volume V. Une telle réduction, il la juge nécessaire, parce que,
selon lui, Clausius, dans sa détermination de la longueur du
chemin moléculaire moyen, a négligé de tenir compte des
dimensions des molécules dans la direction de leur déplacement
relatif les unes par rapport aux autres, ainsi qu’il a été dit plus
haut. Mais, comme d’apres ce que j'ai fait observer a la méme
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occasion, un tel oubli ne saurait étre reproché i ce savant et
qu'on doit, par contre, admettre que la longueur du chemin
moléculaire moyen a été déterminée par lui avec une précision
parfaite, il est donc impossible aussi de considérer comme juste
la correction qu’a apportée a 1’équation ci-dessus désignée de
Clausius M. van der Waals. Par conséquent je n’hésite pas
d’affirmer que 'équation () du Mémoire en question est plus
ou moins inexacte. J'ose d’ailleurs d’autant plus faire une telle
affirmation que j'ai montré dans ma « Note sur la correction
qu’exige I’équation de Clausius en vertu du fait que les molé-
cules d’un gaz ont une certaine étendue » que dans le cas ol
les molécules seraient sphériques de forme, cette équation devra
étre remplacée par I’équation

1 3 1

si I'on veut qu'il y soit tenu compte des dimensions des molé-
cules d'une fagon convenable. Or, en supposant aux molécules
la dite forme, et en désignant avec M. van der Waals par b, le
volume de P’ensemble des molécules situées dans l'unité de
volume du gaz, on pourra écrire I’équation () en question sous
cette forme-ci * ;
E% mv’:%PV (1—4d,),

équation bien différente, on le voit, de I'équation indiquée plus
haut, qui est ’équation approximativement exacte **.

Si les molécules du gaz ont une forme autre que sphérique, la
détermination exacte de la longueur du chemin parcouru en
moyenne par elles entre deux collisions successives sera en
général extrémement longue, sinon absolument impossible. Dans
ce cas, en eftet, le moyen le plus court d’atteindre le but sera
sans doute encore de suivre la voie de Clausius ci-dessus

* Quoique M. van der Waals dise, page 51 de son Mémoire, que sa lettre '
b, représente le volume de ’ensemble des molécules situées dans unité
de volume du gaz, il est pourtant évident, ce me semble, que la lettre b
dans I’équation (/3) exprime le volume de toutes les molécules du corps.

** Elle n’est qu’approximativement exacte, et non pas rigoureusement,
parce que dans les calculs qui y conduisent il a été supposé que la vitesse
des molécules du gaz est toujours la méme, c’est-a-dire toujours la vitesse
moléculaire moyenne v/, ce qui évidemment n’est pas vrai.
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indiquée, c'est-a-dire on évaluera d’abord le nombre des colli-
sions qui dans le cours d’une unité de temps se réalisent en
moyenne entre une molécule m, du gaz et celles d’un groupe
moléculaire quelconque; on fera ensuite 'addition des nombres
ainsi trouvés pour tous les différents groupes moléculaires qui
existent dans le gaz; enfin on déduira de la connaissance de la
somme ainsi obtenue celle de la longueur recherchée en divisant
par cette somme la vitesse moyenne dans le mouvement de trans-
lation des molécules du gaz. Or I’évaluation dite en premier lieu
sera toujours extrémement longue. Llle ne présentera toutefois
cuere des difficultés insurmontables lorsque la surface des mo-
lécules est partout convexe, la seule difficulté sérieuse étant
dans ce cas la détermination de l'étendue de la projection
moyenne d’'une molécule du gaz sur un plan, c’est-a-dire celle
de T’étendue moyenne des sections par un méme plan des
différentes surfaces cylindriques & génératrices normales & ce
plan par lesquelles on peut envelopper la molécule en lui don-
nant toutes les positions possibles dans l'espace. Cette étendue
moyenne une fois déterminée — et, pourvu que la forme des
molécules ne soit pas par trop compliquée, cette détermination
sera en général possible -— on fera l'évaluation en question
en calculant le nombre des centres de gravité des molécules
d’un des groupes moléculaires quelconque, lesquels occupent
I’espace parcouru dans une unité de temps par un disque infi-
niment mince et d’une étendue égale & 4 fois celle dont je
viens de parler, qui se déplacerait avec une vitesse égale a la
vitesse du mouvement relatif d’'une molécule par rapport aux
molécules du dit groupe. Comme la projection moyenne d’une
molécule sur un plan peut, pour un méme volume moléculaire,
évidemment avoir une grandeur trés différente suivant la forme
spéciale des molécules, on congoit d'apres cela 'impossibilité ab-

solue de voir dans la fraction

e obtenue par Clausius, I'ex-
ns

pression méme approximative de la longueur du chemin molé-
culaire moyen pour toute forme donnée des molécules, ce qui au
premier abord pourrait sembler permis, pourvu qu’a la lettre s
qui dans cette fraction représente le diameétre des molécules
supposées sphériques, on attache le sens d’étre le diametre de
petites spheres ayant le méme volume que les molécules dont
on s’occupe. '

Cette impossibilité est encore bien plus évidente lorsqu’on



9290 C.-J. KOOL

considere la marche des calculs & faire pour obtenir 'expres-
sion de la dite longueur dans le cas spécial ou la surface des
molécules du corps, par supposition, présenterait des parties
concaves ou des angles rentrants.

En effet, dans ce cas il faudra, comme précédemment, com-
mencer par déterminer le nombre des collisions qui, pendant
une unité de temps, se réalisent en moyenne entre une certaine
molécule m, et celles d’un groupe moléculaire, tel que le groupe
G (a, da). Or, pour faire cette détermination, on supposera la
molécule m, seule en mouvement, les molécules du groupe toutes
en repos. Celles-ci, en outre, on les supposera uniformément
disséminées dans ’espace qu’occupe le gaz et toutes semblable-
ment orientées par rapport a la direction du mouvement relatif
de la molécule m, a Végard d’elles. Puis, attribuant, dans la
pensée, & la molécule m, une position certaine par rapport &
cette méme direction, on évaluera le nombre des centres de
gravité des molécules du groupe, lesquels sont situés dans ’es-
pace commandé par la molécule m, dans son mouvement relatif,
je veux dire on évaluera le nombre des centres de gravité de
ces molécules qui sont situés de telle fagon qu’il s’ensuivra une
collision entre m, et ces derniéres. On cherchera ensuite &
calculer la valeur moyenne des nombres ainsi déterminés pour
toutes les orientations possibles de ces derniéres molécules, par
rapport a la direction en question. Enfin on déterminera la
moyenne de ces valeurs moyennes qui ont trait respectivement
a toutes les différentes positions que la molécule m, peut occuper
a I’égard de la dite direction.

Or ai-je besoin de dire que, pour une forme moléculaire quel-
conque donnée, ces diftérents calculs seront en général absolu-
ment impraticables ¥ Mais, s’il est impossible de déterminer
dans la tres grande majorité des cas, méme approximativement,
le résultat de ces calculs, on peut toutefois affirmer sans hési-
tation que, pour certaines formes moléculaires, ce résultat
pourra différer d’'une maniére extrémement notable de celul
qu’a obtenu Clausius pour des molécules de forme sphérique,
Que suit-1l de 1a? Kvidemment ceci: qu’en regard de notre
ignorance absolue a ’égard de la forme qu’en réalité les mo-
lécules d’un gaz possedent, on devra rigoureusement éviter

I'usage de ’expression — trouvée par ce savant pour la lon-

9

4 7ws*n
gueur du chemin moléculaire moyen, afin de ne pas s’exposer a
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commettre des erreurs considérables; sauf, bien entendu dans
le cas on, faisant & ’égard de la forme moléculaire I'hypothese
qu’elle s’éloigne peu ou point de celle d’une sphére, on dési-
rerait connaitre les conséquences théoriques auxquelles mene
cette hypothese.

Avant de finir ce sujet, je crois utile de faire encore la remar-
que suivante: On se rappelle la maniére dont Clausius a obtenu

: 1 3
son équatlonz“gmv’.:g PV. Une des molécules du gaz, ren-

conlrant avec une certaine vitesse v la paroi qui limite le gaz
dans une direction qui avec la normale & la paroi fait un angle
o, exerce sur cette paroi une pression dont la mesure est évi-
demment la quantité de mouvement 2w cosa ,m; m étant la
masse de la molécule, et celle-ci étant supposée, aussi bien que
la paroi, parfaitement élastique. Or, parmi les n molécules
situées en moyenne dans une unité de volume, il y a en moyenne
g— sin « da molécules dont le mouvement a lieu dans une direc-
tion qui avec la dite normale fait un angle plus grand que « et
moins grand que o + de. Puis, il est clair qu'en moyenne dans

L n . . :
le cours d’une unité de temps 5 Sin o de , v cos e molécules attein-

dront 'unité de surtace de la paroi dans cette dernicre direc-
tion, tel étant le nombre des molécules du gaz qui sont situées
dans un parallélopipéde oblique, dont la base est I'unité de
surface dont je viens de parler et la hauteur normale a cette
base égale & v cos «, et qui se meuvent dans la direction en
question. S1 donc on désigne par ' la vitesse moyenne des mo-
lécules du gaz, on pourra représenter I'intensité de la pression
qu'éprouve la paroi sous l'influence des chocs que lul donnent
I’ensemble des molécules du gaz qui s’y réfléchissent, par l'in-
tégrale

a=glo
(T , ,
5 Sin«v’ cosa 2" cos am de.
oL—0
\ i s . , |
Cette intensité a par conséquent pour expression : gmv "o

et telle est donc aussi lintensité de la pression I’ que la parol
exerce sur le gaz.
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De I’égalité P = é-—mv"n Clausius déduit immédiatement son

équation en multipliant les deux membres par le volume V
du gaz.

Or le raisonnement et le développement qui précedent sem-
blent au premier abord rigoureusement exacts, et on est donc
disposé d’estimer d’une exactitude également rigoureuse ’équa-
tion en question, pourvu, bien entendu, qu’on interpréte la lettre
V comme étant P’espace enveloppé par la paroi du gaz, diminué

S .. s . .
du volume S, 2—d’une couche d’epzusseurTi qui serait étendue sur

toute la surface S de cette paroi, en dedans de celle-ci. (Les
centres de gravité des molécules ne se rapprochent en effet
8
2
étant supposées sphériques.) On admettra d’autant plus volon-
tiers I'exactitude parfaite de 1’équation de Clausius que la lon-
gueur du chemin moyen parcouru par les molécules du gaz
entre deux de leurs collisions successives est, comme il a été
prouvé précédemment, rigoureusement celle qu’a trouvée Clau-
sius*, ensorte qu’il n'y a aucune nécessité aussi d’estimer la
valeur de la pression P qui découle de cette équation trop
petite en regard d'une prétendue infériorité de la dite longueur
par rapport & celle qu'a trouvée Clausius, ainsi qu’a cru devoir
le faire M. van der Waals, qui admettait une telle infériorité.

Comment expliquera-t-on donc I'inexactitude de ’équation en
question que j’ai constatée dans ma Note précitée ?

Il me semble qu’on pourra s’en rendre compte au moyen de
la réflexion suivante : Si dans un gaz chacune des molécules
poursuivait son mouvement progressif dans ’espace enveloppé
par la paroi qui limite le gaz sans jamais se heurter contre
d’autres molécules, I’équation de Clausius serait incontestable-
ment 'expression rigoureuse de la relation qui y existe entre la
pression P que le gaz éprouve de la part de la dite paroi, la
valeur de la force vive que I'ensemble de ses molécules possé-
dent en vertu de leur mouvement progressif, et le volume V du
gaz, ce volume étant bien entendu celui dont j’ai précisé ci-
dessus le sens; et il en serait ainsi quelle que fit la forme et
Pétendue des molécules. Mais ’état réel n’est évidemment point

jamais de la paroi & une distance moindre que —, les molécules

* Dans le cas, bien entendu, olt les molécules sont sphériques.
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conforme a la supposition que je viens de faire. Aprés avoir

parcourn une certaine distance, dont la fraction exprime

¥
-

4 ws™n
la longueur moyenne lorsque les molécules du gaz sont sphéri-
ques , une molécule en rencontrera une autre qui en modifie le
chemin. La route qu’elle suivra dans Pespace différera donc
aussi toujours entierement de celle que j’ai supposée plus haut,
et par conséquent il n’est aucunement permis de conclure de
I'exactitude rigoureuse que posséderait 1’équation de Clausius
dans la condition fictive du gaz dont il était question il y a un
moment & une exactitude également rigoureuse de cette équation
dans ’état véritable des choses. On ne saurait aftirmer que son
exactitude approximative dans cet état véritable,

Or 11 est en premier lieu facile de se convaincre que l'inten-
sité P’ de la pression qui dans I’état réel d’'un gaz est exercée
par l'enveloppe qui le limite sur ’ensemble des molécules qui
g’y réfléchissent est plus forte que l'intensité

2 1 Ll

P=2+ 75 Egnw“”

qu'on tire de ’équation de Clausius.

En effet, dans la condition fictive du gaz en question, le
nombre des impulsions que regoit en moyenne pendant une
unité de temps un élément de la paroi du gaz, par suite du mou-
vement des molécules qui s’y réfléchissent, est exactement celui
que cet ¢lément recevrait dans le cas ou les molécules du gaz
n’auraient aucune étendue et seraient donc de simples points
matériels, le chemin parcouru en moyenne par chacune des mo-
l1écules entre deux rétlexions successives contre le méme élément
de la paroi ayant dans la dite condition fictive du gaz la méme
longueur, on le congoit, qu’il aurait dans le cas dont je viens de
parler. (Bien entendu, dans cette derniere appréciation je fais
abstraction de la différence de longueur entre les deux chemins
provenant du fait que dans la réalité le centre de gravité des
molécules reste, dans la condition fictive du gaz en question aussi
bien que dans toute autre, lors des réflexions contre la paroi du
gaz, & une certaine distance de cette paroi, distance qui évidem-
ment dépend de I’étendue des molécules, tandis que dans 1’état
lmaginalre ou les molécules seraient des points matériels sans
dimensions aucunes, ces points atteindraient a chaque réflexion
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contre la paroi cette paroi méme. Mais, comme cette différence
de longueur est évidemment trés petite par rapport a la lon-
gueur du chemin entier que parcourt en moyenne une molécule
du gaz entre deux réflexions successives contre le méme élément
de la paroi toutes les fois que le gaz posséde un volume sensible,
ainsi que nous ’admettons ici, on peut donc, d’aprés ce qui a
été dit plus haut, affirmer que la pression exercée sur le gaz par
la parol qui le limite posséde dans la condition fictive en ques-
tion la méme intensité qu’elle posséde dans le cas ou les molé-
cules, par supposition, seraient des points matériels.) Or la
pression exercée réellement par la paroi sur le gaz est plus
forte que celle qu’elle exercerait sur lui dans la dite condition
fictive, car, griace au jeu des collisions qui dans la réalité ont
lieu entre les molécules, I'intervalle de temps qui en moyenne
s’écoule entre deux rencontres successives de chacune d’elles
avec un méme élément de la paroi est évidemment plus court
qu’il ne serait dans cette condition fictive ou ce jeu fait déefaut.
Done P'> P,

D’autre part, on se convaincra sans peine que la plus forte
pression que le gaz pourrait jamais éprouver de la part de la
paroi qui le limite existerait dans la condition extraordinaire
ou toutes les collisions entre les molécules seraient centrales.
Dans cette seconde condition fictive, qui évidemment suppose
que les molécules sont de forme sphérique, ce seraient, on le
concoit, exclusivement les molécules situées dans la proximité
toute immédiate de la paroi du gaz qui atteignent celle-ci et, en
s’y réfléchissant, lui impriment un choc, toutes les autres molé-
cules du gaz n’auraient qu'un mouvement oscillatoire entre
deux positions extrémes, dont ’éloignement moyen est égal 4 la
longueur du chemin moléculaire moyen et, par conséquent, a

—: elles ne se heurteraient
1 s*n

jamais contre la paroi. Dans ces circonstances un élément quel-
conque de la paroi n’éprouverait, il est vrai, dans le cours d’un
certain espace de temps que le choc d’un nombre de molécules
tres petit par rapport au nombre des molécules qui pendant ce
méme espace de temps se réfléchissent contre lui dans la condi-
tion fictive du gaz dont il a été parlé plus haut. Mais par
contre il subira alors, pendant le méme temps, de la part
de chacune des molécules dites en premier lieu une quantité
de chocs beaucoup plus considérable qu’il n’en subit de la

pour expression la fraction
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part de chaque molécule qui ’atteint dans la premiére condition
fictive, et l'on verra aisément que le rapport de la premiére
quantité de chocs a la seconde est méme plus grand que celui
du premier nombre de molécules au dernier, et peut étre repré-
senté au moyen de la fraction ;
4 ms*n

—_——

3
4 s*n

Or, cela étant, il est clair aussi que l'intensité P” de la pression
que dans la seconde condition imaginaire du gaz la paroi
éprouve de la part des molécules qui s’y heurtent est égale &

S
+ 4 s*n
3

4 7ws*n

fois I'intensité P. L’expression

(1 41 ”?fe") . P

représente donc également l'intensité de la pression que dans

cette seconde condition imaginaire le gaz éprouve de la part de
2

3
huit fois le volume &, de 1’ensemble des molécules situées dans
I'unité du volume du gaz, on aura par conséquent pour cette
derniere intensité I’expression

P”=(1+8b')' B,

D’aprés ce qui a été dit plus haut, I'intensité P’ de la pression
que, dans un gaz tel que nous le présente la réalité, la paroi
qui le limite exerce dans une direction normale sur ’ensemble
des molécules qui la touchent, est située entre cette valeur et la
valeur P.

Dans ma « Note sur la correction qu’exige 1’équation de Clau-
sius en vertu de 'étendue des molécules », j'ai trouvé ’équation

1 3 1

e I S b TA V4
Symt=g I 40, Py,

indique un volume égal &

la paroi. Comme la fraction
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qui pour P’ donre la valeur

, 2 1_1
P =(1+4b,)'§ Vzg—mv :
Mais, selon I'équation de Clausius, c’est-a-dire selon 1’équa-
tion

1 3
EQ— my?= 5 PV,

on a
2 1 _1
—e=3—m?*="D.
3 V7
Par conséquent 'intensité P’ peut étre représentée au moyen

de I'expression
PP=(1+44b).P.

Comme on le voit, cette expression est en accord avec le ré-
sultat auquel nous a mené le raisonnement exposé ci-dessus,
car d’apres ce résultat l'intensité P’ doit étre plus grande que
P et moins grande que P (1 +b,).

Vevey, mai 1892, ' C.-J. KooL.
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