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Vol. XXVI. Ne 402. 1890.

THEOREMES

sur les tangentes d'une conique qui sont normales & une seconde
conique donnée

par H. JOLY, inst.

PL I, 11, 111,

I. Etant données les coniques P et C, 1l s’agit de déterminer
les tangentes de P qui sont normales a C. Les droites cherchées
sont les tangentes communes & P et & la développée de C; la
développée étant de la 4° classe, il s'ensuit que les solutions
sont au nombre de 8. '

Si la conique P, considérée comme enveloppe, dégénere en
deux points, les 8 droites ne sont pas autre chose que les nor-
males a C passant par ces deux points. Le probléme proposé
est donc une généralisation du probléme des normales & une
conique.

On introduit ordinairement une nouvelle conique dite direc-
trice; on appelle alors droites perpendiculaires deux droites
telles que chacune d’elles passe par le pole de 'autre par rap-
port & la conique directrice. Lorsque nous voudrons considérer
les normales ordinaires, nous n'aurons qu'a faire dégénérer D
en les points circulaires de I'infini.

Prenons pour triangle fondamental des coordonnées, le trian-
gle autopolaire commun aux deux coniques C et D et soit

P—a,*+a,v*+a,, w4 2a, ,uv4 2, 0w+ 2a,, wuta, ,w’ =
1'équation tangentielle de I’ et
C—=ax®* +b0y*> +c2>=0

I’équation de C; on sait que ’équation de la conique D peut
étre mise sous la forme

x* 4+ y*42°=0
La normale & C au point (z,, ¥, £,), C'est-a-dire la droite

passant par ce point et par le pole de la tangente par rapport a
D, aura pour équation 1
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x(b—c)  y(—a)  z2(a—0>)
=0
Z, T U T 2y

Si cette normale doit étre tangente a P, ses coordonnées tan-
gentielles

b—ec c—a a—b
VRE R e P o R

xl y'l zl
doivent satisfaire & I’équation P = 0; on obtient ainsi, aprés
avoir chassé les dénominateurs,

a, (b —c)®y,’2* 4 ag,(c —a)’2.’z® + a,,(a — b)*z%y . +
+ Qaw (b - C) (C _ (L) xdy|z12 + 26&23 (C - a’) (a - b) y,Z,:Bf +
+ Qa’ai (b - C) (a’-—-b)zlxiytg —

Cette équation représente, en considérant z, ¥, comme coor-
données courantes, une courbe du 4° degré que nous nomme-
rons H. Les sommets du triangle des coordonnées sont des
points doubles de cette courbe.

Les 8 points d'intersection de H avec C sont les pieds des
normales cherchées. En prenant pour directrice les points cir-
culaires de l'infini, nous aurons :

Les 8 pieds des normales cherchées sont sur une courbe du
4° degré ayant 3 points doubles, savoir : le centre de la conique
C et les points de U'infini sur les axes.

On voit aisément que la réciproque de ce théoréme est vraie,
c'est-a-dire :

Si 8 points d'une conique C sont sur une courbe du 4° degré
ayant pour points doubles le centre de C et les points de Uinfini
sur les axes, les 8 normales en ces points sont tangentes a la
méme conique.

La courbe H peut étre construite de la maniére suivante :

Soit d un diametre de C et ¢’ son conjugué. Les deux tan-
gentes de P perpendiculaires & d' coupent d, chacune en un
point; le lien de ces points est la courbe H. En effet, on voit
facilement que le lieu doit passer 2 fois par le centre et les
points de l'infini sur les axes; de plus, les points d’intersection
du lieu avec C sont les pieds des tangentes de P normales & C.
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Par 3 points doubles et 8 points simples, il ne peut passer 2
courbes du 4° ordre. La construction précédente nous montre
que si C varie de maniére que 'involution des diamétres conju-
gués ne change pas, la courbe H reste la méme, c’est-a-dire :

P restant fixe, st C varie de maniére a rester semblable a elle-
méme , les pieds des tangentes de P normales a C sont constam-
ment sur la méme courbe H.

Les considérations dualistiques de celles qui précédent nous
feraient voir que leés tangentes en les pieds des 8 normales font
partie d’'une enveloppe E, de la classe 4, doublement tangente
aux axes de C et a la droite de linfini. Cette enveloppe ne
change pas, si, P restant fixe, C varie de maniere & conserver
les mémes foyers.

Si P dégénére en deux points, H dégénére en deux hyperboles
équilatéres passant par le centre et les points de I'infini sur les
axes (la construction géométrique de H le montre suffisamment).
E se compose alors de deux paraboles tangentes aux axes et les
théorémes précédents deviennent des théorémes bien connus
relatifs aux 4 normales abaissées d'un point & une conique
donnée. (Voir : Steiner, Journal de Crelle, vol. 49, ou Journal
de Liouvtlle, vol. 20.

II. La conique C et la directrice D étant données, appelons
A, , A, les points d’intersection de C avec un des cotés du trian-
gle autopolaire commun & C et a D. Soient I, 1,, les points
d’intersection d'une conique quelconque K avec le méme coté ;
M, , M,, les conjugués harmoniques des points I par rapport
a A,, A,; N,, N,, les conjugués harmoniques des points M par
rapport aux sommets du triangle ; les 6 points tels que N, situés
sur les 3 cotés du triangle, sont sur une conique K’ . Les coni-
ques K et K’ coupent C en 8 pownts tels que les 8 normales a C,
en ces points, sont tangentes a la méme conique. (Ig. 1).

Soit
K—a, a4 ey + a,, 22 + 20,0y + 2,59z + 2, 22 =0.

Les points d’intersection I, I, de K avec 'axe 2 = 0 sont

donnés par .

; Y . J—
wy @+ 22y + e,y =0
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S1 (z,, y,) est 'un de ces points, le point M comebpondant
aura pour coordonnées

(’_ byi ) aml)
et les coordonnées du point N seront
by, y A%y

En substituant dans I’équation ci-dessus z et y respective-
ment par by et ax, nous aurons

ay b2y + ag0tx® + 2y, abay — 0

équation qui détermine les points N.
Sur chaque c6té du triangle autopolaire on obtiendrait deux
points analogues donnés par les équations

a, b*y? + a0’ + 2 aabey = 0
@y, + a, by + 2 a,,beyz = 0
e, 0t + «, 2 + 2 @, cazx — 0.
L’équation
K' = a,,0,,0°0" 4+ a0,,b%° 4+ @092 + 2 ), a,,0bxy +
+ 2 @,,a,,beyz + 2 a,, ¢, caze — 0.

représente évidemment une conique passant par les 6 points N,
c'est-a-dire la conique K’. Il s’agit maintenant de déterminer
les coefficients de la conique

S = 5,2 + 5,,9° + 5,2 + 2 sy + 2 8,92 + 25,20 =0
de maniere a rendre 1'équation
KK+ CGS =20

de la forme H=0, c’est-a-dire qu’il faut faire passer, si cela est
possible, par les points d’intersection de C avec K et K’, une
courbe du 4° degré, ayant pour points doubles les 3 sommets du
triangle fondamental.

Les coefficients de z*, y*, 2', 2%, y’2, 2°2, y’z, 2%y, 2°x,
doivent étre nuls,

Iin annulant les ceofficierfts de 2z, y*, &', on obtient
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Syp T a0 0 —

Spp Tl 0y b

I
o o o

S3a T g0y 0y,C =
En annulant les coefficients de 2y, y°z, 2*z, il vient
$1s + boyegpe, + a0, =0
Se3 T Cltgetty, 0y + by e =0
S, + ae, 0, 0 + co 0 0, = 0
De ces six équations on déduit
81 — Q0 &,,055

See = b eryyegzex,

855 T+ €50, 02y,

S — T Oy, 08 Usy b— 0,0, 0550
Sy — T Uyl ,tty, € — ass“ss“nb
Sg1 — T Ugp5ly, 0 — G500y, C

Le coefficient de 2%z étant
@ g 2
2as,; + 2 ac «, a0, + 2 a’aoe,,

en remplagant, dans cette expression, s,, par sa valeur, ce coef-
ficient s’annule. Il en est de méme des coefficients de y’z, 2%y .
Les 8 points considérés sont donc sur une courbe telle que
H = 0, donc, d’aprés un théoréme précédent, les 8 normales en
ces points sont tangentes & la méme conique.

Nous nommerons K’ la correspondante de K; réciproquement
K est la correspondante de K.

Soient .7 et 4’ les discriminants de ces deux coniques, on a

. yy Oy
(o lzgny (o lpgy Uyglty, U,y Uze
74 Con |
r , 29,2 o ,21.2,.2,, 2,, 2, 2| _12 23
A" = | a5, gy, o0y, | @b’ = a’bicta,ta,, o, 7 1 it
‘11 '35
..
ot 23
Ug1agy Cozltyyy Ky, — = ]
sy
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0y Oy 05 |
. 2p2.2 — 2722
T a0CT oy gy | gy @y @5 | = 0PbPCT ayy0tppri3 A

(3 O30 Cg3

Si C n'est pas composée de 2 droites, et si P n’est pas tan-
gente & l'un des cOtés du triangle fondamental, aucun des
coefficients a, b, ¢, e,,, @,,, o5 n'est nul; dans ce cas, K’ dé-
génére en deux droites en méme temps que K. Nous verrons
plus tard ce qui arrive lorsque P touche 'un des cotés du
triangle.

En prenant pour conique directrice les points circulaires de
I'infini, le théoréme précédent devient :

Soient Ix les points d'intersection de K avec les axes de C.
Déterminons sur chaque axe les symétriques My des points Ix
par rapport au centre, puis les conjugués harmoniques Ny des
points My par rapport aux sommets de C; on obtiendra en tout
4 points. De plus, menons par le centre de C les paralleles aux
asymptotes de K, construisons les symétriques de ces paral-
leles par rapport aux axes, et enfin déterminons les diametres
conjugués d, d' de ces symétriques. Il existe une conique K’
passant par les 4 points Ni et ayant pour direction des asymp-
totes les droites d, d'. K et K', coupent la conique C en 8 pownts.
Les normales a C en ces points sont 8 tangentes d’une méme
conique. :

III. Lorsque K dégénére en deux droites {=0,m=0, K’
se compose aussi de deux droites ¢ =0 et m' =0. Soit, dans
ce cas

t—tx 4+ ty +t,2 =0 et
m=mx + my +m,z=0
on obtient pour ¢ et m
a b c
T E e S — 2z =0
‘ L, B t, v ts

a b c
= — —y 4+ —2=0.
" msx+'mzy+'m3z
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La courbe du 4¢ ordre

(tt' — C)(mm' —C) =0
fait partie du faisceau
KK" 4+ 4 CS = 0.

Or, {t' — C,=0 et mm’— C =0 sont deux coniques passant
par les sommets du triangle fondamental; donc, d’aprés un
théoréme connu, les 4 normales aux points d’intersection de C
avec ¢, t' sont concourantes. Il en est de méme pour les 4 nor-
males aux points d’intersection de s, m’ avec C. La conique
tangente aux 8 normales dégénére en 2 points.

S1 l'on consideére le pole de ¢ par rapport a4 C, ¢ est ’harmo-
nicale de ce pole par rapport au triangle fondamental. On a
donc, comme cas particulier du théoréme II, le théoréme suivant
da a Joachimsthal (Jowrnal de Crelle, vol. 26. Voir aussi Cayley,
méme journal, vol. 56) :

St d'un pont donné, on fait passer les 4 droites normales a
une conique donnée, un coté quelconque du quadrilatere des
pieds des normales sera Uharmonicale, par rapport aw triangle
fondamental, du pole du coté opposé.

IV. Etant donnés 5 points sur la conique C, soit I’, la conique
tangente aux 5 normales en ces points; 1l existe encore 3 autres
droites normales a C et tangentes & P. Soit

K—=e, o + e,y 4,22+ 20,0y +2a,y24+ 2,02 =

une conique quelconque, mais passant par 4 des 5 points donnés.
Si 'on détermine 7. de maniére que la correspondante de

K+i1C=0

passe par le 5° point (z,, y,) et par conséquent (II) par les
pieds des 3 autres normales, on aboutit a une équation de la
forme

abe (ax,® 4+ by,* + ¢)A* + AL 4+ B =0,

A et B étant fonctions des coefticients de K = 0 et de C = 0.
Il y a en général 2 solutions; mais, comme (2,, ¥,) est sur
C = 0, le coefficient de 22 est nul; une des racines de I'équation
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est infinie, ce qui donne la conique C =0 qui correspond &
elle-méme. Qutre la conique C =0, il existe toujours une
conique et une seule, passant par 4 des pieds, telle que sa cor-
respondante passe par les 4 autres.

Etant donnée la conique C, les points circulaires de 1'infini
étant conique directrice, cherchons la conique correspondant &
un cercle. Soit K ce cercle. Appelons O,, O, les points circulaires
de la droite de Uinfini; B,, B, les points de l'infini sur les axes;
A,, A, les points d’intersection de C avec la droite de 'infini.

Les points O, O, sont conjugués harmoniques par rapport 2
B,, B,. Appelons M, , M, les quatriémes harmoniques de O,, O,
par rapport a A, A,: les paires O,, O,; A,, Ay; M,, M, forment
une involution ayant B, et B, pour points doubles. Or M, et M,
sont, d’apres II, les points d’intersection de K’ (correspondante
de K), avec la droite de 'intini; I'involution ci-dessus n’est pas
autre chose que l'involution que détermine sur la droite de I'in-
fini le faiscean

K'4+ iC =0

C=0, K=0, K"=0 représentant les équations des courbes
C, K, K’ rapportées aux axes de C.
Une des coniques de ce faisceau passe donc par les points
0,, 0,, c’est-a-dire est un cercle. Donc:

Etant donnés 8 points sur C, tels que les normales en ces
points soient tangentes a la méme conmique, st 4 de ces points
sont sur un méme cercle, il en est de méme des 4 autres.

Soient, sur la conique C, 4 points A, B, R, T, formant un
quadrilatére inscriptible dans un cercle. A une conique quel-
conque (x passant par ces points, correspond une conique G’ qui
généralement n'est pas un cercle. G’ détermine, sur C, quatre
nouveaux points situés sur un cercle. Les normales en ces 8
points sont tangentes a la méme conique.

Si G varie de maniere a parcourir le faisceau ayant pour
points de base A, B, R, T, la courbe P reste constamment tan-
gente aux 4 normales a C aux points A, B, R, T ; G’ varie et
détermine sur C une infinité de quadrilateres inscriptibles dans
un cercle.

Nous ferons voir que le liew des cercles circonscrits a ces
quadrilatéres est une ligne droite. Soit un cercle ayant pour
équation
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K=a*+y"+2ax + 28y +q=0 et soit
G une conique de la forme
| K 4+ AC = 0.
La conique G’ correspondante a pour équation
G'=(141b) (q+4c)a’x*+ (q+4c) (1 4+ Aa) b*y* +2a(1 + Ab)caa
+23(142Aa)bey+ (1 +4a)(1 4+ 4b)c*=
L’équation de C étant
C=az®* 4 by + 2 =0,
la conique '
G'+ (q+ 4c)(a +b 4+ 4ab) C =0
représente une conique passant par les points d'intersection de
G avec C. Cette équation peut se mettre sous la forme
—(q+ Ac)ab(x® +y*) + 2a(1+4b) cax+23 (1 +4a)bey+R=0

Elle représente un cercle quel que soit 2. Les coordonnées du
centre sont :
_a(l441b)c
ERUERUL
v B+ ia)
(q+de)a

Eliminant %, on trouve
Xb3(c—aq) —Y ac(c —bgq) + cep (a —b) =0

Cette équation représentant le lieu des centres, celui-ci est
bien une ligne droite.

VI. Etant données la conique C et la directrice D, soit
a0 + a0 + a,,w' + 2a,uv + 200w + 2a,,wu =0

I’équation d’une conique P en coordonnées tangentielles ayant le
triangle autopolaire commun aux deux coniques C et D pour
triangle fondamental. Si P est tangente au coté (w=0, v=0)
du triangle, on doit avoir a,, = 0. La courbe du 4¢ degré qui
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détermine sur C les pieds des normales qui sont tangentes a P,
sera

a,,(c—a)’2’x® +a,, (a —b)*x*y* + 20,,(b—c)(c— a)xyz® +
+ 2a,,(c—a)(a—b)yzx* + 2a,,(b—c)(@—b)zxy* =0

Cette courbe se compose du coté z =0 du triangle antopo-
laire et d'une courbe du 3° degré ayant pour point double le
sommet S, opposé au coté x =0.

Deux des 8 normales sont confondues avec le c6té z=20; les
deux pieds de ces normales sont les points d’intersection A, A,
de C avec z = 0.

Outre x =20, il y a 6 autres normales. Soit S,, S,, & le
triangle fondamental.

Une conique K, passant par les pieds de 4 de ces normales
ainsi que par le sommet S, opposé & £ =0, a pour correspon-
dante une conique formée de la droite =0 qui donne les deux
pieds A, A, et d'une autre droite ¢ qui passe par les pieds des
deux autres normales.

La conique K coupe les cotés 8,,8, et S,, S, en deux autres
points. Le pole, par rapport a C, de la ligne qui joint ces points,
a la droite g pour harmonicale par rapport au triangle 8., S, , S,.

En prenant pour directrice les points circulaires de l'infini, le
coté x =0 devenant la droite de l'infini, on a ce qui suit:

Les tangentes d’une parabole P normales & une conique C
sont aw nombre de 6, déterminées par Uintersection avec C d’une
courbe unicursale du 3° ordre passant par les points de Uinfini
sur les axes et ayant pour point double le centre de C. La droite
de Uinfini peut étre considérée comme normale double.

Une conique K, passant par le centre de C et 4 pieds des
normales , coupe encore chaque axe en un point autre que le
centre. Si L est le pole de la ligne qui joint ces points , U'harnio-
nicale de L par rapport au triangle formé par les axes et la
droite de Uinfine passe par les pieds des deux autres normales.

Ce théoreme sert & déterminer 2 des pieds, quand on en con-
nait 4; il peut s’énoncer ainsi : |

Etant donnés 6 points A, B, R, T, E, F sur la conique C,
de maniere que les normales en ces points soient tangentes

a une parabole, la conique passant par A, B, R, T et le centre
de C, coupe les axes de celle-ci en deux points outre le centre.
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La ligne qui joint ces deux points coupe C en deux points M, N.
Les normales a C aux points E, F, M, N concourent en un
méme pownt. (Fig. 2.)

On obtient un théoréme tout a fait analogue au théoréme
précédent en supposant que la conique P soit tangente a4 un axe
au lieu d’étre une parabole. |

VII. Si la conique P est tangente aux deux axes, la courbe du
4° degré qui détermine les pieds des normales se compose des
2 axes et d'une hyperbole équilatéere H ayant ses asymptotes
paralléles aux axes (elle ne passe pas par le centre de C comme
dans le cas des normales issues d'un point). Les axes étant des
normales doubles, il reste 4 droites normales & C et tan-
gentes a P.

La conique correspondante de I’hyperbole H se compose des
axes. Les 4 sommets de la conique C w’étant pas sur un cercle,
les 4 pieds des normales ne sont jamais sur un cercle.

Etant donnés sur C, les 4 points A, B, R, T, tels que les
normales en ces points et les axes soient tangentes d’une conique
P, le symétrique de U'un de ces points par rapport au centre
de C est sur le cercle qui passe par les trois autres. (Fig. 3.)

Pour le démontrer, soit
C=ar*+by*+¢c =0

I’équation de la conique proposée, la directrice se composant
des points circulaires de I'infini. Soient de plus

me + ny +p =0 et
re + sy +q=20
les équations respectives de RT et AB.
Nous pouvons déterminer » et s de maniére que
(mx + ny +p) (re 4+ sy +q) + ax®* +by* +¢ =0

soit 'équation d'une hyperbole équilatére passant par les points
de l'infini sur les axes. Pour cela, les coefficients de z* et y* doi-
vent étre nuls ; on doit donc avoir

r_ —

a b
— gy — — —
m n
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et ’équation de AB devient

a

b
+-y—q=0

ou, en remplacant mnq par &

— X
m

anx + bmy — k = 0,
Comme AB doit passer par le point A (z,,y,), on doit avoir
k — anx, + bmy,

L’hyperbole H a pour équation
(anx + bmy — k) (mx + ny + p) — mn (ax® 4 by* 4+ ¢) =0
ou
xy(an® 4+ bm?*) + x (pan—km) 4+ y(pbm —kn) — pk — mnec.

axx, +byy, +¢c¢=0 et xy,—yx, =0

sont les équations respectives de la tangente en A et de la
droite AA".

Déterminons «, @, y de maniére que

(xy,—yx,)(anz+bmy—k)+(ex 4y +7) (axx, +byy, +¢) =0

représente 1’équation de la conique C, c’est-a-dire qu’il faut déter-
miner ¢, 3, y et A, de maniére que 1’on ait identiquement

(wy,—ya,) (anx + bmy—k)+(ex+ 3y +7y) (axz,+byy, +¢) =
A(ax? +by* +¢) =0
On trouve facilement qu’il faut et qu’il suffit pour cela que
'on ait
A=y = ny, — ma,
a—=——m,B=n
L’équation de A’ B est donc
mx + ny + max, — ny, — 0

On reconnait qu’elle passe par le point A’ (—x,, —y,). Le
faisceau de coniques passant par A’, B, R, T est représenté par

(mx 4+ ny + p) (m:z:—ny + ma,—ny,) + u(axt+by* +¢) =0
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. étant un parametre. Le coefficient de zy étant nul, il est pos-
sible de déterminer p. de maniére que les coefficients de z* et 4
soient égaux ; on trouve

m® + n?
= —

a—>b
Le cercle passant par A’, B, R, T a pour équation
(bm® 4+ an®) (* + y*) + xm (b — a) (mx, — ny, + p)
+ ny (a — b) (ny, — mx, + p) + R =0,

R représentant une quantité constante. Les coordonnées du
centre sont

x — m(a—b)(mz, —ny, 4 p)
o 2 (an® 4+ bm?)
v — n (b — a) (ny, — mx, + p)
T 2 (an® 4 bm?)
Etant données les coniques P et C ainsi que A, I’'un des pieds,

on peut déterminer le centre du cercle qui passe par les trois
autres pleds et le symétrique de A, de la maniére suivante :

Soit N le point d’inlersection des paralléles aux axes passant
par les points de rencontre de ceux-ci avec la normale en A ;
soit N' le symétrique de N par rapport au centre de C, et soit
E le symétrique du centre de C par rapport au centre de la

conique P;le centre du cercle cherché se trouve au miliew de
la ligne EN'. (Fig. 3.)

Soit
aut +a,v*+2a,,ur+2a,,u+2a,,v+0a,,—0
'équation de P en coordonnées tangentielles. Si P. doit étre
tangente aux axes, on doit avoir a,, = a,, = 0, c’est-A-dire

P—=2a,uv+ 2a,,u +2a,v + a,, =0.
Le centre a pour équation

au+a,v4+a, =0
et par conséquent pour coordonnées
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L’équation de la normale en A (z,,y,) étant
by,x —ax,y + 2y, (@ —b) =0,

les coordonnées tangentielles de cette droite doivent satisfaire &
I’équation P =0. On obtient

a,x,y, (a—b)*+2a,,a (b—a)x, + 2a,,b(a—b)y,—2a, ,ab =0,

équation qui représente I’hyperbole équilatere passant par les
pieds des 4 normales, z,, ¥, étant considérées comme coor-
données courantes. A

D’autre part nous avons trouvé pour I’équation de cette hyper-
bole

xy (an®+bm?) 4+ x (pan—~km) 4+ y (pbm—kn)—pk—mnc =0
ou % représente anz, + bmy, .

Cette équation doit étre identique a la précédente; on doit
donc avoir, v étant un certain facteur,

2a,, (@ —b)b = (pbm — kn)
2a,,(b—a)a = (pan — km)
a,, (a —b)?*—=w (an® 4 bm?)

d’ou
2a,, (pbm—kn)(a — b)
a,,  b(an®4bdm?
2a,, (pan—mk) (b — a)
a,, a (bm? 4 an?)
D3 ot %22 gtant les coordonnées du centre de P, le symétrique

3z s
E du centre de C par rapport au centre de P, aura pour coor-

données
(pbm — an’x, — bmny,) (¢ — b)
b (an® 4+ bm?)

(pan — amnax, — bm?y,) (b — a)
a (bm* + an?)

On trouve pour les coordonnées de N*

a—Db b—a
— % et——a

Uy
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Le point milieu de EN” aura pour coordonnées

m(a — b) (ma, — ny, + p)
2 (an®* 4+ bm?)

n(b — a) (ny, — mx, + p)
2 (bm? 4+ an?)

Ces expressions étant les mémes que celles trouvées plus haut
pour les coordonnées du centre du cercle passant par A’, B, R, T,
le théoreme est démontré.

Connaissant les coordonnées du centre de P et du centre du
cercle A’, B, R, T, on vérifie facilement que la normale en A et
sa parallele menée par le centre du cercle sont symétriques par
rapport au point milieu de la distance des centres des coniques
P et C. On peut donc énoncer ce qui suit :

Si, du centre du cercle passant par les pieds de 3 normales,
on mene une paralléle a la 4°,les 4 droites d, que Ion peut mener
de la sorte, forment un quadridatere symétrique du quadrilatere
des 4 normales. Le centre de symétrie est le miliew de la ligne
des centres des deux coniques proposées.

On obtiendrait des théoremes analogues aux théorémes pré-
cédents en supposant que la conique P soit une parabole tan-
gente a4 une axe de C, et en remarquant que les foyers de la
courbe C jouent un rdle analogue aux points circulaires de
I'infini.

La conique P ne cesse pas d’étre tangente aux axes si elle dé-
génére en deux points, savoir : le centre de C et un point quel-
conque M. Le théoréme précédent devient alors un théoréme de
Joachimsthal (voir Journal de Crelle, vol. 26).

Les 4 normales étant concourantes, les 4 lignes d menées
par les centres des cercles passant par 3 des pieds se coupent
au méme point et I'on a un théoreme de M. Laguerre (Comp-
tes-rendus de U Académie des sciences). Trois des 4 points
d’intersection d’un cercle quelconque avec la conique C et le
symétrique du 4¢ par rapport au centre de cette conique sont
tels que les normales & C en ces points sont non pas concou-
rantes, mais tangentes & une conique tangente aux axes. La ré-
ciproque du théoréme de Joachimstal n’est pas toujours vraie.

VIII. Soient les 4 points A, B, R, T sur la conique C tels que
les normales en ces points et les axes soient tangents a la
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méme conique, nous avons vu que ces points-doivent se trouver
sur une hyperbole dont ’équation est de la forme

2 By + 2 By + 2 By5y + 85 = 0.

Une conique quelconque K passant par ces 4 points peut étre
représentée par

K=ax® +by* + ¢+ 2800y + 2 35% + 2 Bo5y + 35 =0

ou

K=ax* +by* + 2 3,0y + 2 8152 + 2 B3y + 5 + ¢ = 0.

La correspondante K’ sera, aprés division par ab

K'=a(@s+0)x + b8+ o)y + 23, (Fs +c)ay +
+ 2 Boscy + 2 Fi5cc + ¢ = 0.

Soient A7, B, R/, T’, les points d’intersection de K’ et de C.
La conique

K' — (85 +¢)C=0

passe par ces points d'intersection et, comme les coefficients de
x* et y*® sont nuls, elle représente une hyperbole équilatére pas-
sant par les points de I'infin1 des axes sans passer par le centre
de C. Les normales en A’, B, R’, T" et les axes sont 6 tangentes
de la méme conique. On peut donc dive:

Etant données 8 normales de la conique C tangentes & une
conique P, si 4 de ces normales sont tangentes a une conique
tangente aux axes, il en est de méme des 4 autres.

Dans ce cas, si 1'on connait un point de chacun de ces deux
groupes, les 6 autres points peuvent étre construits au moyen
du cercle et de la conique C completement tracée.

On obtiendrait un théoréme analogue au précédent en suppo-
sant que la conique P soit une parabole tangente 4 I'un des axes.
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