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Bulletin de la Société Vaudoise des Sciences Naturelles.

Vol. XXV. N° 101. 1890.

FONCTIONS ABÉLIENNES DU GENRE 3

UN CAS PARTICULIER (suite)
PAR

H. AMSTEIN

Le problème de Jacobi.
L'existence de la relation

s' ft- A — 1 0

entre les variables s et z entraîne celle des trois intégrales
abéliennes de première espèce (comp, le n° 99 de ce bulletin, p. 9),

C* dz C* zdz f" dz

ti vii-z*)3 v v(i-zy i \/\-z>
dont la limite inférieure O est censée être dans la première nappe
de la surface de Riemann T'. L'intégrale w~ est elliptique et l'on
a vu (n° 99, p. 43 et suiv.) qu'il est possible de ramener aussi

wi et ws à des intégrales de même nature. En effet, la substitution

>* 4 % r s 1

s Vi-ï
transforme w, en

_« n dt
w. — e i I /

V vi —Z*

et la substitution

V^-c4

s \/l — zf ou z=\/\ — si

amène pour w, la forme

_ _
r* ds n ds ç» ds

__
r* ds

Wi~~ J V\AA^~J YYAJ> J fi-s'~ s J /l-s"i ' u ' o o
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d'où il suit.
C ds

h. — w, c-= i

ni

Ecrivant, pour simplifier, wt à la place de e 4 w, et wt à la
place de K2 — tvìì on voit que, d'après la notation de Gauss,
on a

£ sinlemn wl, s sinlemn w,, z sinlemn w..

(Dans la présente étude, les notations de Jacobi : sin am ce,

cos am x, A am x, de même que celles de Gauss : sinlemn x, etc.,
seront remplacées par les expressions plus simples sn x, cn x,
du x, conformément à l'usage établi par beaucoup d'auteurs.
Lorsque le module k n'est pas indiqué expressément, il est sous-
entendu que k^=i.)

Soit maintenant

''a dï
'C

s"

wA - wy) -, wA> I -f=-•JYi-e J/1-s4 oJ^

m P1 ds ,» Çsftds_ ,„. A* ds

J/l-9- J/l-S1 0^/l-
!„ o- f!i_^_ „,,») - Ç" dA

w (3) _ P8 dAL

\w>n-JfTAA>> "»'-J/û^' "'"-jj/w-
Si l'on introduit comme variables des intégrales v, ,uä, t>3,

définies par les congruences

l v. wA} + wA} + «V3),

vs «i.W + w2('2) + w2'3),

»5 tü,^+tü,<9)+«;,W,
le problème de Jacobi peut s'énoncer comme il suit : Etant données

les valeurs de vl,vt,v3, trouver algébriquement les
valeurs correspondantes de s,, zt (Ç,) ; ss, et (Çs) ; s3, z. (£3).

Or, il est évident que, lorsque les valeurs de vt, vt, v3 sont

connues, les valeurs correspondantes qu'affectent n'importe
quelles fonctions uniformes de ces variables, par exemple sn w,,
sn!«;,, snîo3, seront parfaitement déterminées. Il s'ensuit que



FONCTIONS ABÉLIENNES DU GENRE 3. 135

dans le cas actuel, le problème en question peut être ramené à
celui-ci : Etant données les quantités a, b, c, de telle sorte que

sn v, sn («;,(•) + wfî- ft- wtW) «,

sn v,. sn (tosm -h w%W + wA)) b,

sn«, sn (w30) + eea(*) + w3(3)) ^= c,

et en outre les six relations

«i

sn «>,(*) e* 5L^4!, sn'w.W H-sn'iff,(<) 1, (i) 1, 2, 3 ;
sn «;,(>) ' 2 3 ' w ' ' '

déterminer les 1) quantités sn«/'), snw2W, snw>3<'), (i) l, 2, 3.

On reconnaît immédiatement que les 9 inconnues se réduisent
facilement à 3, par exemple à snw30), snw3(-), snMs(:i). La possibilité

de la solution étant ainsi hors de doute, on prévoit que la
solution elle-même dépend, en dernier lieu, d'une équation du
3e degré dont les racines sont les valeurs cherchées de zt, zï, z3.

Voici comment on pourrait poser les premiers jalons sur la
voie qui, théoriquement, aboutit au but désiré. Soit, pour abréger

l'écriture

pi sn jflj('), qi cn «;,(»), n dn «;,(*), i 1, 2, 3.

L'application du théorème relatif à l'addition des fonctions
elliptiques donne d'abord

-w+<«»-**£***.
puis

sn (w30) + w3W ft- w3<3)) c

_sn(z(;3(1)-f-w3(-,))cnM;3(:^di]M;3(3)+siw3(3)cn(M;3(1)+tÜ3(i))dB(w3(1)+M;3(ä)j_
~ 1 -f- sn2 (wJAi + wA)) snsw30) ~
(l+p{'%-)(plqirA+pAq,rftq3r3-{-p3{qlqt-ptpirtrft(r,rtft-plpîqiqi)

(ift-P^p^y- ¦+¦ (p&rtft-p^r.yp,*

ou bien, en chassant le dénominateur et en ordonnant

Q-r,q3r3 (P, ft-p.W) ft- W\q3r3 (pt ft-pftp*) -+-

ft- q,rtqj\ (p3 — pt*pftp3 — 2cplpîpiî)
c [(1 ft-p.-p.-y- +2ViV2*V +2>«*/V2,V,s] —
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Si l'on pose encore pour simplifier

Pi ft-PiW =&, P. ft-piW B

P, — PiWPz— 2cp, ptp^ — C,

c [(i ft-PiWY +Pi"p»%%* ft-P-Wqi*rA\ -
— Pi P.P. (2.V — rtW) D,

les quantités A, B, C, D sont des fonctions rationnelles de j?,,
Pi > Pi i c'est-à-dire de et, st, z3, car

ff.V,1 1 —jp,4, q^ \-Pi\ q3'r3* l-p3\
qtV 0 -iv) (i -i>*2), ^«V (i -h?,2) (i +*,')

et l'équation précédente peut s'écrire

kqtrtq3rt + Bqlriqir. ft- Cqtr,qtrt D.

En la mettant sous la forme

i. [A'j,v,w + B^v,v.s - c»9l«r.W - d«]'

4îtV.Vr,1 [ABg3V + CD]2,

on reconnaît que cette dernière équation est rationnelle en

si zi i zî-
D'une manière analogue, on obtient encore deux autres équations

pour z,, et, z3. En effet, si l'on attribue aux quantités p,
q, r la signification

Pi snw,W, qi cn wA, n dn wt('\ i 1, 2, 3

et que l'on remplace dans les équations précédentes c par b, on
obtient d'abord une équation II" en tout semblable à l'équation I,
à cela près qu'elle est rationnelle en s,, ss, s3. A l'aide de la
relation sftft-zft — 1 =0 on peut encore la transformer en une
équation II, rationnelle en z,, #2, z3.

Enfin, si p, 2, r signifient

pi sn «;,(*), <fr cn «;,(«'), y» dn w,W, i 1, 2, 3

et que l'on remplace c par a, on arrive d'abord à une équation
rationnelle en Ç,, Ç,, Ç3 que l'on peut ensuite, au moyen des re-
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ni

lations Çi=e — Si'-ft-zft—1=0 ramener à une équation III,
Si

également rationnelle en z,, zt, z3.
On est ainsi en possession de trois équations

I-/i(*i,Si,*>) 0, IL/,(*,,*,,*,) <), III./,(*,, *„*,) (>

qui permettent de déterminer z., et, z3 en fonction de a, 6, c, et
l'on sait qu'on n'obtiendra qu'un système de valeurs admissibles

pour les trois inconnues.
Les quantités zt, za, z3 une fois connues, on trouve sans

difficulté les valeurs correspondantes de st, s^, s3. On a, en effet,

Si mi y 1—#j4, où »Wj ± 1, ± i, suivant la nappe dans

laquelle est situé le point Zi, et ces facteurs nu se déterminent
aisément en substituant s,, s2, s3 dans l'équation II".

Un autre procédé aboutissant à la solution est celui-ci. En
opérant une permutation circulaire sur les indices des quantités p,
q, r dans l'équation I, on forme deux autres équations 1° et I6 et
les trois équations I, la lb ajoutées membre à membre donnent
lieu à une nouvelle équation symétrique en z,, zi, z3. D'une
manière analogue et répondant aux données b et a, on pourra
établir encore deux autres équations dont l'une est symétrique
en s,, s2, s3 et l'autre symétrique en £,, Ç,, Ç3. Celles-ci se

tranforment aisément en équations symétriques par rapport aux
mêmes inconnues zt, zt, z3. A l'aide de ces trois équations, il
doit alors être possible de former une seule équation du 3e degré
en z, dont les racines sont précisément les valeurs cherchées de

z,, Za, z3. Les valeurs correspondantes de s,, s,, s3 se trouvent
ensuite comme dans la solution précédente.

Vu la longueur des formules, il ne paraît d'ailleurs guère
possible d'effectuer réellement les calculs qui viennent d'être indiqués

sommairement.

Quand on passe du sinani aux fonctions # de Jacobi et
viceversa au moyen de la formule

r- /2Kx \ &,(x,q)
y k sinam k) —-—-\ 7z ¦ J i>tx,qy
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OÙ

K
Ö
J Y, — k" sin*cp

' J fl - !A sin2cp
'

2jLc_ Ç9 df
* ~V /l — ¥ sin2 <p

'

7s» + Ä'2 1, 2 e-4

le paramètre q joue un rôle important. Dans la suite, la
connaissance de cette quantité sera très utile, sinon indispensable,
de sorte qu'il vaut certainement la peine d'en calculer la valeur

pour le cas particulier k i, k' Y2 ¦

On a déjà trouvé (n° 99, p. 49)

_
p1 dz 1_ r2 dy

J Yï=? ~ V2 J
r
fl — z1 ~ Y2 J Y\ - | shTL

K | ^=^^ =-4= I-r=^= K3

o ' 'o T

et l'intégrale K' s'obtient de la manière suivante : On a

Tt 1t

dtp ri dy
J /(1—£T«)(1—2*?) J /î^2sin29 J /l- • 2 sin* <p

J yi— 2sin«<p J )/lLL_2sin2cp J y2sins<p—1

Si, dans l'intégrale A, on substitue

sin <1> 1 cos d/ d<l>

sin cp —— d ou cto =¦ -— ¦'
Y2 K2 Kl— fsin2^

il vient
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p* dy 1_ ç\ cos ty cfy

J yT^2sÄ^>~y2J Y\— Isin7^ /l—sisin2<J/

_ l_f5 # K
/2J /l —|sin^

tandis que l'intégrale B, à l'aide de la substitution y=-\iz— y.
se transforme en

- Tt

Ç* dy _ _ Ç° dy, =Çt- d(Pi ^y
/2sinsç> —1 J /2cosätp,—1 J >/ÏLl2 sin«<p,

3'

4 4

Il s'ensuit que
K' (l-i)K3

et par conséquent

K' (l-t)K,—1t -jr- —Tt ~ —TtU—t; —it
gr=e K=e k. =e — e

Le problème de Riemann.

Soient v,, v,, fl3 des variables définies comme fonctions des

trois points £, (s,, *,), £. (sä, st), £3 (s3, z3) par la congruence

(À dwh ft- j "dwh ft- j dw/, M (v,, fl2, v3),

«] «2 «3

où w,, Wa. t«3 signifient trois intégrales abéliennes de première
espèce, dont les modules de périodicité sont &,('), IcA, kß.
Conformément à la notion de la congruence, à un seul système de

points H,, 'iiAii correspond une infinité de valeurs de v,, vt,v3,
comprises dans l'expression

/ 3 i=6 \
[h{vhft- 2. mi kh 0)1,

i=l
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où mu ms,... m6 désignent des nombres entiers quelconques. Or,
une fonction des variables v,, v,, v3, uniforme et en général
continue, possédant les six périodes &,(*'), &,W, /^*), est aussi une
fonction uniforme des points £,,£,,£,. Ceci établi, le problème
de Riemann peut s'énoncer comme il suit : Etant données des
fonctions à six périodes des variables vl,vt,v3, on demande de
les représenter algébriquement par les valeurs qu'affectent s et z
dans les trois points £,,£,,£,. (Comp. Weber, p. 62.)

Au lieu d'aborder immédiatement la solution de ce problème
fondamental et de former les fonctions # avec les intégrales
normales w,, w3, u3, il est préférable de passer d'abord, à l'aide
d'une transformation du 2d degré, à d'autres-intégrales
normales w'„ «'„ u'3 qui, introduites dans les fonctions #, permettent
la décomposition de ces fonctions en trois fonctions S- elliptiques.
A cet effet, il est nécessaire d'établir en premier lieu les
formules générales pour la transformation des fonctions abéliennes
du genre 3.

Soient wt, wt, w3 les trois intégrales de première espèce données

et

w, w« w.
A,fl> B,W A,«) B,W A,(3) Bt(3)

AS(D B,0) A2(2) Bs(ä) As(3) B4(3>

A3(D B3(») A,M B,W A,W B,(8)

leurs modules de périodicité, soient Wj'. Wj', w3' les intégrales
transformées et

w, «»,' w3 '

C,(D D,(» C,<*» D,« C,*3) D,(3)

C,(D D,0 C>) D.W Cs<3) D2<3)

c3« D.C) C.-*> D,M C3'3) D3(3)

leurs modules de périodicité; soient enfin «t,, ut, w3 les intégrales
normales de première espèce du système primitif, définies par
les équations

l niwl A,C)u, ft- A.OMj + AjlO«,

(a) l 5tìw2= A,*'2)«, + AA'Ui ft- AjW«,

otw3 A/3)«, -+- As(3)w2 -+- Aj(3)«5
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et w',,m'2,m'3 les intégrales normales de première espèce du
système transformé, données par les équations

f TtiiV, C,(U u\ ft- Ct0)ii'a ft- CAA's
(b) Ì A iv', C,(*) W, ft- CA) w, ft- C3(ä) w.

{ mw\ CAhi', ft- C2(3)m'2 + Chit's
Posant pour abréger

A,(U, A2«), A5(U

A,('2), A,(2), A5K> =1)
A,(3), A2(3), A5(3>

et d'une manière analogue

C.d), 0,(0, C5(U

C,P), CA), Cß »'.

C/3), C2(3), C3(3)

on tire des équations (a) et (b)

j .iv,, A2C), As(1, / w\, 0,(1), C,C)

W,, Aa(ä), As(5) I lt', — M>'2 C,«, CSP)

?£>,, A,l-V, A.l-V | tp'S) C2(3), C5(3)

Ttl

D

Ccj{w2=-f
OT

D

¦Kl

D

A,0), w,, A,«1) ] .0,0, w',,C3(i)i

A, <«), w,, AA) (d)lu'A ^ 0,(2), w',, C,(*) [,

A/3), „,„ a5(3) C,«), w\, C5(3);

A,«, A,d), «o, C,(i), C2d), w',
Tri

\ u, - A,(»), A,f*), wt W, ^ C,(s), C,», «;',

A,(3), A2(3),t«;3 \ C,<3), C,®, w,
Les modules a» des fonctions ^ relatives au système primitif

sont déterminés par les équations

riBk(i) A,(%ih + A2(i)a2h + A5(%3h

(e) \ Tti Bi,(2) A,(%ih + A2(%ah + A5(%:lh

niBiP) AA)aih ft- AAki-iu + A.(%:lh, h 1, 2, 3

et les modules fck des fonctions & relatives au système transformé

par les équations analogues
10
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tv, — a, w + 6, W'a ft- Ci iv\ + 9
w.. a._ IV' ft-bt IV\ ft- Ca. W\ ft- 9

w, a- w ft-h W'a + cz W'z + 9

f TtiBA) C,W6ih + C2(DÔ3h + C5(D63h

(f) Ttivh® c,w&ih + CAAih + c,m3h
TtiW3) C,(3)6lh + Cs<3)&2h + C,(3)63h h 1, 2, 3.

Or, il s'agit actuellement d'opérer la transformation de façon
qu'on ait

(1)

où g,, gì, g?, signifient des constantes et les ai, bi, a des

multiplicateurs quelconques.

A partir d'ici, on peut suivre presque textuellement le
raisonnement qui se trouve développé dans le mémoire de M. L. Königsberger

intitulé : « Ueber die Transformation der Abel'schen
Functionen erster Ordnung. » (Borchardt's Journal für die reine
und angewandte Mathematik, tome 65, p. 335 à 358.)

Si dans les équations (1) on augmente les intégrales w,, w'a_,

w\ des modules de périodicité 0,0), C,(ä), C,(3) multipliés la
première fois par u, et la seconde fois par v, et que l'on désigne les
valeurs correspondantes des intégrales normales u'i dans le
premier cas par v'i, dans le second cas par Vi, on obtient les deux
systèmes d'équations

I (Ttiw,)
\==mlalw',ft-blw\ft-clw'.öft-a1tx,CAft-b,[j.lC,('2)ft-csiJ.,CA)ft-g,}
l=A,(iV,-r-A2(iVä+A5(iV5,

ÏTtÎW^)

(2) (=7T j[a2w',+&2tü'ä-f-c2w'5-r-a2p.,C1(')+oiy.1C,(-)+ c2//,C,(3)-r-</2]

=A,(%'1-r-A2<%'2+A-(%'3,

(itiw-ft
¦¦mla^v',ft-bsw'AAcsw'zft-a^iGi(])ft-b,u.,CA)-^cz'j.,CA)ft-gz]==
:A,<:%',+A2(BV2+A5(3V3;
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{Tti IV,)

^=ni{a{w\-^b,iv\ft-ciw'-ft-a,v,CAft-btV,CAl+c^,CA)ft-g,^
A,(DJ;1-)-Aä(l)t;J+As(l)vS)

(nitvft
(3) /= m'[asit;',+i2«(;'3+c2t(;':s-l-a2v,C1(i)4-ò2v,C1(2)+c2v,C,(3 )ft-gt]

A,(%,+A2(%2-r-A3(%3,

(niwft
ni [a3w',+&3««'s+c5tü'5+rt5Vi01(d)+b3v,C1('-,)-}-c3vlC,(3) + <73]

A,(%,+A2(%2+A3(%3.

Dix autres systèmes d'équations analogues s'obtiendraient en
faisant intervenir successivement les modules de périodicité
C,(»), C3('), D,('), BA), D-(') et en même temps d'autres facteurs
C-t n v2 i P-5 » v3 j Au v'i î ftft, v't '¦> Ani v>7, et enfin d'autres quantités

v. Si l'on retranche les équations du système (3) des équations

correspondantes du système (2), il vient

f ni (p., - v,) [a,C1(') + &,01(--,) + c1C1(3)]

A,(» (v, - v,) ft- AA) (V, - vft ft- A,(D (V, - vft

niftix, — v,) [0,0,(1) + ^c,(5) + c20,(3)]

a,(2) (v, - v,)ft- A,P) (V, - v,) ft- A3(2) (v,- vft

™ 0*, - '•'O [a,Ç,(i) + 6,C,(») + c3C,CT]

A,(3> (v, -v,)ft- AA (»', — »,) + A3(3> (w,~ »,)

Or, M. Königsberger démontre (p. 343 du travail cité) que
les différences des quantités v doivent être de la forme

(4)

l V j — Va — 7.,,

\ «'3 — v3 r31

>•„ ot + s„ a,, + s21 a,.2 -H s3l a,3

(5) < v'„_ — v3 r.,, r.i ft- s„ a,, + s2, a.,2 + s3I a23

ot -f- s,, a3i -f- s21 ö32 -+- s31 w33,

où les n, et s(-, signifient des nombres entiers quelconques. En
d'autres termes, ces différences doivent être égales à un système
de périodes des fonctions & que l'on peut former avec les
intégrales normales données u,, ut, u3. Des équations analogues
existent pour les différences des autres quantités v.
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Ecrivant pour abréger

jj-i — v» m, ,«-2 — v± mt u.3 —v3=z m3,

y.,' — v', m\ A'- — v«' m'a i As — v'3 m'3.

et posant, afin d'obtenir le facteur commun ni,
aue r.i Tjk, bik ni t'a

les équations (4) et leurs analogues, à l'aide des relations (5),
peuvent se mettre sous la forme

im [akCi O + bhCi ('•') + ChC-, P)]

\=A,(|0[/-1i+i'1ir1,+s2iT1.i+S3ir13]+A2(h)[r1i4-stiT2,+säir224-S3iTi3]-
A3{h)[v3i +5,173,4-6%; T32+s3i r33]

[tj) '
m'i [ahDi (D + bhDi ('-') ft- chDi (¦')]

\A^Ar\i+s\ir{,+s\jr,ì-+s\irl3]ft-y\A)[r\j-^s\iTitft-s\irììft-s'3ii..,
h A3(h)[r'3i -j-s\ir3l-+- s'2i t32 + s'3i r33].

Les indices h et i devant prendre successivement les valeurs
1, 2, 3, ces deux équations représentent en tout 18 équations
différentes répondant aux combinaisons 1,1, 1,2, 1,3; 2,1, 2,2,
2,3; 3,1, 3,2, 3,3.

L'écriture sera encore simplifiée, si l'on multiplie les équations

précédentes respectivement par n\ m3, m, m3, m, m,
«/.,m'3, m',, m'3, m', m',, suivant que leur premier membre est
déjà muni du facteur m,,mt,m3, m',, m\, m'3. Posant encore

/ mm3n ,=p;,, iiitn^Si ,=er,-,, m'tm'3r'i ,-=p'i,, m\m'3s'i ,=ff'ï,,
| /w,/H3r, A=pi 2, m,m3Si 2=(7i s, m'tm'3r'i ,=p'i 2, m',m'3s'i %=a'i 3,

{ m,m»ri3==o;3, m^n^i 3=ai 2, m,'m'tr'i 3—p'i 3, m',m'Ai 3=a\ 3 ;

j wjk pik -f- ff,kTi, + ff,k 7; 2 + a3\iti 3,

w'ik p'ik-f-a',k~iift-ff'2kTi, + a'3k?i3,i= l)2i3'>&=1,2,3

les équations (6) présentent finalement la forme

; m, m, W23 [ahCi (D + &hCi P) + chCi (3) 2 Ak(Uc,ki,
\ k=l,2,8

(8) '
/ »'.«'„«»'JohDi (D + 6hDi ('-') + 6'hDi (3) S AkC'wM,

k= 1,2,3
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De ces équations, on tire aisément les 18 modules de périodicité

Ci(h) et D;(h) des intégrales transformées w\, exprimés
en fonction des modules de périodicité primitifs Ai<h) et des

multiplicateurs ai, bi, a. Si l'on désigne par § le déterminant
(a,, b±, c3), on trouve successivement

m,m./«3r5Ci(i):

m,msm3§Oi (¦-') ;

(9)

m,mäm3t5C; (3) :

m!,trim'$DA)

m',m'M'3Wi «

¦m'.-ni'.,m'Ai)A) —

-Ak(i)ww, bt, c,
k

•SAk^Mki, bt, Cj
k

^Ak(3)»ki, b3, c3
k

«,,-AkOwki, c,
k

a2, 2Ak(*>ww, c2
k

a3, ZAkWwu, t'3
k

a,, b,, XAk(i)wki
k

a.,, &., 2AA)totì
k

a-0, b3,2AïW<oy.i

2AA)(óu, b,, c,
k

-SAk^Wk,-, &2, e2
k

•2Akl3)û)'k; b3, c3
k

a,, 2Ak(Dw'ki, c,
k

a2,^AkWwi(-,c2
k

a3, -£Ak(3Wk;, c3
k

a,, b,, -AkC'oJki
k

a.,,62,-Ak('''«'ki
k

a3,b3, -Ak(3)w'k.
k
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Les équations (f) fournissent les modules r',- k des fonctions
d- transformées. Vu la longueur des formules, il paraît utile de

déterminer séparément d'abord le dénominateur commun à ces

quantités et ensuite leurs numérateurs.

Le dénominateur commun est donné par le déterminant

w,3m23m33r33D' m,3m23ms35

SAk(i)«ks, b,, c,

C,(D, Csd), C3(D

CA), CA), CA)

0,(3), O,®, C,®

-2Ak(i)wk,, b,, c,
k

-SAk(3)fc>k,, è2, c2

-Ak3)«k,, b3,
k

a,, -5Ak««kl, c,
k

a,, ^Ak'^Wk,, c»
k

as, ^Ak(3)wk,, cs
k

a,, b,,^AkOc^k,
k

a,, b,, — Ak('-)wk,
k

a3, b3, .SAk(3)»k,
k

^Ak^o'k.,, bt, c»

k

^Ak(:i)»k2. b«, c3
k

a,, -2Ak<i)Mk.,, c,
k

a„, -2Ak ?>«k2, c,
k

a3, -2Ak(%)k,, c3
k

a,, b,, ^Ak(!)wk2
k

a,, bt, X\k(-'wk,
k

a, A3- -Ak(:J)wk2

-Ak(')(«k3, b,, c,
k

-Ak(-)<"k3 br Ca

k

¦£Ak(3)«k3, b*, c3
k

a,, ^AkOwitj, «i
k

a-2, ^Ak'^f'ka, c2
k

a3, ^Ak<3)wk3, c3
k

«,, &,, -2Ak(nWk3
k

a,, h, -Ak(-)wk3
k

'"'"ks

qui se décompose en ces deux facteurs :

•2Ak<iiwkl, 2AkWwkl, 2AA)<"\,
k k k

^AkOwko, -5Ak«wk., ^Ak<3)«k.
k k k

2Ak(i)ft)k3, ^Ak '-')wk3, ^Ak(3)wk3
k k k

&,,C,

bn, C5

6,,c,
&3,C5

i
6,,c,
b*,c»

Oi, Ca. «i,C, _|a,,c,
«5,C5 «3,C3 la2,c,

a.,b%

«3 &3
»

a,,b,
a3,b-a

î
a,,b,

a,,bî



FONCTIONS ABÉLIENNES DU GENRE 3.

dont le premier peut s'écrire sous la forme d'un produit

147

A.W, A,(D, A,(D

A,(2), A,(«), A,W

A,I»), A.(3), A,(»)

m. w„ li>,'il > "'2)1 •"*¦¦

Wl2, «,2, W32

tandis que le second §2, en vertu d'un théorème bien connu
sur les déterminants adjoints.

Si l'on pose, comme précédemment, (A,0), A2P), A5(3)) D

et en outre

ß,

on a finalement

D'
Dß

w«,3ms3»w33r5
'

Pour les 9 numérateurs on obtient d'une manière analogue

D;(i), C2('),05(i)

BA), CA), CM

Di(3),02(3),C3((3)

C,(D, Did), C,0)

C,(*>, D^l.C,«
CA), BAs, Cß

C,(i), C2(i), Did)

0,(s),C2(ä),Di(2)

O.o), 0,(3), D,o)

D

wï,2m22m32 m',w'2m'5S

D

W ,i W 2Î W 3Î

mfmftm* m!\ml'tml',5

D

m,-m^mz m ,m ,m sà

' |»"t W2Ìt W3Î

Wäl '

W ,j ft) „ï O) 3i

de sorte que les formules définitives qui permettent de passer
des modules r,k aux modules t'i\, deviennent
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1

s S
w

Cri

S. g g
t«

** ** —

to s. g £
1«

¦* - -
s. g £

Ol
"* k« ***

1

s
s

s
bi w

g g S

- - -
to g

¦s
g s

IC

u
— «• ¦*

g S. g
w — —

to

s s

1

s

»
s

W
* M

C1

IC i-j
- -* •*

C
to

- •* -*

C C
Ol

ts i* **

s
1

s
S s

s s
M w

g o
IC

J r •*

-r ç
to uT

OI
¦* — ¦*

S £ g

s
1

s s
s s

w
ç.

— it —

„ -
to g

t»
g

w tu
«• — -¦

g g g
w K)

1 ^

"* lb

«£

il
C1

-• "* ¦*

g C
to IS

K>
** *• -*

g C

»© h-

1

"» •*.

s §
te

s
M

W

g O

*• J -*

g î?
to I«

Ol
¦* "• —

c- g
U) W *"

1

s S

S ï|

sr S
w

g g s.
tu u

— •* ¦*

to g g
¦fi

s.
1«

-» -• **

JT s s.
U) '* w

En ce qui concerne les intégrales normales transformées, il
s'agit d'abord d'établir des relations entre ces quantités et les
intégrales normales primitives. Or, d'une part on a
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ni Wi=A,(') u, ft- AAA, + As(')ws,

d'autre part les équations (1) et (b) donnent

niWi ni [aiw',ft-biw\ ft- aw\ ft-gi]
=ai LC1(i»wI+C10)tt'i+C1(i)M'1]+6i [C,(%\+C2(%'2+C3(%'3]+

+ a [C,(%', -f- C,(%'s + Cßu';,] ft- ni gi

[ai C,d) + h C,« -{-a C,(3)>',-r-[a; 0,(0 ft-bi C.W + a C2(3)>'2+

+ [ai C5d) + bi CA) ft- Ci C3(3>] u\+ nigi.
Si l'on égale les seconds membres de ces équations et que

l'on répartisse encore les trois constantes nig,, nigî, nig3 sur
les variables u,, ut, uz, on obtient

[ai C,d) + &i O, P) + Ci C,(3)]M', + [o,- 0,(1)+6i Ca0» + c« C2(3)]w'2 +
+ [a, C3(D + bi CA) + a CA)y3

A,« (m, — s,) + AtW(M, — s,) + A3W (w, - g,), i= 1,2, 3.

A ces équations, en y substituant les valeurs des sommes

ai Ckd) + bi CA) ft- Ci 0k(3) que l'on tire des relations (8), on peut
donner la forme suivante :

u', .SAkdW, +«', 2 Ak(i-'ftjk2 +M'32Ak(i)ojk3
k k k

mtmtm3[A,W(ut — e,) + A,(')(«s — e2) + A,(')(ws — s3)]

u\ ^Ak(-)ft)k, +w'.,^Ak('2)wk2 + M'3^Ak(-)ft)k3
k k k

m,m.m3[AA)(u, — e,) ft- A2(2)(wä — eft ft- A3(8)(w3 — e3)]

W, 2 Ak(3)m, + u't 2 Ak(3)wk2 + u\ 2 Ak(3) Wk,
k k k

»».»«^[A.^M, — £,) + A2(3)(M, — £,) + Aj(:,)(«s — c3)]

Au moyen de ces équations on établit facilement les formules
qui donnent les variables u'i en fonction des w,-. En effet, le
dénominateur commun aux trois intégrales u'% devient

2AA>Mk,, 2AA)(û\Ci, ^Ak(')wk3
k k k

2Ak(*)wkl, 2AA)oi\t, -Ak(i)wk3
k k k

2AAAk,, 2AA)ü)^ 2AAAy3
k k k

11

A,d>,A2(0,A3<i) wn,w2,,w31 \
A,W,A2W,A3W wlî,«la,Wss D il

A1(3),A2(3)!A3(3) WI31WS3>W»3
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Abstraction faite du facteur m,mtm3, le numérateur de u\ a

pour expression

A,(i)(M,—e,)+A.(D(M,—eâ)+A3d((M-£3), 2Ak(i)Wks) 2AkdW3
k k

AAKu,-e,)ft-AAKu—e1)+A,W(f«, -e,), 2Ak('%k2, ^Ak(ä)Wk3
k k

A,(3)(M, -£,)+A2(3)(m4—e,)+A,(3)(«,—£,), 2Ak(3W., -2Ak(3W3
k k

A,d),A2(D,A30)

A,», A,P), A,(«)

A/3), A.00, A,W) ,.,1:,, „„, „,„
D'une manière analogue on trouve'pour le numérateur de iï,

W,— £, M, £2 M3 £3

W.o ft)*. w 32

&). W.,, û),

=D
W, £, M, £2 W3—£s

W3 2

w,

D

w. O).. ft).11 t ""21 1

U, £, w2— £, 2*3 £3

ft),,, ft)»,, ft),.13 t "'23I
et pour le numérateur de u's

B û).

lt,—c, t*2—£, iai3—£3

de sorte que l'on a finalement

(lï)ur ,-=mlm1m«

U, — £, ?t2-£2 «S—£3

W12t Ö922 j W32

W,3. W2 3. W33

ß

et 3=m4m2M»3

M',=m,msm3

«m W21, W3I

M,—S, t*2 £-2 «3—£3

W13t W23. W33

n

»H. 0)21, WM

W121 M22t W32

M,—e, Ut £2, «3—£3

ß

Enfin, en admettant que l'on connaisse les nombres de
transformation p, (T, p', tr'et les modules de périodicité Cj(h), les
relations (8) fournissent encore les valeurs suivantes pour les
multiplicateurs a,-, bi, a :
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(12)Oi

^AkWMkn 0,^,0,(3)
k

2Ak(')û)k2,Cs(2), 0,(3)
k

J2AkdW3,C3K>,C3(3)
k

»î,jw2»w3D' ,bi

C,(»,2AkW(Bk,, C/3)
k

C2('),^Ak(0û,k2,C2(3)
k

C3W,2AA)m3,CA.
k

îm,to,»»3D'

CA),CA>,2AkOwi,
k

C2d),C,('2),^Aï(0Wk2
k

Cs(i),C3('2),^AkWû)k3
k

Ci — ~

m,m,m3B'

Ces formules vont maintenant être appliquées au cas d'une
transformation du second degré. Si l'on dispose les nombres
entiers çjk, cïk, Q'ik, a'ik de la manière suivante :

*'« a'lt ^'dS — ff13 -~a,-À -- «U

«',. a 22 - «r 25 — ff23 -- ff,2 -- ffn
c'a <r'„ ^'bb — ff33 -- ff32 -- «m

—q'm —e'ss — Ç 33 ?33 ?32 eu
— 9i. — e'is "!>¦ i

Qk ?22 Qu

a 12 — q is ;

on sait que dans le cas d'une transformation du second degré
leur déterminant doit être 23 et qu'en outre il faut les choisir
de façon à satisfaire aux trois conditions

(m) r',A r',„ t',3 t'31, r'23 r'32.

Ces égalités se décomposent en général en un grand nombre
(60) de conditions partielles, à moins, toutefois, qu'il n'existe
entre les modules donnés d'autres relations que celles-ci :

'21 -13 -31) "23 "

Or, dans le cas particulier qui fait l'objet de cette étude, il a
déjà été trouvé (n° 99, p. 17)
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rt,=^l4(l+2i), r,2=,2,=^=-i(3+0, ^J^+2Ï),
)3=r51=^|=^l-3,),,,3=r32=^4(l+2i),r33=5=-?(l-3i),
de sorte que l'on a par exemple

?u r22 2r 3 t ^33 -2r 3 - 2iT,2,

r 2
12

9

5V -*) — A„, ^ii ^23"-^12 ^13=0,

' 2

3

o
-=(2--i):=htl, rä2 ^"13--^12 ^23 4(3+*)= «~13,

J ^23_ -1
J ^33^12 ^13^23 F.A àl)=

T T T'il '12 -13

^211 7221 ^23

^31 1 ^32 î ^33

-?(l+2i) -

IL s'ensuit que le nombre des équations provenant des conditions

C»W/ est considérablement diminué.
Les nombres qui paraissent le mieux répondre au but

proposé, sont les suivants :

1 0-1 1 2 0 0
0 0 —1 1 1 — 1

0 — 1 0 j 1 1 1

0 0 — 1 j 1 --1—1
0 — 1 0 — 1 1 —1
0 0 0 0 0 2

Leur déterminant est effectivement 8, et l'on se convainc
aisément, en calculant les modules %'i\, qu'ils satisfont aux
conditions (m). Dans la suite on prendra donc

—l,ff',2— 0,ff'13rr—l|ffd3=—2,ff,2r= 0,aH= 0,

2,=0,ff'22= 0,ff'25=:—ljtf15=—l,ff„=—l,ffM= 1,

3i=°t o'^——1, <y\-o=- 0 l ff33=—1, ff32=—1, a5i=—1,

h=0,q'zì!= 0, ç33= 1<?33= lt Qn=—1. Qu=—1
21=:0, ç»'22= 1,^23= 0 ç23= — 1, p22= l,çn=—1
1i=0,?'i2= 0,?.3= 0|?i3= 0t?i2= 0, ?ji= 2.
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Avant de procéder à l'évaluation des différentes quantités qui
entrent dans ce problème et afin de faciliter les calculs
ultérieurs, il ne sera pas inutile de rappeler à cet endroit les valeurs
des modules de périodicité primitifs (n° 99, p. 14).

w,

A,(D 2(1 — i)K,
A2(D — 2 K,
AS(D= 2K,

B,(')= 4K,
B2(D — 2 K,

B3d) _2K,
w.

A,W 0

As(*) — 2(1+*)K,
A,P)= 2(1-»)K,

B,('2) 0

BA) 2 (1 — i) K2

B3(5) 2(1 + J)KS

w,

A, (3)= 4iK3
A2(3) -2(l-i)K5
A3(3)r= 2(l+i)K3

B,<3)=» 0

B2(3) -2(l + i)K3
B3(3) -2(1-*)K3

K, K3 K, K, E/2 .(I.e. p. 49).

Maintenant les quantités w;k et w'ik deviennent en vertu des

formules (7)

«,,= 5(3 + 0 «2, -
2

-5(2-0
•) 9

ft), 5-(l + 2t) ft)„ .-(1 — 30

2 •)

«13 --5(l + 20 «23 ---0 + 20
J [

ft)'l1 5(1 + 20 «21 =--5(3+0
1

ft) 1 2 --J-d-30 ft)22 -5(2-0

ft)'
13 î(l-30 r

Û)23 ; §(1-30

«»,=—5(1-1-2»)

«„=-5(1+20

«33= 5(2 — 0

„'„= 5(1-30

«\.= 5(1 — 3»)

5 (3 + 0-
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Posant

m,mim3 m',m\m'3 2,

les formules (10) donnent

1 + *
' Il • 22 ' 33 f)

r' —r' r' r' r' =zi' — 0' 12 ' 21 ' 13 ' 31 ' S3 l 32 u •

Par suite des formules (11), les intégrales normales transformées

s'obtiennent d'abord sous la forme

r \ 1+*/ >i
1 + * \u,, (m, — s,) g—\u* — si) "I â- ("s — ss)

«i= —2—("2 — ^2) g-(«3 —s5)

\ u'3 — i(u, — s,) y— (ws — £2)H 2~(«5— £3)

et si, à l'aide des formules qui se trouvent à la page 17 du n° 99,
on y substitue encore les valeurs des in en fonction des

intégrales primitives Wi, elles deviennent

— lft-i 1 + t lft-iu'= 7r4K/Yw' +L-£.+-2-^ ô—£3]

7TÌ 1 + i 1 — i
u'* — TKWî +i 2~~ c"sH—2~£J

Tri r 1 — i 1+*.,m3= 4-jf w3 + [— ï£,-| 2~—£, 2—£J

Jusqu'ici les constantes £i sont restées complètement
arbitraires. On les déterminera par les conditions suivantes qui se

justifieront plus tard d'elles-mêmes :

/ .1+t 1+;
• e, ^— £3 0

2

lft-i 1 — i ni
2 "2+ 2 £3— 4

• i—j L+Ì ft.— k, H 2— £s 2—s*= '
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on en tire

£«=2ö(2—o,£ä=—2ô(3+o,£3=—-nj(2—0

et l'on a par suite

/ lft-i lft-i —lft-iI U', M, h—u*ft K—n3 n T=-w.
\ 2 2 4K/2

1 + i l—i ni ni ni
M'» — 2 **» 2 **3 + "Z" — XT? ^"2 X"

1 — i lft-i ni
u 3 — lu, Ö Ms H ô **3 — ÏK *"3

Avec ces nouvelles variables u'i et les modules correspondants

i, t, r, ¦ L+J L—j
6,, o22 o33 m —2— 2— ^ '

bt, b,3 b}3 — 0

on peut maintenant former la fonction # fondamentale. Dans
le cas actuel, l'équation de définition

d-(u'„u\,u'3)=
&iiMi2+2bi2Wi«î-r-bîjw22+2b,3w1n5+26,5n2n,+633«5ï+2(n,u',+»ttu'2+n3M,s)

2 e

«l>«2>n3

prend la forme

*«',,*'„«'.)= 2 -/¥(«.ä+^ä+<)+2(«.«',+n2«'2+n3«'5)
ttj,n3,n3

1 i a n f 1 î a.r» 1 i
v"r7r~â"M« +2mim i v^T"! +2w»M2 ^T^—(
j£ c ^ c- aZ cr

Si l'on pose
l—i

e =2,, u',=iv',, u\=iv't, m's=h/5,
il vient

n,- 2n,t>',i n,s 2«2v'2i n.s 2w3»/3i
(13) &(u,'u'ìu'3)=2q, e 2q, e 2q, e

"

n, ns n3

-i>z(v't i qi)&7,(v't, q,) OSA'*, q,)
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et l'on reconnaît, ainsi qu'il a été prévu, que dans ce cas les
fonctions y- abéliennes se décomposent en un produit de trois
fonctions S- elliptiques.

Il convient de modifier le module et les arguments de ces
fonctions. Au moyen de la formule (Comp. Enneper, Elliptische
Functionen, p. 304)

Yi.-k ^5(o, q) M* ,Yq)=Hx, qf - *.(*, qT

on passera d'abord au module double, ou, ce qui revient au
même, on remplacera q, par q,' q, de sorte que

i)(u'tW\u'z) ¦¦

v*(o.qY(Yi - kft

,[$(v'„ qy-»,(v'„ q)*JW„ qy-^iv',, qf][^(v'3, 2)2-#,K, q 2J,

où q e Cette quantité ne devant plus être changée,
dorénavant elle ne sera plus indiquée expressément ; il en sera
de même de l'argument 0. La seconde transformation, destinée
à substituer aux arguments v'i leur double 2 v'i, consiste dans

l'application des formules (Enneper, p. 295)

V (x)' =-= l/&z*&t(2x) — #t3&*.(2x) ft- &*#{2x),

^l(xy=j=. l/#5s#3(2rr) - V-ft-d-ßx) — ü*3(2x).

Si l'on pose, pour abréger,

2v', v,, 2v'a_ v2, 2v'3 v3,

de sorte que '

v, — 2iu\, v» — 2m',, v3 — 2*V3,

il vient finalement

(14) Mu'„u'a,u'-)=—7= 'r— •
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• [y/v*.W-W(»«H-*^(»,)-y/V*»(»,) -*,**•(«.) -^(»2) ] ¦

¦[^#Mv3)-W&,(vz)ft-e-*#(vs)- i/^3,(vft -*,**,(»,) -^(«Ol •

Afin de passer aux 63 autres fonctions ^>, il suffit d'augmenter
dans le S- fondamental, les arguments de tous les systèmes

de demi-périodes possibles, conformément à l'équation de
définition (Weber, p. 14)

&(u', ft- ì ft),, u't + ]-
ft)2 u'3 ft-1 ft)3)

—f.XSkik gi 9k — | ni2gihi—Jg.-te'i
=e ik * l' ^fegÄK'A.^iM's)-

|h,h3h3)

Or, lorsque les variables u'i augmentent d'un système de

demi-périodes

\wt=\h,m-\-\g,b„

ìrìwì=\hìnift-\gìbìì

\w3 \h3ni ft-\g3b33,

les arguments Vi acquièrent les accroissements correspondants

lp,—h,n~ig,bu

\pi h,A.n — ig,, ô,.

^Ps K i — ig3 &33

et les fonctions y- (Vift-\pi) se modifient de la manière

suivante (Comp Enneper, p. 83 et suiv.) :

f &t(Vi+hiT.-igibu)= q*gr~ëgiVil\Ai)

1 ^(vift-hn — ig.ibii)= (—1) g-4 e ^(vi)
Ì »,(vi + Ai n: - w 6«) (-1)** iSi âï 9i V* * '^ («i

i « /¦ • j. \ ,gi-\<3i~-gmi,.
\ &(Vift-hin — igibu)= i q* e &a.(vi),
\ yi

où, pour simplifier l'écriture, on a remplacé les indices 3—gi,
2 + o», 1 — gt respectivement par À5, X, et 1,.

12



Dans ces formules le facteur i signifie, comme toujours, Y— 1, l'indice i prend successivement les valeurs o»

1, 2, 3, et chacun des nombres gi et in est ou 0, ou 1.

Si dans l'équation (14) on remplace simultanément les variables u'i par m'ì+| ok et les variables Vi par les

valeurs correspondantes Vift-\pi et que l'on fasse usage des équations précédentes, il vient

-~A„ (grft-gy+gsi) — 12^(9i''t-yg^.-\-g3hft — (g,u'i-\-g,u\-l-gA3) ggw„, n_e ^ \h\K$l\{ * ' 4 ' s; —

I I T t / a g-ffk'-ffkUki,. v n'll(i3_V-9W(, / x -9i<: nriAg^-g-kVki
=2Y2,'A%YîAA]:y \ M V *3 e ^\t(vi)—(— 1) *>,V e *>-Aj(t>k)+» *> 2 e #gtlV*)-

k
K

t /1.. z~\giy-g*vv « v Ao. 3-\g*-gwkì •SinC^T^1^ >-l/Aï e »>x3(«k)-(—-1) #,V e i>Xä(«)k)-« x>3 e ^gk(»k)J= a

-|(gi2+g22+g3äi-|(0i«i+3äv2+f;3v3)i
\3Î e

2Y2^ft(yi-~kT

¦ | | [\A.'^,(*)-(-O^VV*^^^
k

où n désigne le produit des trois facteurs que l'on obtient, en assignant à k successivement les valeurs
k

1, 2, 3. On reconnaît aisément qu'à l'exception de e5?rit"9 les facteurs exponentiels se détruisent de part
et d'autre, de sorte que



*, ,(«',, u',, w>l)=eMgA+gA+g,M
S^tì 2/2-^(/ï=Â)5

" I I r V *«'VO-(-i)N^(t*)+^^t>k)-y/^^H-i^^W^V»»)]'
o

Le carré du quotient qu'on peut former avec deux de ces fonctions #, est une fonction uniforme, continue n
dans toute la surface de Riemann J* à l'exception de certains points et qui, en général, possède six périodes. 5
La racine carrée d'une telle fonction a donc pour expression S

Ax>(gAft-gAift-g3h3)
>

*(gi8.g.) (u',,u',,u'3) e2

^ ' li iTtih.U.ft-VM.ft-V.U,)' g^ v, v2 vAu',,u't,W3) e2 v ,r' *^ 3^' S

y ^w-i-i^w-i/^w- yV\w-{- i)ÄV^w-*9V^f^ *»
/ / ' eo

K \/ *,'*»,(»*)—(— l)P'kA3^s(«k)+iVV*vk(wk)— y/ ^m3(t;k)-(- l)^V^(»k)-tV*yk(«k)
où wj3 est mis pour 3 — vk et m% pour 2 + vk.

On voit immédiatement que, des trois facteurs dont se compose le produit //, l'un se réduit à l'unité
k -toutes les fois que gm vm et en même temps Am p.m; deux des facteurs deviennent égaux à l'unité, si l'on g
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a simultanément gm vm, hm ^m et gn — vn, hn (J.n où n
est différent de m.

Il s'agit maintenant de trouver pour ces fonctions l'équivalent
algébrique en s et z. A cet effet, il est nécessaire de considérer
des cas particuliers.

*-*.. SoitgS)=Q, fc-HZ).
L'application de la formule (15) donne

#10 0 0) [W,, M',, W3)

Ô-{W,, u'.., W3)

_/WK)+»,*#&,)+^»(«7—Aw.) + 'V^K)-^^K),
YWto)-#s'â7(«.) +^>K) -J^^OO-^.M—^(«.)

Y&S&M—Wöö + ^K%) -Y^M—vS»,^)-#*#(?>)
A.1W+gMg + gKhz^§§ ± HK^à-^^).
Y*,*#M -V*.K) + »'H»*)-Y^M-V^(««)—*^K)

Des fonctions » on passe aux fonctions elliptiques en divisant
sous les radicaux numérateur et dénominateur du 1er facteur

par #35 » [v,), du 2d par #33 » («,), du 3e par #3S S- (vz) et en
tenant compte des formules

i\}=yi, %=Yk',
», ''"' »,

&,{Vi) r- &t(Vi) ]/k &t(Vi) J_
•rvi)-yh ^w>i > ^ \jjvft=v k'cri{w'^A)' iy^)=fkMw'i -A)'

où

2K- 1/2K
«/,-= — w et fY ^(°) 1 + 222 '^1'2'"'"'
Par ces formules les quantités K, & et k' sont déterminées

d'une manière uniforme, si toutefois on considère les fonctions
# comme étant données sans ambiguïté. On trouve, en effet,
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/2
Ces substitutions faites, l'équation précédente prend actuellement

la forme

»mooftiï, ,u\,u'3) yànw', — cnw', ft- 2 — Yarno', — cnw/, — 2

»(u1,, u'a u'3) Ydna/, + cnw', + 2 —Yduw', ft- en«/, — 2

y dnw's — cnw'2 + 2 —j/ dnw'2 — cnw'2 — 2

K dnw', + cnw's + 2—Ydnw', + cum;', — 2

]/dnw'3 — C11M/3 + 2 —]/ dn«o'3 — criM/3 — 2

/dDW. ¦cnw. ¦2-Ydmtr, ¦ cnw.

Or, il existe des rapports très simples entre les variables w'iet
les intégrales primitives Wi, car on a

/ 2K 4iK lft-i
W Vt= — U —r=- W,* y2n

/

2K
w a =¦ —r- v,

4iK

' w,

TT

2K
¦v, -

TT

4tK

K — w,.

71 " 7T

et l'on se souvient des relations

5

- M M),

1 + i fC
-Ç4

où Ç
l-i-iz

K-w.

Y2 s'

desquelles on tire

sn w', Ç

cn w', /l—Ç!
dnw', }^l + Ç2

sn w 2 s

en w', Y1 — s2

dnio', =y 1 +s2

sn w'3 z

en i{/3=)/l — #"-

dn w'. ¦Ylft-A.

Par conséquent, il vient finalement
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rYi+ç*+/i-r-+2-[Yi + çMYi_ç2_2

IVl+8,—Kl-*s + 2 —]//l-hsa—/l — s2 - 2

(16)

f Kl + s'ft-Yl — s2 + 2 —|Vl + s*+Kl — s- - 2

fy i+^—/i _g+2 - [y t+^-/137« _ 2

IV i+Ä*+yT:~7+2—(//ï+^_)_/TZr7 _ 2

Pour ne pas détruire dans cette expression la forme qui
permet de remonter à l'origine de chaque terme, il convient de
renoncer aux quelques simplifications possibles.

Exemple II. Dans le cas de

9i9a93\_(000\ /w, v, v,\ /000
A.M./ Von/'WW \ooo

un calcul analogue à celui qui vient d'être indiqué dans ses

détails, conduit à la formule

» |ooo|(*.,«'„«*',) ^Y^^^YY^^^-^YïTi'-y^^

(17)
f y i+s*+/i _ st+2 _ |Yi+s2+y i - s*—2

|//l+^-fAl-^+2-)//l+^—/i

(18)

KKi + sm-Yl11^+2 - ]/yi+*m-/i - z-2 - 2

*~»m. soitg;»:)=(-î),(»;;:;:)=(Sr„)-
Dans cette hypothèse il vient

»^(u'„uAmA ]/yY^-fr-^+2-^Yï+?-YT=:?-2
KKi + ^+K1-^-2-FKi+^+Ki-^s-2
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on arrive à l'égalité

(19)

» (10 0) («',, tt's «',)
jjo g)

# u i n (w',. m', m',)
111

j_ fyi+S'2ft-Yi-s"ft-2 —Vyi+8*+Yi—s*—2

FKnrsi+iKï+v+2 ïs— F y~ï^-~?ft-Yl+?- 2 »s

fYlft-z'ft-Yl-z'ft-2 — |/)/l+^+Kl— o* — 2

|/ Kïzr"^i+Yî"+^+2 «>— F Kî:=:7+iYT+?- 2 iz

Les formules (16) à (19) et toutes celles qu'on peut établir
d'une manière analogue, ne résolvent le problème de Riemann
que dans un cas particulier; elles manquent de généralité en ce

sens que les variables u'i qui entrent dans les fonctions » ne
sont pas indépendantes les unes des autres. Mais il est facile de

généraliser la solution, au moins dans le cas qui vient d'être
traité, c'est-à-dire le plus simple et pour cela même le plus
important, où il s'agit de fonctions du second ordre à six
périodes. A cet effet, on introduira comme variables dans les
fonctions ,'> les quantités suivantes

/ U', («',)(!) + (U',P ft- KP
(20) U', (m'2)0) + (u',p + (u',A}

lü', («',)<»+ (u'J<«>+ («',)(''>

où (m'»)<i>, [u'ip), (u'i)1?) signifient les valeurs que prend l'intégrale

u'i respectivement pour les limites supérieures z,, s, ;

z.,, si; z3, ss. (Dans les formules (16) à (19) deux des limites
Zi et si sont égales à 0.) Or, le développement que l'on trouve
ci-dessus à partir de l'équation (13) reste évidemment valable,
si l'on substitue aux variables introduites successivement et
représentées par des minuscules, les sommes correspondantes,
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en les désignant par des majuscules. En répétant ainsi,
convenablement modifié, tout le raisonnement précédent, on arrive
finalement à des variables W,, W'2, W3 qui permettent de

passer des fonctions » aux fonctions elliptiques. sr^

En effet, si l'on pose jl
f W, W,0) + M),P) + w,«3) il

W, 10,01 + wA) + wß)

w3 w3d) + iv^) + wA]

où les intégrales w,, w2. w3 conservent leur signification
primitive, de sorte que

r-A

J1 dz \
' zdz \ dz „47==,W =J 47=,w3(,)=J -7=,*=l,2,.i

0 Vu-*? 0 Vu-*? os/1-^4
on a les relations

x

T—t

-V-T i
VJ1

w, =L+Sv,= p-s^ f^£L+ f^„= r*i
w. _3K_w - rds + f*'rfs + f— rs - 1 t
w'3=w3 r^=+ r^=+ r^*= r^M-** .Mi-*1 JYi-a JKi-

-VI-

+
0 ' 0 r 0 ' ^

Ceci posé, on reconnaît que pour résoudre le problème en -|-
question, il suffit de remplacer d'une part les variables u'i par j
U'j et d'autre part les quantités 'Ç, s, z respectivement par
5, S, Z clans les équations (16) à (19) et leurs semblables. ^Eu tenant compte des relations ^

"d -=- sn (»',)('), si sn (w\f), Zi sn (w'Ai], i 1, 2, 3, lï
on peut écrire encore -|-

r-t
S -= sn [(«)',)(«) + (to',)!») + w'.M]
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et les quantités S et Z s'obtiennent en substituant, dans
l'expression précédente, aux quantités & respectivement les quantités

Si et Zi. Après avoir fait toutes les substitutions indiquées,
on arrive finalement à des équations de la forme

*< ,(U',,LVU'5)

^TL7(Ü',,ü'ä,U'5) F(s" *2' s*; *'' *2' *s)'

où F désigne une fonction algébrique. Elles résolvent le
problème de Biemann dans toute la généralité voulue, car si l'on y
attribue aux variables U'i des valeurs absolument arbitraires,
les points Zi, Si sont également déterminés en vertu des équations

de définition (20), que l'on doit, à vrai dire, considérer
comme des congruences.

Remarque. Dans ce qui précède, on n'a pas eu besoin des

multiplicateurs ai, bi, a et des modules de périodicités
transformés Ci (h), D» <b) ; mais il peut être intéressant et utile de les
connaître. Or, en mettant en regard les équations.

W,=yrwi
tv.2 K — w'..

w3 w s

w, a,w', ftr b,w't + c,w's + g,

w, üaW', ft- b,w's ft- c,w'z ft- gt

w3 asw', ftr bsw'3 ft- c3w's ft- g»,

on en conclut qu'il est permis d'admettre que

/ 1-*
[ai==W'6,= °'ci=0'5r.=°
] «j ° i &i — 1, d 0, gt K

L «s 0 ,6S= 0, c3 l, gs 0.
Des équations (9) on tire ensuite

c1(D=C2(2)=c3(3)=4K c,(s)=c,(3)=o, c5(»=c,(3;=o, cs<i>=cs<2>=o

D,(i)=Dä(2)=Ds(3)=2(l+i)K,D1P)=D)(3)=0,D3(i)=Ds<3)==0,Di(i)=Ds(2»=0.
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