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104 H. AMSTEIN

positif de ’axe des 5 de 4 1 & 0; mais au-dela du point + 1,
I'image de laxe des X est la droite n—=£ de £ =0 jusqu’a

Pour une circonférence de rayon > 1, les lignes de passage
perdent leur influence. Par conséquent, a une telle circonférence
correspond uniformément une courbe fermée dans le plan (s).
La circonférence » = 1 constitue le cas limite, en ce sens que la
courbe correspondante dans le plan (s) peut étre considérée in-
différemment comme une courbe fermée ou comme I’ensemble de
quatre ovales allongés se rencontrant en O.

Incidemment, on reconnait aussi que la fonction s sert d’in-
termédiaire & la représentation conforme de l’extérieur du cercle
des unités sur 'extérieur de la courbe

o' = 2cos 4y
ou

E+7) =2E—689+7".

En vertu des lois qui régissent la représentation conforme, les
tangentes principales a cette courbe au point quadruple £ =0,
rn =20, doivent former avec I’axe positif des 5 des angles de
-+ 2210 et 4+ 673°.

Intégrales de premiére espéce.

La surface de Riemann, T, qui accompagne la fonction s, se
compose, on I’a vu, de quatre nappes superposées. Sa connexion
est de 'ordre 7, c’est-a-dire qu’elle peut, moyennant six coupu-
res, étre transformée en une surface T’ & connexion simple. Dans
Pintérieur de cette nouvelle surface T’, les intégrales de fonctions
rationnelles de s et de z sont des fonctions uniformes de leurs
limites supérieures. Le long des deux bords des coupures, elies
prennent des valeurs dont la différence est en général finie, mais
constante, et que I'on appelle les modules de périodicité de ces
intégrales. Par 13, ne sont pas exclues d’autres lignes & diffé-
rence constante situées dans 'intérieur méme de la surface. (In-
tégrales de 3° espéce.)

On conviendra d’appeler positif le bord d’une coupure qui se
trouve & gauche lorsqu’on la parcourt dans le sens positif, c’est-
a-dire dans le sens des angles croissants. Cecl posé, on peut éta-
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blir un systeme normal de coupures de la maniére suivante:
D’un point A de la surface, on méne une coupure qui ne partage
- pas la surface en plusieurs morceaux détachés et qui aboutit a
un point de son propre parcours. Cette coupure peut étre consi-
dérée comme une ligne fermée @,, reliée au point A par une
autre ligne ¢,. D’un point du coté positif de a,, on trace ensuite
une autre coupure b, qui vient rejoindre son point initial, mais
sur le bord négatif de a,. De la méme maniere, toujours en par-
tant du point A, on pourra mener encore deux autres couples
de coupures. (Comp. W., p. 63.) Il va de soi, qu’a l'exception de
a.b,, a, ¢, qui se coupent en un point, jamais deux coupures ne
doivent se croiser.

Dans le cas particulier qui fait I’'objet de cette étude, une des
manieres possibles d’appliquer les coupures est celle indiquée
dans la fig. 7, pl. VI, ou les lignes noires pleines sont censées se
trouver dans la premiére nappe, les lignes noires pointillées
dans la deuxieme, les lignes rouges dans la troisiéme, et enfin
les lignes bleues dans la quatriéme. Sans doute, 1a surface de
Riemann T, ainsi obtenue, n’est pas la plus simple; mais d’une
part elle a ’avantage d’étre basée sur la surface T, adoptée déja
précédemment pour I’étude de la fonction s; d’autre part, il est
& espérer que ce travail rendra d’autant plus de services au
lecteur studieux que les intégrales & considérer exigeront plus
de précautions.

Les intégrales de 1™ espéce restent finies et continues dans
toute I’étendue de la surface T’, & ’exception des coupures dont
les deux bords constituent la limite de la surface. Elles sont de
la forme

sp(SZ)d

ou bien

¢ (s,2) dz _  ds
f ds  (puisque — 5F — 6F>’

as 8z

o F=s'~+42' — 1 et ¢ (s,2) signifie une fonction entiére et ra-
tionnelle de s et de # qu’il s’agit de déterminer.
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xr
En admettant que | f(x)dx reste finie pour toutes les va-
To

jr o]

leurs finies de z, on sait que | f(x)dz conserve aussi une va-
o

leur finie, si la fonction f(z) pour £ = > tend vers zéro d’un
ordre supérieur au premier. Or, dans l'intégrale

gdz
4s®

w

i
la fonction s = \/1— z* devient infinie du 1°* ordre et, partant,
s* du 3¢ ordre pour z = . Il s’ensuit que la variable s (et pour
des raisons analogues aussi la variable z) entre dans la fonc-
tion ¢ tout au plus au 1° degré. Les points de ramification
2=-+1, 2= -1 ne produisent pas de discontinuité. On peut
donc poser

¢ — A + Bz + Ce.

En disposant des constantes A, B, C de sorte que ¢ s’annule
en deux points arbitraires, on peut obtenir trois fonctions ¢ dif-
férentes entre lesquelles il n’existe pas d’équation linéaire et
homogéne. Par contre, il est aisé de démontrer qu’entre quatre
de ces fonctions, 1l existe nécessairement une équation linéaire
et homogeéne, 4 coefficients constants *.

Soient maintenant ¢,, ©,, @, les trois fonctions en question,
satisfaisant a la condition de s’annuler

, pourzs—;mC = , ot B=C=0¢et g,= A,
S:O =
Py pour;S—___O = , Aot A=C=0 et 9, = Bg,
ge=l, d=
=0 —_— %
0, pourg o, ¢ , A0 A=B =0 et ¢,=0Cs.
g =

* La géométrie analytique offre ’analogie suivante : Si g, = 0, g, = 0,
g, =0, g,=0 sont les Jéquations de quatre droites dans un plan, il est
t.OIl]OllI‘S possible d’établir 'identité k,g, + k3 ¢s + k395 + k; g4=0, & moins
que trois des droites données ne fassent partie d’un faisceau.
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Abstraction faite de facteurs constants, les trois fonctions o
prennent la forme
=1, =2 @=s
et les trois intégrales de premiere espéce sont

_(  d dz 2dz 3, = dz
Y Va—ay \/(1— f

1~——z

dont la derniére est elliptique. (Comp. W., p. 47, et Riemann,
Gesammelte math. Werke, p. 459.)

Avant de procéder a la détermination des modules de pério-
dicité, il est utile d’étudier quelques intégrales dont on aura

souvent besoin. Il a déja été dit que \4/1—-3* prend les facteurs
—+1,%, — 1, —4 suivant que z se trouve dans la 1%, 2¢, 3° ou
4° nappe de la surface 1". Par conséquent, dans ces mémes
, 4Tl__ sera affecté des facteurs +1,¢, — 1, —2,
(I1—=2")
1

nappes

tandis qu

— prendra les facteurs 1, — 1, 1, — 1.
1—2

Dans la suite, la nappe dans laquelle la variable d’mtegratlon
se meut, sera mdlquee par un chiffre romain placé au-dessous
du signe J , et le signe (+) ou (—), appliqué en guise d’exposant
au haut de la fonction & intégrer, fera connaitre le bord le long
duquel 'intégrale devra étre prise.

Soient maintenant, dans la 1" nappe et prises le long du bord
positif,

1 1
f dw M=K, J' dw =K, r dwH = K,;
i i

conformément a la convention qui vient d’étre rappelée, on aura
alors évidemment
rl ~l 1

. , (®
. dw,+) =K, , 0 dwy(+) = iK,, Odw5(+):——K5;
i 1 i
nl ] ~l
dw,H=—K,, dw, ) =—K,, dwyt) = K;;
T fir
1 ) l . 1
fﬂdwﬁ“: —1K,, Odw2(+):—zK2, fodw5f+):-—
Tv T Ty
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Dans ces intégrales, l'intervalle d’intégration s’étendait sur
le bord positif de 'axe des X, de 0 a 4 1. Une rotation de 4 90°
autour de l'origine O le transporte sur le bord positif de P’axe
des Y, et la variable z a passé respectivement de la 1* nappe a
la 4°, de la 2° 4 la 1%, de la 3° a la 2¢, et de la 4° & la 3°. L’équi-
valent analytique de cette opération est la substitution z =,
ou ¢ prend toutes les valeurs réelles de 0 & + 1. Il s’ensuit que

i .l di el
\f dw (+) = zf ey :zf dw,+) =
L g VL—ep  §°

et de méme
f dw Kf dw+)
jdw _zf dw (H=—K,, ]’dw, >-—zJ‘ duw,+)

II IMI

fdw _zrdwi = + K,, etec.

11

Si l'on fait faire a I'intervalle O 4- 1 une rotation de 4 180°,
son bord positif viendra se confondre entre 0 et — 1 avec le bord
positif de 'axe des X négatifs, et la variable z passera respec-
tivment de la 1% nappe a la 3°, de la 2° a la 4°, de la 3¢ 4 la 1"
et de la 4° a la 2°. A cette opération correspond la substitution
z2=—1,0u¢se meut de 0 & 4 1. On a, par conséquent,

- . 1
dw (_H:—— _— = — de‘):..__K ,
-I[IO 1 ‘(')[. {‘/(1 _ tu)s ‘!0 ! '
| —1 =
J‘ dw,H=K,, J‘ dw ()= —K,;
0 0

111 m

-1 1 . —1 1
J" dw,(+)—=— j dw,H—=—iK,, J‘ dip, s J‘ dw,H=K,,
0 0 0 0
| 1II
I

—1 1
[ dwo=—] dw,#)=iK, etc.
0 0
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D’une maniére analogue, on peut obtenir les intégrales prises
sur le bord positif de 0 & —¢. En ce qui concerne les intégrales
relatives aux bords négatifs, il suffit de tenir compte de la con-
nexion des nappes le long des lignes de passage. Ainsi, par
exemple, le long de la ligne de passage 0+ 1, le bord négatif
de la 1~ nappe se rattache au bord positif de la 2°. On en con-
clut que

1 1 _
I dw,—) = J' dw (t) =K, ;
0 0

de méme

1 1 1 1 .
Odwl e f Odwi('l‘)::—-K1 y ‘fﬂdw,(‘) =t J' Odwi(ﬂ =—1K,,
11 1 111

I dw, —)—I dw,(t) =K, , etc.

Au lieu d’employer le procédé indiqué pour la détermination
de ces intégrales rectilignes, on pourrait se servir avantageuse-
ment de la représentation au moyen des fonctions w, , w,, w,.
A cet effet, on remarquera les particularités suivantes : La fonc-
tion w, transforme les angles a l'origine en angles doubles.
Autour des points singuliers =41, 4= ¢ les angles de 'original
sont réduits au quart par les fonctions w, et w, et a la moitié
par la fonction w,. En tout autre point, les angles correspon-
dants de I'original et de son image sont égaux.

Pour plus de facilité, les valeurs des intégrales rectilignes re-
latives aux intervalles de 0 & == 1 et de 0 & =4 sont réunies dans
le tableau suivant (voir p. 12).

Détermination des modules de périodiciteé.

Soient A™ et B!" les modules de périodicité de 2wy relatifs aux
coupures a, et b,, c’est-a-dire

AR w% ) wﬁl ) 1e long de la coupure a, et

B — wﬁ; +) wﬁ, le long de la coupure b, .
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