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f n n(n — l)a[-ß- tr Yj-0-...-r
+ iß-**) +^(Y-zz)+^^1 (â-z>) + + (r-z"+0]

=-4*+^+^-^+...+H
zz-az2 (1+z)".

Cette quantité étant essentiellement négative quand z est

positif, il s'ensuit que : — Dès que l'excédant des intérêts à

payer sur les fermages à recevoir a cessé de croître, il
commence à décroître.

VI

Impossibilité de l'amortissement en cas de prix normal.

29. La discussion de la formule [19] de la somme restant
due en fonction des années écoulées

a.=a(i+o--."+<';-<,1+')-

nous a fait reconnaître certaines conditions de rapport entre

A et a pour que l'amortissement du prix d'achat au moyen
du fermage soit possible. Et, d'autre part, la discussion de

la formule [1] ou [2]

a _ ± i az x/ (l+0m-(l+*)m
i ^ i(l+i)m i — z

_ a _*(l+Qm-z(l+z)m
i(l+i)ai i-
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a mis en évidence certaines conditions de rapport entre A
et a quand le prix est prix normal. Il s'agit de savoir si ces

dernières conditions permettent aux premières d'être

fréquemment et facilement remplies. Or, au premier coup d'œil,

on voit qu'il n'en est pas ainsi.

« Dans une société où le taux de l'intérêt net surpasse le

taux d'accroissement du fermage, c'est-à-dire dans le cas de

z positif et •< i, on ne peut acheter des terres en faisant
l'amortissement du prix d'achat au moyen du fermage qu'à
la condition que le taux du fermage initial soit supérieur à

la différence des deux autres taux (21), » soit si l'on a

a

Ä>l~Z-
Mais, d'autre part, « En cas de plus-value perpétuelle de la

rente, et quand le taux de la plus-value est inférieur au

taux du revenu net, le taux du fermage qui résulte du prix
normal est égal à la différence du taux du revenu net et du

taux de la plus-value (11), » soit

a

X — —

« Dans une société où il y a diminution et non accroissement

du fermage, c'est-à-dire dans le cas de z négatif, on ne

peut acheter des terres en faisant l'amortissement du prix
d'achat au moyen du fermage qu'à la condition que le taux
du fermage initial soit supérieur à la somme du taux de

l'intérêt net et du taux de la diminution du fermage (21), »

soit si l'on a

' !>'• + ¦•

Mais, d'autre part, « En cas de moins-value perpétuelle de

la rente, le taux du fermage qui résulte du prix normal est
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égal à la somme du taux du revenu net et du taux de la
moins-value (11), » soit

a

Il y a donc contradiction entre les conditions d'amortissement

du prix d'achat au moyen du fermage et les conditions
de prix normal dans le cas de plus-value perpétuelle quand
le taux de la plus-value est inférieur au taux de l'intérêt et
dans le cas de moins-value perpétuelle. Quant au cas de plus-
value perpétuelle quand le taux de la plus-value est supérieur

au taux de l'intérêt, le prix normal étant alors infini, il
ne saurait y avoir d'amortissement. Par conséquent : — Quand
011 paie le prix normal, il est impossible de faire l'amortissement

du prix d'achat au moyen du fermage ni dans le cas de

plus-value ni dans celui de moins-value perpétuelle. Restent
les cas de plus-value et de moins-value temporaire ; mais il
est facile de faire voir, par une démonstration générale
vraiment remarquable, que, dans ces cas aussi, il est impossible
de faire l'amortissement du prix d'achat au moyen du

fermage quand on paie le prix normal.
30. Soit une terre dont le fermage initial a est susceptible

de s'accroître de z fois son montant par an pendant m
années qui a été achetée au moyen d'une somme empruntée

au taux courant de i, et qui a été payée au prix normal.

La somme due, en principal et intérêts, au bout de n années

de plus-value, est, conformément à la formule [19],

A. A(l +»-."+»I<,'+».
A, prix normal, est donné par l'équation [2]

_ _o i(l+i)™ — z(l+z)m
t(l + 0m i — z
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Or, en portant cette valeur de A dans l'équation précédente,
il vient successivement

_(1 + Q° -(1+z)"

_ p(l+Qm+n — z(l+z)m(l+0" _ (1+Q" —(l+z)"1
~aL t(i+om (*—*) .i—z J

_ i(l+i)m+n—z(l+z)m(l+Q"—i'(l+Q"'+"+i(l+0"'(l+z)"
-~Cl

i(l+i)m(i — z)

_ i (] +i)m (1 +z)" — z (1 +z)m (1+Q"

zz a (1+0" (1+z)" X

i(l+i)m (i—z)

(1+Q"'-" —z (1+z)
i(l+i)m (i — z)

a (1+z)" i (1 +Qm-" — z (1 +z)m-"
i (i+O"1"""x * — ï

soit

An_ _ (1+z)" ?;(1 + Qm-" — z(l + z)m-"
a

~~ ^(Î+O1""" X i — z

On reconnaît l'équation [12] de variation du prix normal

en fonction des années écoulées depuis l'apparition de la

plus-value. Ainsi, pendant toute la durée de la plus-value,
l'acheteur dont nous étudions la situation doit, à chaque

instant, une somme précisément égale, en principal et

intérêts, au prix normal de la terre. Pendant toute cette

période, le fermage de la terre, qui est de o(l+z)n,
ne suffit pas à payer les intérêts annuels de la somme
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a (1+z)" i(l + 0m_n — z(l+z)"i-n
due, qui s'élèvent à ] 7, „ X v ;

: ±-^--1
' H (l + 0m-n t — z

=°('+')°+nri^x(1+'>"'"i-i'+')n'"J-eUet'c
somme due augmente en conséquence; mais, en raison de la

plus-value restant à courir, le prix normal de la terre
augmente d'une somme précisément égale (14).

Si, dans l'équation précédente, on fait n zz m, il vient

_0(l+z)n>

soit

Am_(l+z)"
rt

Et si on avait pris la somme due, en principal et intérêts, au

bout de m années de plus-value,

Am A(l+0"-rt(-1+^-(1+^,

et qu'on eût porté dans cette équation la valeur de A, prix
normal, fournie par l'équation [2]

«___ i(l+i)m-(l+z)m
i(l + i)<" i — z

il serait venu, par une série de transformations qu'il est inutile

de reproduire,

soit

A — a (1 + z)"1

Am _
a ~

i

_(l+z)!"
i
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Ainsi, au bout des m années de plus-value, l'acheteur doit,
• • i a- a- y, a fl(l + z)m „.en principal et intérêts, une somme Am zz —-—:—— dont 1

intérêt annuel est a(l+z)m, et il possède une terre dont
le fermage, désormais constant, esta(l+z)m, et qui vaut

Am zz —-—:—— Le fermage de la terre suffira alors

exactement à payer les intérêts annuels de la somme due, à moins

que l'acheteur, voulant liquider son opération, ne vende sa

terre pour rembourser ce qu'il doit, sans bénéfice ni perte.
Dans le cas particulier où z zz i, la somme due, en principal

et intérêts, au bout de n années de plus-value, est,
conformément à la formule [20],

An zz A (1+0" — an (1+0"-'.

A, prix normal, est donné par l'équation [5]
t

a maA — -r +i l+i
Or, en portant cette valeur de A dans l'équation précédente,
il vient successivement

_ ,0+0" + ma (l + 0"~' — a)i(l + 0"-1

+ (m— n) a (1 + 0"_«d + 0" ,m „,„„ ,.,>-,

soit

An. _ (1+0? + (m _ n) (1+î')n-l
a i
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ce qui est bien, pour ce cas particulier, l'équation [14] de

variation du prix normal en fonction des années écoulées

depuis l'apparition de la plus-value.
Si, dans cette équation, on fait n zz m, il vient

A __«(l+*')m
Am 1

soit

Am_(l + 0"
a i

Et si on avait pris la somme due, en principal et intérêts, au

bout de m années de plus-value,

Am zz A (1 +0m — am (1 +0"'"',
et qu'on eût porté dans cette équation la valeur de A, prix
normal, fournie par l'équation [5]

a maA 7+ï+T
il serait venu

soit

a _«•(!+*')
Am :

Am _ fl (1 + Q"1

a
~~ i

Ce cas particulier rentre donc dans le cas général. Et, par
conséquent : — Quand on paie le prix normal, il esl impossible

de faire l'amortissement du prix d'achat au moyen du

fermage ni dans le cas de plus-value ni dans celui de moins-
value temporaire.



75 SÉP. THÉORIE MATHÉMATIQUE DU PRIX DES TERRES BULL. 263

31. Et pourtant, nous avions trouvé que « Dans une
société où le taux d'accroissement du fermage égale ou

surpasse le taux de l'intérêt net, c'est-à-dire dans le cas de z

positif et égal à i ou > i, on pouvait acheter des terres à un

prix quelconque en faisant l'amortissement du prix d'achat au

moyen du fermage (21).» Sans doute, mais nous avions
introduit pourtant cette seule et unique restriction que toutefois

« La durée de l'accroissement du fermage, soit m, devait
être au moins égale au nombre d'années nécessaire pour
l'amortissement, soit à N. » Or, précisément, cette condition ne

saurait être remplie en cas de prix normal ; car on a, d'une

part, en vertu de l'équation [21]

log [l- f (,--,)]
1 + z

°° 1+i

et, d'autre part, en résolvant par rapport à m l'équation [2],
on a successivement

a «___ i(l+Qm —z(l + z)"'

t(l+Om i — z

a _i(l+Q'"-z(l+z)'"_ a r z/l + zyn—x --.,.-,-,;... --—L1—TVï+l) Ji—z i(l+i)m i—z\

rt
V ' i VI + V '

z /l + z\"' A

1 + z\m i r A ,1
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m logY+l~log7" +log L1 — ~ä^~z^\ '

log 4-+log f1 —-j(*— z)\
m zz — [23]

1 + z

logT+l

On a donc

log — log ^-
z z

N — m zz —
1+z 1+t^t+î lQgr+-z

Or cette différence est nécessairement positive, puisque, soit

que i soit z, le numérateur et le dénominateur de la

première fraction seront toujours de signe contraire, et le numérateur

et le dénominateur de la seconde fraction toujours de

même signe. Ce qui revient à dire que N est toujours >> m.
Dans le cas particulier où z zr i, on a, d'une part, en vertu

de l'équation [22]

N =4(1+0;

et, d'autre part, en résolvant par rapport à m l'équation [5],
on a successivement

a ma
Azz-r +i '1 + t'

Ai (1 + i) zz a (1 + 0 + mai,

mai zz (Ai — rt) (1 + 0,
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(At — rt) (1 + 0 At (1 + t') « (1 + î')
m zz : ZZ ; :

ai ai ai

--(1+0-14L-. [24]aiOn a donc

1 + *
N — m zz —r—i

Or cette différence est nécessairement positive. Ce qui revient
à dire que, dans ce cas encore, N est toujours > m.

En comparant la différence N — m avec la différence

m — ft telle que nous l'avons rencontrée déjà à deux reprises

(16 et 27), nous voyons que

N — mzzm — ft;

d'où il suit que : — Le nombre d'années de plus-value de la
rente qu'il faudrait ajouter au nombre existant, en cas de plus-
value temporaire, pour que l'amortissement du prix d'achat au

moyen du fermage fût possible, ne dépend que du taux de l'intérêt

net et du taux d'accroissement du fermage et est, en outre,

précisément égal à celui qui s'écoule depuis le moment où

l'excédant des intérêts à payer sur les fermages à recevoir cesse de

s'accroître jusqu'à celui où il devient nul.
32. Il faut nous arrêter un instant sur le fait, déjà pressenti

plus haut et qui vient de se manifester complètement
tout à l'heure, de l'identité de la courbe de variation du prix
normal de la terre durant la période de variation du prix de

la rente et de la courbe d'amortissement du prix d'achat de

la terre au moyen du fermage.

Pour en bien saisir tous les détails, prenons les courbes de

la Fig. 2, AN, AN', AN", donnant la somme restant due à la

fin de chaque année exprimée en unités numéraires suivant
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le mode adopté par Gossen, et transformons-les en les courbes

de la Fig. 3, AN, A'N', A"N", donnant la même somme

exprimée en capitaux pour un de fermage initial suivant le

mode adopté par nous pour les courbes de variation du

prix normal.

Ainsi, la courbe AN de la Fig. 2, dont l'équation est

1.04" — 1.01"
A„ zz 100000x 1.04"-4000 X 004_0q1

deviendra la courbe AN de la Fig. 3, dont l'équation est

An „rt „„„ 1.04"—1.01"
— z:25xl .04"
a ^-*•*¦"* 0.04 — 0.01

La courbe AN' de la Fig. 2, dont l'équation est

104" — 1.01"
A„ zz 100000 X 1.04" - 3 333.33 X f^jZTÔW '

deviendra la courbe A'N' de la Fig. 3, dont l'équation est

An nn t n.„ 1.04" —1.01"
—- zz 30 X 1.04"
a A 0.04 — 0.01

La courbe AN" de la Fig. 2, dont l'équation est

1.04" — 1.01"
A« zz 100000 X 1.04"— 3 200 x -^—-—gi.,

deviendra la courbe A"N" de la Fig. 3, dont l'équation est

A 1 04" 1 01"fil — 31 95 s^ 1 04" —
a -^-^X1-04 0.04-0.01 •

Comme on le voit, toutes ces courbes sont formées par la
différence de trois courbes AP, AT', A"P", représentant le

montant du prix de la terre augmenté des intérêts capitalisés
en fonction des années écoulées, et dont les équations sont

respectivement
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y — 25x1.04", y zr 30x1.04", y zz 31.25 X 1.04",

et d'une courbe unique OP, représentant le montant des

fermages capitalisés en fonction des années écoulées, et dont

l'équation est

1.04" —1.01"
y — 0.04—0.01

C'est ainsi, par exemple, que l'abscisse ON rz 47.36 du point
N d'intersection de la courbe AN avec l'axe horizontal,
correspondant au point P d'intersection de la courbe AP avec

la courbe OP, est déterminée par l'équation

1 04 «.36 _ 1 01 «36
OP-OP =25X1.04- om_om =0.

Cette première transformation opérée, pour faire apparaître

aux yeux l'identité générique de ces courbes AN,

A'N', A"N" de la Fig. 3 avec les courbes AM, A'M', A"M"
de la Fig. 1, prenons ces dernières et ramenons-les purement
et simplement à l'échelle des précédentes en les transportant
dans la Fig. 3. Elles y deviendront les courbes au, a'p', a"p".
Si ces courbes étaient continuées pour les valeurs de la
variable n inférieures à zéro et supérieures à m, valeurs que
nous n'avons pas considérées jusqu'ici, elles auraient la
forme des courbes AN, A'N', A"M". C'est ainsi, par exemple

que la courbe «'/*', dans l'équation de laquelle i et z

ont les mêmes valeurs que clans les équations des courbes

AN, A'N', A"N", deviendrait la courbe a'p'v', courbe

coupant l'axe horizontal en un point v' fourni, conformément à

la formule [21], par l'équation

_ log [1-27.11(0.04-0.01)]5/-db-
; loi
IOgÎT04
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La transformation de formule opérée plus haut explique
comment cette courbe a'p'v' peut avoir l'équation suivante :

An c-,,, r..„ 1.04"— 1.01"
—— — 27.11 X 1 04"
a --'-11 * x'u* 0.04-0.01 '

analogue à celles ci-dessus des courbes AN, A'N', A"N" et

résultant de la différence des deux courbes

y zz 27.11 X 1.04"

et

_ 1.04" —1.01"
_V ~ 0.04 — 0.01 '

et comment ces courbes AN, A'N', A"N" peuvent avoir les

équations suivantes :

An _ 1.01° 0.01 X 1.01» 1.04°-"— 1.01°-"
a ~ 0.04 +0.04 X 1.04°-"X 0.04 — 0.01

An _ 1.01" 0.01 X 0.01" l.Q43l.30-n_LQ13l.30-n
a ~ 0.04 + 0.04 X 1.0481-80-» X "

0.04 — 0.01
" '

An _ 1.01" 0.01 X 1.01 " l,04«.80-n_1.0147.38-n
« ~ 0.04 + 0.04 X 1.04 i'-36-" X 0.04 — 0.01

analogues à celle de la courbe a'p'v' (15), les trois valeurs
de m : O, 31.30 et 47.36 étant fournies respectivement,
conformément à la formule [23], par les équations

0.01

log[l—25(0.04—0.01)] g0.04
0 zr -Si ^ + — zr 47.36 — 47.36,

1.01 1.01
\r\CF no*° 1.04 e 1.04
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log[l-30(0.04-0.01)] log^J
31.30= — +_^i-78.66-47.36

l0gLÔ4 l0g

log[l—31.25(0.04-0.01)] log
47.36=-- —j-zjj + ^=94.72-47.36,

l0gLÜ4 logL04

lesquelles donnent, comme nous l'avons vu (31), le nombre
d'années de plus-value pour lequel un prix est prix normal.

Ainsi la courbe a'^i'v' serait courbe d'amortissement du

prix d'achat dans le cas d'une terre payée à raison de 27.11

capitaux pour un de fermage initial alors que la durée de la

plus-value de la rente serait non de 10 ans seulement mais

de 57.36 ans au moins. Et inversement les courbes AN, A'N',
A"N" seraient courbes de variation du prix normal dans le

cas de terres payées à raison de 25, 30 et 31.25 capitaux pour
un de fermage initial alors que la durée de la plus-value de

la rente serait non de 47.36, 78.66 et 94.72 ans au moins,
mais de 0, 31.30 et 47.36 ans seulement.

Les courbes de variation du prix normal de la terre durant
la période de variation du prix de la rente et les courbes

d'amortissement du prix d'achat de la terre au moyen du

fermage devaient être ainsi identiques, vu que, pas plus

pendant les m années de plus-value qu'au bout de ces

m années, l'acheteur d'une terre au prix normal ne doit
faire de bénéfice ni de perte, et que, par conséquent, pendant
toute la durée de cette plus-value comme à la fin, la somme
due en cas d'achat avec des capitaux empruntés doit se

confondre avec le prix normal de la terre. Quoi qu'il en soit,
cette identité des deux sortes de courbes existant, il n'y a

18
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pas à s'étonner si nous avons trouvé que, pour les unes

et les autres, la distance du point d'inflexion K au point de

maximum M était indépendante du rapport du prix d'achat
A

au fermage initial — et dépendante seulement du taux de

l'intérêt net i et du taux d'accroissement du fermage z. Pour
les unes et les autres aussi, cette même distance du point
d'inflexion au point de maximum est égale à la distance du

point de maximum M au point d'intersection avec l'axe
horizontal N, en vertu de l'équation

i
logT

N — m zz zr m — ft.
1+t

logT+i

Ainsi, dans les courbes AN, A'N', A"N", a'fi'v', qui se rapportent

toutes à un taux de l'intérêt net de 0.04 et à un taux
d'accroissement du fermage de 0.01, cette double distance,
représentée par les longueurs k'm', ON, d'une part, ON, 10/,
m'N', NN", d'autre part, est toujours égale à 47.36.

VII

Critique de la théorie de Gossen. Possibilité de l'amortissement

grâce à l'élévation du taux d'accroissement du fermage.

33. Dans tous les cas, d'après ce que nous avons vu, si on

paie le prix normal, il est impossible de faire l'amortissement
du prix d'achat d'une terre au moyen du fermage. Et il est

bien clair, en effet, qu'il en doit être ainsi puisqu'un tel
amortissement constituerait un bénéfice et que le prix normal est

celui qui ne permet ni bénéfice ni perte. On pouvait donc,
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