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Cette quantité étant essentiellement négative quand z est
positif, il s'ensuit que : — Dés que Uexcédant des intéréls o
payer sur les fermages o recevoir a cessé de croilre, il com-
mence a décroilre.

VI

Impossibililé de U'amortissement en cas de priz normal.

29. La discussion de la formule [19] de la somme restant
due en fonction des années écoulées

. (1 -H:)rj — (142"

t— =z

An — A(l _{_i)ﬂ.____

nous a fait reconnaitre certaines conditions de rapport entre
A et a pour que I'amortissement du prix d’achat au moyen
du fermage soit possible. Et, d’autre part, la discussion de
la formule [1] ou [2]

_a az (14+0)m — (142z)m
A== TS i—z
a (149 — z (1 4-2)m

= Tax)s -



69 sEP. THEORIE MATHEMATIQUE DU PRIX DES TERRES BULL. 257

a mis en évidence certaines conditions de rapport entre A
et @ quand le prix est prix normal. Il s’agit de savoir si ces
derniéres conditions permettent aux premieres d'étre fré-
quemment et facilement remplies. Or, au premier coup d’il,
on voit qu’il n’en est pas ainsi.

« Dans une société ol le taux de l'intérét net surpasse le
taux d’accroissement du fermage, c’est-a-dire dans le cas de
z positif et < 7, on ne peut acheter des terres en faisant
I’amortissement du prix d’achat au moyen du fermage qu’a
la condition que le taux du fermage initial soit supérieur a
la différence des deux autres taux (21), » soit si 'on a

a

X ~1—2z.

Mais, d’autre part, « En cas de plus-value perpétuelle de la
rente, et quand le taux de la plus-value est inférieur au
taux du revenu net, le taux du fermage qui résulte du prix
normal est égal & la différence du taux du revenu net et du
taux de la plus-value (11), » soit

a :
T =iz
« Dans une société ou il y a diminution et non acecroisse-
ment du fermage, c’est-a-dire dans le cas de 2 négatif, on ne
peut acheter des terres en faisant 'amortissement du prix
d’achat au moyen du fermage qu’a la condition que le taux
du fermage initial soit supérieur a la somme du taux de
I'intérét net et du taux de la diminution du fermage (21), »
soit si 'on a

-g—>z'+z.

Mais, d’autre part, « En cas de moins-value perpétuelle de
la rente, le taux du fermage qui résulte du prix normal est
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égal & la somme du taux du revenu net et du taux de la
moins-value (11), » soit

—g- —i1+4z.

Iy a done contradiction entre les conditions d’amortisse-
ment du prix d’achat au moyen du fermage et les conditions
de prix normal dans le cas de plus-value perpétuelle quand
le taux de la plus-value est inférieur au taux de l'intérét et
dans le cas de moins-value perpétuelle. Quant au cas de plus-
value perpétuelle quand le taux de la plus-value est supé-
- rieur au taux de l'intérét, le prix normal étant alors infini, il
ne saurait y avoir d’amortissement. Par conséquent : — Quand
on paie le prixz normal, il est impossible de faire Vamorlisse-
ment du priz d’achat au moyen du fermage ni dans le cas de
plus-value ni dans celuv de moins-value perpétuelle. Restent
les cas de plus-value et de moins-value temporaire ; mais il
est facile de faire voir, par une démonstration générale vrai-
ment remarquable, que, dans ces cas aussi, il est impossible
de faire 'amortissement du prix d’achat au moyen du fer-
mage quand on paie le prix normal.

30. Soit une terre dont le fermage initial @ est susceptible
de s’accroitre de z fois son montant par an pendant m an-
nées, qui a été achetée au moyen d’une somme empruntée
au taux courant de ¢, et qui a été payée au prix normal.
La somme due, en principal et intéréts, au bout de n années
de plus-value, est, conformément a la formule [19],

S — (42

P — 2

Ay = A+ —

A, prix normal, est donné par I'équation [2]

0 i(1i)m—z (L +2)m
TET F— '




71 SEP.  THEORIE MATHEMATIQUE DU PRIX DES TERRES BULL. 259

Or, en portant cette valeur de A dans I'équation précédente,
il vient successivement

[ o« i(14+0)m —z (142)m .
An—[mx e (g
MEDIEES

__a[“T+ﬂm“h*df+@mﬂ+4ﬁ__U+4V—%Y+ﬂj
= [(L+i)n(i—2) g

(1—}—@)‘“"‘“— (14+2)2(1 42 —i(14-2) ™+ (1 4-¢)™(1 4-2)°
1 (149)m (1 —=)

_ A0 (L2 — = (1) (1)
_' 1 (1492 (t—=2)

t(142)m—n —z(14-z)m—n
t(142)™ (2 —=)

= a (142" (1+42)* <

_a(l4e)m ” t(140)m—" —z (1 4-z)m—
i (14 o)mn i —z ’

soit

O (B U1 (B ) L BT ¢ B 0
¢ it S e :

On reconnait ’équation [12] de variation du prix normal
en fonction des années écoulées depuis l'apparition de la
plus-value. Ainsi, pendant toute la durée de la plus-value,
I’acheteur dont nous étudions la situation doit, & chaque
instant, une somme précisément égale, en principal et
intéréts, au prix normal de la terre. Pendant toute cette
période, le fermage de la terre, qui est de a (14 2)",
ne suffit pas a payer les intéréts annuels de la somme
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a (1+4z)" % i(149)m—n — z(14z)m—n

due, qui s’élevent a

(14z)m—n L —z
—=a(l+2)"+ ?1(—|1-—1|_)i)ii ><(1+l)m—;___(;+z)m—n, et cette

somme due augmente en conséquence ; mais, en raison de la
plus-value restant & courir, le prix normal de la terre aug-
mente d’une somme précisément égale (14).
Si, dans I'équation précédente, on fait n — m, il vient
a(l+4z)m
An— : ,

1

soit

Ay _ (142"
a ~ T
Et si on avait pris la somme due, en principal et intéréts, au
bout de m années de plus-value,

L4 — (4

t— 2

An=A (140 —

9

et qu’on et porté dans cette équation la valeur de A, prix
normal, fournie par I’équation [2]

o A04)m—(147)"

—i(tom i—z ’

il serait venu, par une série de transformations qu’il est inu-
tile de reproduire,

_ ¢ (1—!—2,)’“

An :

bl

soit

An  (142z)m

¢ t
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Ainsi, au bout des m années de plus-value, I'acheteur doit,

a (14 z)m

en principal etintéréts, une somme A, = ———T———- dont T'in-

térét annuel est a(142z)™, et il possede une terre dont
le fermage, désormais constant, est ¢ (14z2)™, et qui vaut

Am s m_j_ Z)m

. Le fermage de la terre suffira alors exac-

tement & payer les intéréts annuels de la somme due, & moins
que 'acheteur, voulant liquider son opération, ne vende sa
terre pour rembourser ce qu’il doit, sans bénéfice ni perte.

Dans le cas particulier olt 2 = ¢, la somme due, en princi-
pal et intéréts, au bout de n années de plus-value, est,
conformément a la formule [20],

Ay = A+ —an (14-2)2—1,
A, prix normal, est donné par I'équation [5]

@ ma
A—=—— + —
) 142"

Or, en portant cette valeur de A dans I’équation précédente,
il vient successivement

mua

Ay = [ + ——] (i) — an (14"

(1—1—

—an (14)-1

_u (1 —I—z)“

+ (m—n)a (14!

soit

=Wy oy iyt
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ce qui est bien, pour ce cas particulier, I'équation [14] de
variation du prix normal en fonction des années écoulées
depuis l'apparition de la plus-value.

S1, dans cette équation, on fait » = m, il vient

A = Al

1

9
soit

i_&_f,n_ - (1 + ?‘)m

a ?

Et si on avait pris la somme due, en principal et intéréts, au
bout de m années de plus-value,

Am — A (1 —}-i)m s NN (1 _}_Z-'_)m——t :

et qu'on eut porté dans cette équation la valeur de A, prix
normal, fournie par 1'équation [5]

A= e
) 142’
il serait venu
Aﬂl — a(l +?)_m ]

soit

Ay _a(l4om
a ) '

Ce cas particulier rentre donc dans le cas général. Et, par
conséquent : — Quand on paie le priz normal, 1l est tmpos-
sible de faire Uamortissement du priz d’achat aw moyen du
fermage ni dans le cas de plus-value nt dans celus de moins-
value lemporaire.
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31. Et pourtant, nous avions trouvé que « Dans une so-
ciété ol le taux d’accroissement du fermage égale ou sur-
passe le taux de lintérét net, c’est-a-dire dans le cas de z
positif et égal & ¢ ou >> ¢, on pouvait acheter des terres a un
prix quelconque en faisant I'amortissement du prix d’achat au
moyen du fermage (21).» Sans doute, mais nous avions in-
troduit pourtant cette seule et unique restriction que toute-
fois « La durée de I'aceroissement du fermage, soit m, devait
étre au moins égale au nombre d’années nécessaire pour l'a-
mortissement, soit & N. » Or, précisément, cette condition ne
saurait étre remplie en cas de prix normal ; car on a, d’'une
part, en vertu de 'équation [21],

et, d’autre part, en résolvant par rapport & m 'équation [2],
on a successivement

@ i) —z (142"

A———— .
R i~
o c(14+o)m —z (1422« z (142 m],
—7=="F (14 o)m Mi—nz[l_ i(l—i—i)
A . z (14 =\
E(Z““)_1“7(1+i> !
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142 ) G[ A
mlogl_i_z._log—z—-{—lo,D 1——&-(& Z)],
l%;”H%[L—é@—w”
— = -, 23
m WY [23]
gl—l—z
On a donc
logi Iog-z—'-
N—m—=—— 1T T
log T 1°g1+~

Or cette différence est nécessairement positive, puisque, soit
g g . ) '
que ¢ soit - z, le numérateur et le dénominateur de la pre-

miére fraction seront toujours de signe contraire, et le numé-
rateur et le dénominateur de la seconde fraction toujours de
méme signe. Ce qui revient a dire que N est toujours > m.

Dans le cas particulier ou z —=¢, on a, d’une part, en vertu
de I'équation [22]

N:%u+m

et, d’autre part, en résolvant par rapport a m I'équation [5],
on a successivement

ma

142’

a
A__-{-—l—

Ai(14+2)=a(l4+17) + maz,
mat = (Ai—a) (1 4 19),
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_Qi—a)(+i) _A(4d)  a(l+i)

ai T av ai

41

=24 — 1 [24]

On a donc

Or cette différence est nécessairement positive. Ce qui revient
a dire que, dans ce cas encore, N est toujours > m.

En comparant la différence N — m avec la différence
m — k telle que nous I'avons rencontrée déja & deux reprises
(16 et 27), nous voyons que

N—m=m—k;

d’ou il suit que : — Le nombre d’années de plus-value de la
rente qu'il faudract ajouler aw nombre existant, en cas de plus-
value temporaire, pour que U'amortissement du prixz d’achat aw
moyen du fermage fit possible, ne dépend que du taux de Uin-
térét net et du taux d’accroissement du fermage et est, en outre,
précisément égal o celui qui s’écoule depuis le moment ow l'ex-
cédant des inléréts @ payer sur les fermages & recevoir cesse de
s’accroitre jusqu’a celut ow il devient nul.

32. Il faut nous arréter un instant sur le fait, déja pres-
senti plus haut et qui vient de se manifester compiétement
tout a I’heure, de I'identité de la courbe de variation du prix
normal de la terre durant la période de variation du prix de
la rente et de la courbe d’amortissement du prix d’achat de
la terre au moyen du fermage.

Pour en bien saisir tous les détails, prenons les courbes de
la Fig. 2, AN, AN’, AN, donnant la somme restant due a la
fin de chaque année exprimée en unités numeéraires suivant
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le mode adopté par Gossen, et transformons-les en les cour-
bes de la Fig. 3, AN, A'N’, A"N", donnant la méme somme
exprimée en capitaux pour un de fermage initial suivant le
mode adopté par nous pour les courbes de variation du
prix normal.

Ainsi, la courbe AN de la Fig. 2, dont I'équation est

1.04» — 1.01n
0.04—0.01 °

A, = 100000 >< 1.04" — 4000 >

deviendra la courbe AN de la Fig. 3, dont I'équation est

A 1.040 — 1.01n
An _ 95 5 1,040 — .
7 — 26X 1.0¥ — o0

La courbe AN’ de la Fig. 2, dont I'équation est

1.04" — 1.01"

2= 100000 >< 1.04" — 3338.33 ><

deviendra la courbe A’'N’ de la Fig. 3, dont I'équation est

1.04" — 1.01"
0.04 —0.01 ~

A—; — 30 >< 1.04" —

La courbe AN” de la Fig. 2, dont 'équation est

1.04» — 1.01"®

— : AD
An= 100000 >< 1.047 — 3200 >< T,

deviendra la courbe A"N" de la Fig. 3, dont I’équation est

A, 1.047 — 1.01n
An 3195 v 1.040 —
. — L2 2% L0 — a—ay

CGomme on le voit, toutes ces courbes sont formées par la
différence de trois courbes AP, A'P’, A"P”, représentant le
montant du prix de la terre augmenté des intéréts capitalisés
en fonction des années écoulées, et dont les équations sont
respectivement
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y— 25><1.04", y=30>x<1.04", y=31.25><1.04",

et d'une courbe unique OP, représentant le montant des fer-
mages capitalisés en fonction des années écoulées, et dont
I'équation est

1080 —101n
Y — 0.05—0.01

(Vest ainsi, par exemple, que 'abscisse ON = 47.36 du point
N d’intersection de la courbe AN avec 'axe horizontal, cor-
respondant au point P d’intersection de la courbe AP avec
la courbe OP, est déterminée par I’équation

1.04 47.36 ___ 1.01 47.36

—0OP — 95 47.36 ___ .
OP —OP = 25 < 1.04 s =0

Cette premiere transformation opérée, pour faire appa-
raitre aux yeux l'identité générique de ces courbes AN,
A'N’, A"N" de la Fig. 3 avec les courbes AM, A'M’, A"M”
de la Fig. 1, prenons ces derniéres et ramenons-les purement
et simplement a I'échelle des précédentes en les transportant
dans la Fig. 3. Elles y deviendront les courbes «u, «'n’, &"u".
Si ces courbes étaient continuées pour les valeurs de la va-
riable n inférieures & zéro et supérieures a m, valeurs que
nous n’avons pas considérées jusqu'ici, elles auraient la
forme des courbes AN, A'N’, A"M". C’esl ainsi, par exem-
ple, que la courbe «'u’, dans I'équation de laquelle ¢ et 2z
ont les mémes valeurs que dans les équations des courbes
AN, A'N’, A"N", deviendrait la courbe «’u’v’, courbe cou-
pant ’axe horizontal en un point »’ fourni, conformément a
la formule [21], par I'équation |

log [1 — 27.11 (0.04 — 0.01)]

1.01
log 52

57.36 =
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La transformation de formule opérée plus haut explique
comment cette courbe «'u'y’ peut avoir I'équation suivante :

A

A0 — 9741 ¢ 104 — e 2O

0.04 — 0.01"°

analogue a celles ci-dessus des courbes AN, A'N’; A"N" et
résultant de la différence des deux courbes

y = 27.11 > 1.04"
et

1.04" — 1,01
0.0 —0.01

=

et comment ces courbes AN, A'N’, A"N” peuvent avoir les
équations suivantes :

A, 1.01» L 0.01 >< 1.01" ><1.04:0—n — 1.01 0=
a — 0.04 " 0.04><1.040n 0.04 —0.01

A, 1.01v n 0.01 > 0.01" o 1.0431.30—n __ 1 (1 31.30—n
a  0.04  0.04 >< 1.043130—n 0.04 -— 0.01 ’

Au 101" | 001> 101" 1044780 — 1,010
@~ 0.0F T 0.04 >< 1,04 1% 0.04 — 0.01 ’

analogues & celle de la courbe a'w»’ (15), les trois valeurs
de m : 0, 31.30 et 47.36 étant fournies respectivement, con-
formément & la formule [23], par les équations

lox 0.01
log[1—25(0.0% —0.01 °0.04

g — L3551 )] — 47.36 — 47.36,
1.01 1.01
]00' e 100' =
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log [1— 30(0.04—0.01)] logg g‘f
31.30 — — o1 +1 o7 = 78.66—47.36
%8 T.02 ° 104
log[1—31.25(0.04—0.01)] logg gf
o — — 9___
47.36 = i +1 o =94.79—47.36,
51.04 %% 1.04

lesquelles donnent, comme nous 'avons vu (31), le nombre
d’années de plus-value pour lequel un prix est prix normal.

Ainsi la courbe &'w'v' serait courbe d’amortissement du
prix d’achat dans le cas d’une terre payée a raison de 27.11
capitaux pour un de fermage initial alors que la durée de la
plus-value de la rente serait non de 10 ans seulement mais
de 57.36 ans au moins. Et inversement les courbes AN, A'N’,
A"N" seraient courbes de variation du prix normal dans le
cas de terres payées a raison de 25, 30 et 31.25 capitaux pour
un de fermage initial alors que la durée de la plus-value de
la rente serait non de 47.36, 78.66 et 94.72 ans au moins,
mais de 0, 31.30 et 47.36 ans seulement.

Les courbes de variation du prix normal de la terre durant
la période de variation du prix de la rente et les courbes
d’amortissement du prix d’achat de la terre au moyen du
fermage devaient étre ainsi identiques, vu que, pas plus
pendant les m années de plus-value qu’au bout de ces
m années, l'acheteur d’'une terre au prix normal ne doit
faire de bénéfice ni de perte, et que, par conséquent, pendant
toute la durée de cette plus-value comme a la fin, la somme
due en cas d’achat avec des capitaux empruntés doit se con-
fondre avec le prix normal de la terre. Quoi qu'il en soit,
cette identité des deux sortes de courbes existant, il n’y a

18
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pas a s’étonner si nous avons trouvé que, pour les unes
et les autres, la distance du point d’inflexion K au point de
maximum M était indépendante du rapport du prix d’achat

au fermage initial —é— et dépendante seulement du taux de

l'intérét net ¢ et du taux d’accroissement du fermage z. Pour
les unes et les autres aussi, cette méme distance du point
d’inflexion au point de maximum est égale a la distance du
point de maximum M au point d’intersection avec 'axe hori-
zontal N, en vertu de I'équation

Ainsi, dans les courbes AN, A’N’, A"N’, &’w/v’, qui se rappor-
tent toutes a un taux de l'intérét net de 0.04 et & un taux
d’accroissement du fermage de 0.01, cette double distance,
représentée par les longueurs k'm’, ON, d’une part, ON, 10%/,
m'N’, NN’, d’autre part, est toujours égale a 47.36.

VII

Critique de la théorie de Gossen. Possibilité de I'amortissement
grace a Vélévation du taux d’accroissement du fermage.

33. Dans tous les cas, d’aprés ce que nous avons vu, si on
paie le prix normal, il est impossible de faire 'amortissement
du prix d’achat d’une terre au moyen du fermage. Et il est
bien clair, en effet, qu’il en doit étre ainsi puisqu'un tel amor-
tissement constituerait un bénéfice et que le prix normal est
celui qui ne permet ni bénéfice ni perte. On pouvait donc,
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