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N OTE

RELATIVE A LA

DECOMPOSITION D'UNE FONCTION RATIONNELLE

EN FRACTIONS SIMPLES

PAR LE

Dr H. AMSTEIN

Professcur A I'Académie de Lausanne.

~CAYQORG Yo

Supposons qu’il s’agisse de décomposer en fractions sim-

ples la fonction §(% , ou f(7) et I'(x) représentent des fone-

tions rationnelles entieres. Au point de vue de la théorie, la
meilleure méthode pour effectuer cette décomposition est
celle qui ne se modifie pas, quelle que soit la nature des
racines de I'équation I (z) == 0. Cependant, en appliquant
on s’apercoit bientot que les cas ou F(z) = 0 posseéde des
racines imaginaires mulliples entrainent surfout eertaines
longueurs dans les calculs numériques. D’aiileurs, comme
I'imaginaire doit le plus souvent disparaitre des résultats, il
est bon quelquefois d’'éviter, autant que possible, I'introdue-
tion des nombres imaginaires dans les calculs. M. W. Denzler,
dans un mémoire inlitulé : « Ueber die Zerlegung echt ge-
brochener Functionen (Vierteljahrsschrift der Naturforsch.
Gesellsch. in Zurich, vol. XVII, cah. 3), » indique une mé-
thode qui s’applique avantageusement aux cas ou la fonetion
F (z) renferme des facteurs de la forme (ax®+ 20z + c)™.
Elle consiste a déterminer par de simples divisions succes-
10
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sives les constantes M et N des fractions réelles de la

forme
Mz 4+ N
(ax® + 20x + )™

Dans beaucoup de cas, cette méthode conduit rapidement a
la décomposition cherchée.

La présente note a pour but d’appeler Vattention du
lecteur sur une méthode de décomposition qui, dans quel-
ques cas de racines imaginaires multiples, est peut-étre plus
expéditive que les méthodes recommandées dans les livres
destinés a I'enseignement. |

a) Soit & décomposer la fonction rationnelle

[ ()
. (,Cz_l_ a2)m

On sait que 'on peut en général écrire

f(®) _ Mez+N,

(1) ($2+L¥2)m - (5(,‘2 + aﬂ)m + (:[;‘3 "l‘ a%)m—l +"'
Mm-—l &x + Nm—-1
E (z),
+ (xa + aE) + ( )
ot @, My, Ny; M,, Ny5 eror. Myt , Nuuy signifient des nombres

réels, et ou”E (x) désigne une fonction enticre qui peut de-
venir une constante, ou zéro. En mullipliant les deux mem-
bres de cette égalité par (2* + «*)™, il vient

(2) f(x) = Myzr + No) + (Myz 4+ N,) (* + *) ...
v (M1 4 Ny 1) (22 + )= + E () (2* 4 «*)™.
Cette égalité prouve qu’il doit étre possible de développer

f(x) suivant les puissances entiéres et ascendantes de
(2*+<*), sans qu’il soit nécessaire d’avoir recours aux
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quantités imaginaires. En effet, la fonction entiére f(z) peut
se mettre sous la forme

[(®) = (ag+ ay2®+ a, 2"+ ... )+ z(a, + az2*+ ayzt 4+ ...),
ou d,, a,... sont des constantes réelles données.

Si l'on pose
x% + ae

d’ou =y —

u,

|

et que 'on conserve la puissance premiére de x qui multiplie
le polynome (a, + a;x* + a,z"* 4+ ...), il vient

flr) = [a, + a, (¥ — &*) + a, (v —®)* +...] +
+zla,+ a; (u— «®) + ay(u— &) + ...],

et en ordonnant suivant les puissances ascendantes de u

3) flr)=[(ag— age* +a,a"—..)+(a,— aze* +age—..)z]+
+[(a,—2a,0%4- ...) +(a;—2a50*+...  Jxlu+t
[l s ¢ 5 5 ) +@—..... cee )z Ut

La comparaison du second membre de cette égalité avec le
second membre de l'égalité (2) permet de déterminer les
constantes M,, N,; M,, N,, etc. On trouve

N0:d0—02a2 _l" ahC‘u_...; B{[O:al— (15(,22 + a5aa—...
N,l — 632 - 2{11‘&2 + u-; Bﬂ:,i J— ({5 - 2“5&2 _‘I“ sse
NQ:au‘_...; MQICLS—".

ooooooooo . L] . - . - L] & . (] L] . . . L] . - . . . - -

On remarque en méme temps : 1° qu'il est inutile de
pousser le développement de f(z) suivant les puissances de
w au-dela du terme en u™~1, et 2° que I'on peut détacher
la fonction entiére E(z) de la fonction rationnelle proposée
avant ou apres la décomposition de cette derniére.
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Exemple. Soit & décomposer

f(®) _ o —a"4202° — 152 4+ 1002 — 60
F(z) (@* + 9)° '

Posant 24+ 9=u

et développant le numérateur suivant les puissances ascen-
dantes de u, il vient

f@)  (x—1) (u—9)*+ (202—15) (v—9) + 1002 —60 __
F(x) u’ -

r— 6 9243 z—1
— — + +—|— .

U w? U

b) Lorsque le dénominateur F (z) est de la forme
(@ + wtym g (o)
et que ¢ (*) est une fonction entiére et paire de z, telle que
@ (£*) = b, + ba* + b2" + s

on peut écrire

J N o
¢(x®) Mz + No) + (Myz + N,) (2* + ®) + ... +

+ Mm—12 4+ Nin—1) (2* + )"~ 4 g () (2* + &)™,

ou ¢(z) est une fonction rationnelle qui ne devient pas
infinie lorsque (#*4 «¢*®) s’annule. Dans ce cas on posera

encore
2 — u — o

f()

et 'on développera o @) suivant les puissances entiéres et

ascendantes de w. Dans ce but, au lieu d’appliquer directe-

[(2)

——=, il est
¢ (%)

ment le théoréeme de Maclaurin a la fonction
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généralement plus simple de développer séparément le nu-
mérateur et le dénominateur de cette fonction suivant les
puissances de u, et d’effectuer ensuite la division jusqu"au
terme en u™—!. Ce procédé est justifié par un théoréme
bien connu de la théorie des fonctions.

Exemple :
e4ae+1 _ A A A A
Worwryp~—wtwe Tt T
My + N,  Max-+ N, 2x+N
4 @ +iy T @iy T E T

Pour déterminer les constantes A on multiplie les deux
membres de cette égalité par 2" :

2?4+ x4+ 1
($2+4)5

et on développe ensuite le premier membre de 1'égalité ainsi

— A+ A+ A+ A+l

obtenue suivant les puissances entieéres et ascendantes de z.
Il vient:

tfaoda® 1 1 3

@ Grmrr.—w Tt T “)56”0 — o557 T
Par conséquent
1 1 1 - 3
A= g M= g A= 550 A= g5

Afin de trouver la valeur numérique des constantes M et
N, on pose
2+ 4 =u,

et, aprés avoir multiplié les deux membres de 1'égalité (1)
par #°, on développe

z + x4+ 1

mu
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suivant les puissances de ». On obtient successivement :
(3) ?4+r+1_ _uw—44+z4+1 x2—34u

%"  (w—4)* T 16 —8u+tu?

z—3 4+ u ! 16 —8u 4+ u?
r— 3 r— 3 r—3  x—1 3r—1

—3— 2 2
R L R L R el
xr— 1 r—3 ,
By Ce o T
2 16
r—1 z— 1
g U vt
5
On a donc trouvé
—3 r—1 , __3z—1
ox‘l‘No— 16 ’ 1:1:—}—1\1__ 305", Max'f‘Nﬂ——“Q_gé_
et la décomposition cherchée est la suivante :
2+ x4+ 1 1 1 1 3 1
S (A 6l ’*+64 x5+®56“—§5€x+
1 x—3 r—1 1 3x—1
4 X

16 @ 4p 3@ R e

¢) Tous les autres cas possibles peuvent facilement étre
ramenés aux deux précédents. Supposons, par exemple, que
I'on ait & décomposer la fonction

f(x) _ [ ()
F@@) (@ +2az + 0" @ + 20,8 1 0,y (@ — 0’
ol b—a*>0 e b,—a’*>0

et qu'il s’agisse de déterminer les numérateurs des fractions
dont les dénominateurs sont des puissances de (#*+ 2ax-+0).

En posant
z+a=y,
b—a*—a?,
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le quotient proposé prendra d’abord la forme
[(x) fi (1)
F(2) (0 4 &) ( + 245y + b)) (y—c)?
Afin de n’avoir plus que des puissances paires de y dans
le dénominateur, on multipliera le numérateur et le dénomi-
nateur de cette expression par

[ +by) — 2a,y]" (y+cy)P,

ce qui donne
@ L) [+ by) —2a0y] (4 +e0)?
F(x) = @ 4 &) [ +00)* — da " (P — e
Cette derni¢re forme rentre completement dans le cas pré-

cédent. On pourra dans tous les autres cas opérer comme
dans ce cas particulier.

Observation 1. Celte méthode n’abrége vraiment les cal-
culs numériques que dans les cas a) et b), et en outre dans
tous ceux ou f(«) est, soit une constante, soit une fonction
enticre d’un degré peu élevé.

Observation 2. S'il s’agit de l'intégrale

il
et qu'on ne veuille pas employer des formules de réduction
pour effectuer les intégrales de la forme

Mx + N
(2 4 a®)m

la méthode des coefficients indéterminés parait étre la plus

dx

dx ,

simple. On posera, en conséquence

Mz 4+ N Gy — Agz + B,

O E T

Ap2x+Bu
x°2+ a~z

+ Ap—1log nép. (2* + «*) + A, arctg -E— + Const.

Az + B,
(xﬂ _+_ ae)m—'-z

+ ..+

T

+ +
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Les constantes A, B,, ..., An—1 et A, se déterminent en
différentiant les deux membres de cette égalité et en com-
parant ensuite les termes analogues.

Exemple :
ekl _ P Mgt N, Mz+N,
@+ 1P @—1)" —1) @+ T L1
' P = _x-_{—__l_ — 1
D’abord [@F+1VL:4 ;

Pour trouver M,, N,, M, et N,, il faut développer

t+1__(@+D)@+1)  2°+22+4+1
z—1"7 (@—1)(x+1)  2*—1

suivant les puissances entiéres et ascendantes de (z*+1) = u.
Il vient

2?+2x+1  u—14224+1  22+4u “Hxhx—!—l .
2t —1 u—2 T —94u 2 T
donc M2+ Ny—=—=z,

M@+m:_ﬁ%i

¢ g+l 5. & - 18+l
C FFDeE—D) z—1 @+ 27F1

L’intégrale de cette fonction prend la forme

2+1
a1

]dx:

LS| =

x4 1 L s =
Fire=n©=) = @1y

AZ’—'—B

1 :

+ C log nép. (x*+1) + D arctg  + Const.

Si I'on différentie cette égalité
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iz latl 3 n
z—1 (417 222417 2—1
(z*+1)A— (Az+B)2z 2Cx D
i @1y Tt T Era
ou
@ 1z4+1_ —A2*+A—9Bz 2Cs+4D_
(‘xﬂ_i_l)‘z 2.’132—|-1_“ (3/‘2_}_1)2 m2_|_1 -
_ —A@E*+1)42(A—Bx) , 2Cx+D__
- @+ 1) PN
_ A 2(A —Bzx) 2Cz+D
21 T (z*41)? + 2+1
__ 2(A—Ba) , 2Cz+D—A
T (2 41)? x* 41

et que 'on compare les termes analogues dans les deux
membres, on trouve

2(A— Bx) = —x,
be+D—A——ﬁ2——1
d’ou l'on tire
3 — o __1
A—=0, L._-Q, C—_"4’ D= 5

ensorte que finalement

x—l—l
(2 +1)*(fc—~1)

— —

1
—log nép (r—1) + e

- é log nép. (z* + 1) — -912 arctg x 4 Const.
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