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QUELQUES EXEMPLES

DE

REPRESENTATION CONFORME

avec leur application & un probleme d'hydrodynamique,
PAR LE

Dr H. AMSTEIN

professeur a ’Académie de Lausanne.

O——0

Dans un mémoire intitulé : « Ueber discontinuirliche Fliis-
sigkeitshewegungen » (Monatsberichte der k. preuss. Akad.
der Wissensch. zu Berlin 1868, p. 215-228), M. Helmholtz ré-
sout certains problemes d’hydrodynamique en tenant compte
des forces discontinues qui prennent naissance dans le sein
méme du liquide en mouvement, et il étudie, comme exemple,
le mouvement d’'un liquide qui coule d'un espace large dans
un canal étroit. M. Kirchhoff, dans un mémoire intitulé :
« Zur Theorie freier Flissigkeiten (Borchardts Journal fiir
reine und angewandte Mathematik, Bd. 70, 1869, p. 289-
298), » généralise la méthode inventée par M. Helmholtz
et traite quelques cas tres intéressants de veines liquides.
Enfin, dans son excellent ouvrage : « Vorlesungen itiber
mathematische Physik » (Leipzig, chez B.-G. Teubner, 1876),
ce dernier savant donne un résumé de cette théorie
(XXII* Vorlesung, p. 290-307), et la compléte en ce sens
qu'il fait voir la relation intime qui existe entre le probleme
des veines liquides et la représentation conforme d’'une figure
plane sur une autre.

17
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Le présent mémoire, se rattachant étroitement au dernier
ouvrage cité et se servant des méthodes y indiquées, a pour
but de traduire pour ainsi dire quelques exemples de repré-
sentation conforme en hydrodynamique et d’étudier les mou-
vements qui en résultent. Il se compose de deux parties. La
premiére partie est consacrée a I'étude de deux exemples de
représentation conforme qui, abstraction faite de leur appli-
cation, ont paru dignes d’un certain intérét théorique. Dans
la seconde partie, il sera fait application de différents cas
de représentation conforme a la solution des problémes cor-
respondants de I'hydrodynamique.

I

A. La cardioide.

1, Reps‘}i@ation conforme de Uintérieur du cercle
sur Vintérieur de la cardioide.

Soient

% Z—X4Yiet t=F+ui, ou i=) =1

deux variables complexes reliées par la relation
(1) =2Z — 72

Les valeurs que ces deux variables peuvent affecter seront
représentées géométriquement dans deux plans différents
(Z) et (). Si, par exemple, Z parcourt une courbe quelconque
dans son plan, { parcourra la courbe correspondante dans
le plan ({).

On sait qu’'une fonction quelconque d’une variable com-
plexe { —f(Z) établit entre les deux plans (Z) et ({) une re-
lation telle, qu’a une figure infiniment petite dans 'un des
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plans, correspond en général une figure semblable dans
I’autre, et que cette similitude n’est interrompue que dans
les points singuliers pour lesquels la dérivée f'(Z) s’annule
ou devient infinie. Or, dans le cas considéré, la dérivée
¢ .
77 —2—2Z=2(1—12)

s’annule pour Z — 1 et devient infinie pour Z — =o. En con-
séquence, les deux points Z =1 et Z — =0 sont, pour la
fonction ¢, des points singuliers dans lesquels la similitude
entre les éléments correspondants cesse d’avoir lieu.

Tandis que { est une fonction uniforme de Z, évidemment
Z est une fonction biforme de {; il s’ensuit qu’au méme point
du plan ({) correspondent deux points différents ou coinci-
dents du plan (Z). Pour amener la correspondance des points
des deux plans un a un, on peut d’abord se figurer que tous
les points du plan ({) se composent de deux points coinci-
dents, et 'on peut ensuitec opérer la séparation en admettant
que le plan () se dédouble en deux nappes superposées, de
sorte que deux points qui constituent un point double du
plan () se trouvent répartis sur les deux nappes. Afin de
permettre au point { de passer d'une maniére continue de
V'une des nappes a l'autre, on établira une ligne de passage
(Uebergangslinie) entre les points { =1 et {—= o0 (corres-
pondant & Z — 1 et Z —= >0). Une ligne de passage peut étre
une courbe quelconque joignant les points singuliers ou
points de ramification, pourvu qu’elle ne se coupe pas elle-
méme. Cependant, pour des raisons qui découlent de 1'étude
méme qui va suivre, il convient de choisir comme ligne de
passage dans le cas considéré la partie de 'axe réel = com-
prise entre { =+ 1 et { = + oo.

Une surface formée par deux ou plusieurs nappes liées
entre elles par une ou plusieurs lignes de passage, suivant
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la fonction qu'il s’agit d’étudier, est généralement appelée
une surface de Riemann.
Si dans la fonction proposée on fait

Z—=reot

ce qui revient & déterminer les points du plan (Z) par leurs
coordonnées polaires, et que l'on sépare les parties réelles
des parties imaginaires, on obtient

E—9%rcosw — r*cos2w

®) n=2rsinw — r*sin2 w.

Ces équations représentent soit un systeme d’'épicycloides,
savoir des limacons de Pascal, soit un systéme de paraboles,
suivant qu'on y considére r ou @ comme constant. Dans le
plan (Z) les courbes correspondantes sont » — const. et
w — const., c'est-a-dire un systéme de cercles concentriques
et le faisceau de leurs rayons communs. Les rayons rencon-
trent toutes les circonférences sous des angles droils; par
conséquent, comme il y a similitude dans les parties infini-
ment petites entre les plans ({) et (Z), les paraboles sont les
trajectoires orthogonales des épicycloides et réciproquement.
Ces épicycloides sont engendrées par un cercle de rayon »
qui roule sans glisser sur un cercle fixe de méme rayon. Le
point qui décrit une des courbes se trouve a la distance r*
du centre du cercle mobile. L’épicycloide particuliere qu’on
obtient en faisant r — 1 est parfois appelée la cardioide. Elle
est engendrée par un point de la circonférence d’un cercle
de rayon 1 qui roule sur un cercle fixe de méme rayon. Ses

équations sont

3 ( £—2cosw — cos2w
n—=2sinw — sin 2w
Le point § =1, =0 de cette courbe est un point de re-

broussement de la premiere espece. Les courbes correspon-
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dant & des valeurs de r plus grandes que I'unité présentent
des points doubles sur l'axe des 5 a la distance & —=71* de
I'origine. Pour r<C 1 les courbes ne possedent que des points
simples. Aux limites 7 =0 et r —= oo les courbes deviennent
des circonférences dont les rayons sont respectivement infi-
niment petit et infiniment grand. On doit d’ailleurs se figu-
rer que la circonférence a l'infini ne se ferme qu’apres deux
tours.

Pour obtenir I'équation des trajectoires orthogonales, il
suffit d’éliminer la variable r des deux équations

(| §=2rcosw—1°cos2w
| 7=2rsinw —1*sin 2w,
ce qui donne

Esin2w—1mncos2w
2sinw

&sin 2w—1,c08 Qm)’

—cosQw.( -
92sinw

§=2cosw.
On peut simplifier cette équation en faisant une transfor-
mation de coordonnées au moyen des formules

E=a+&cos2w + 1’ sin 2w a—cos® w (2 — cos 2w)

n=b4+ & sin2w—1' cos2w

.
ou . .
?\ b—sin?wsin2 w.

En introduisant ces valeurs pour &, 7, a et b dans I'équa-
tion précédente, on trouve

r2

7' ?=—4sin?w.&.

Les trajectoires orthogonales des épicycloides sont done
bien des paraboles. L'une quelconque de ces paraboles a le
parametre 2sin’w, son axe fait 'angle 2w avec I'axe des Z,
et les coordonnées de son sommet par rapport au systéme
primitif sont a et b. Toutes ces paraboles passent par I'ori-
gine des coordonnées = et H, et 1'on peut remarquer que
les deux branches infinies qui constituent la courbe corres-
pondent & deux valeurs de w qui different d’'un angle de 180°,
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les branches étant comptées a partir du point commun &
toutes les paraboles.

Lorsque le point Z se meut sur une des circonférences
concentriques, le point { parcourt I’épicycloide correspon-
dante. Mais d’aprés ce- qui précede on reconnait aisément

que seulement dans le cas ou rfl les points de la circon-

férence et de l'épicycloide se correspondent d'une maniére
uniforme.

Une courbe fermée qui ne se coupe pas elle-méme par-
tage le plan entier en deux parties qu’on peut, par laconisine,
appeler Uinlérieur et Uextérieur de la courbe. L’intérieur
de la courbe sera la partie du plan qui est complétement
limitée par la courbe, I'extérieur de la courbe sera ce qui
reste du plan, lorsqu’on aura enlevé l'intérieur de la courbe.

Cette convention faite, on peut dire que la fonction pro-
posée sert d’intermédiaire a la représentation conforme de
Pintérieur du cercle des unités sur l'intérieur de la cardioide.

L’étude qui vient d’étre faite gagne beaucoup en clarté,
lorsqu’on cherche comment se répartissent les deux nappes
de la surface de Riemann sur le plan (Z). La seconde des
équations (2)

n=2rsinw —r’sin2
montre que 7 est constamment égal & zéro dans les deux
cas : 1° lorsque @ =0 et 2° lorsque

1
r——— ou rcosw—1 ou X—1.
Cos W

De la il s’ensuit qu'a 1'axe des Z du plan ({) correspond :
1° 'axe des X du plan (Z) et 2°la droite X = 1; mais tandis
que l'axe des X est I'image de 1'axe des & dans chacune des
nappes de la surface de Riemann, la droite X — 1 doit étre
considérée comme l'image de la ligne de passage qui unit
les deux nappes en question.
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La droite X =1 partage le plan (Z) en deux parties dont
l'une est l'image de la nappe supérieure et 'autre celle de
la nappe inférieure. (Dans la figure 2, pl. XIII, la seconde de
ces parties est hachée.) Or, dans le plan (Z) toute circonfé-
rence d'un rayon plus grand que 'unité et dont l'origine est
le centre, coupe la droite X =1 en deux points. Par consé-
quent, toute épicycloide pour laquelle 7>>1 est située en
partie dans la premiére et en partie dans la seconde nappe.
L’arc de cercle qui se trouve dans la partie hachée du plan
(Z) est I'image du lacet de I'épicycloide; les deux points d'in-
tersection de la circonférence considérée avec la droite X—=1
sont les images du point double de I'épicycloide correspon-
dante. (Voir les fig. 1 et 2, pl. XIV.)

Soit .

w=g 4 i
une autre variable complexe qu’on peut figurer géométri-
quement dans un troisiéme plan (w). Alors on sait que la
fonction

(4) w=—g+ypi=logZ=logr+wt,

ou le signe « log » signifie le logarithme népérien, transmet
la représentation conforme (avec une certaine restriction)
de l'intérieur du cercle des unités dans le plan (Z) sur l'in-
térieur d’'une bande du plan (w) limitée par les droites

=0, py=—m et y—=mn
et s’étendant de ¢ =0 jusqu'a ¢ — — oo,

Aux circonférences concentriques tracées dans le plan (Z)
avec l'origine comme centre et avec des rayons variant de
0 4 1 et au faisceau de leurs rayons communs correspondent
dans le plan (w) respectivement les droites ¢ — const. et
¥ —=const. qui sont paralleles les premieres a I'axe des &
et les secondes a l'axe des @. Les deux rayons pour les-
quels w = == 7r se confondent, tandis que leurs images, savoir
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les droiles = —m et ¥ = sont parfaitement distinctes.
Par conséquent, la similitude dans les parties infiniment
petites entre les plans (Z) et (w) est interrompue le long du
rayon qui joint I'origine au point Z — —1 et la représenta-
tion considérée n’est plus conforme dans I'acception ordi-
naire du mot. Cependant, en coupant le cercle le long du
rayon en question et en ajoutant les deux bords de la cou-
pure au contour de la figure, on peut rétablir la similitude
parfaite dans les parties infiniment petites entre la figure ainsi
modifiée dans le plan (Z) et la bande détachée du plan (w).

Si dans I'équation (1) on substitue pour Z sa valeur en
fonction de w, il vient

(5) {=2ew — 2w,

Par cette fonction { la bande décrite ci-dessus et qu’on pour-
rait, pour plus de brieveté, appeler une bande tncompléte, est
représentée sur l'intérieur de la cardioide. Mais pour que la
représentation soit partout conforme, il faut couper le plan
(£) le long de 'axe réel négatif de maniere a ce que les deux
bords de la coupure fassent partie du contour de la figure
représentée. Les épicycloides et leurs trajectoires orthogo-
nales correspondent respectivement aux droites ¢ — const.
et v —const. (Fig. 3, 4 et 5, pl. XIV.)!
La bande du plan (w) limitée par les droites

Yy=——mety—m,

mais illimitée dans le sens de ’axe des @, pourrait pour
cette raison étre appelée une bande compléte. Elle est re-
présentée conformément sur l'intérieur du cercle des unités
dans le plan (Z) (sans coupure préalable) au moyen de la
fonction

1
] — pE™

(6) 7 = .
1 4 e2¥



9 sEp. EXEMPLES DE REPRESENTATION CONFORME  BULL. 257

Pour trouver les courbes qui dans le plan (Z) sont les
images des deux systémes de droites ¢ — const. et ¥ = const.,
on pose

_ e+l
=Xk Yi== 1—e

L3 tie

__(1 —e%"”"'%“!’i) (1 + e%‘?"%‘!’i)_ 1 —9ie*? sin Ly—e®
_(1 +e%?+%"’i) (1 -]—e%cf’_%q’i)— { Qe%q’cos% w+tet

]

d’ou, en séparant les parties réelles des parties imaginaires :

P
X — 1—e

— : :
1—|-Qe2?cos§tp+e

(7) 1
7 2¢* ¥ sin 1y

1
\ 1+232?c0s%w+e?

Si le point w parcourt une courbe quelconque f(¢,y) =0,
le point Z se proménera sur la courbe déterminée par ces
deux équations, dans lesquelles on aurait fait entrer la re-
lation qui existe entre ¢ et .

En éliminant la variable ¢ des équations (7), on obtient
par un calcul qui ne présente aucune difficulté :

_ 1
X2+ (Y—cotg i y) = ———
2 S ‘s 2 i L
sin” g Y
Or, en considérant y comme constant, cetie équation repré-
sente un systeme de circonférences qui ont leurs centres

sur I'axe des Y et qui toutes passent par les deux points
X=1.
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L’élimination de v des équations (7) donne :

?\ * 7\ 2
_}_j"_ﬁ_ + Y = el — 1.
L —p¥

Pour des valeurs constantes de ¢ cette équation est celle
d’'un systeme de circonférences dont les centres sont situés
sur I'axe des X. Ainsi on reconnait qu’aux droites ¢ = const.
et ¥ —=const. correspondent deux systémes (conjugués) de
circonférences qui se coupent sous des angles droits.

Si 'on substitue la valeur de Z en fonction de w dans
I'équation (1), il vient :

1

1.\ 2
®) é,_21—«32”’___ (l—eﬂ)
1 Lg2® 1 4 e2%

Par cette fonction ¢ l'intérieur de la bande compléte dans
le plan w est représenté d’une maniére conforme sur l'inté-
rieur de la cardioide.

Un calcul analogue a celui qui a conduit aux formules (7)
fera connaitre la courbe que décrit le point ¢ lorsque le point
w parcourt une courbe donnée quelconque. On a successi-
vement :

b=

_1—2*T sinly—e?

1+2e¢

Z

15

B )

?
Peosly 4 ef

A

qpsin%u}—-eQP

Teosly+ef

—g 1 —2ie

P
14 2e

55

SIS

1
_ (1——eCP )Q—éi(l——e“’) e’ siniw—4e? sin*iy
(14 2¢*° cosy + e®)
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1 —e? (1—e®)—4e%sin? Ly

1
2

142 Fcosiy+e? (142" Fcos Ly 4y

1
A(1—e")e?? sin ty

(1 4+ 2¢*%cos Ty + e?)?

1
3P o
4e* ¥ sin Gy

142 cosly+e”

Ces équations reglent le mouvement du point {. Suivant
qu’on y regarde ¢ ou y comme constant, elles déterminent
les courbes dans le plan ({) qui correspondent aux droites
¢ — const. et y —const. du plan (w). Pour ¢ = =+ 7 elles doi-
vent fournir respectivement la moitié inférieure et la moitié
supérieure de la cardioide. En effet, si 'on introduit dans
les équations (9) ¥ ==, de sorte que

5——21__6_?._(1 el i M

14+e? (1 4+e?)?

- 433?' L(1—e? ¢£,"ziqp
[ T ( )
l-l.—ecp--r | (14+e")

et que 'on substitue ensuite

il vient :

1-—89 1o
— —cosd ou e*" =tgll
14e
hoe 1 W
%n:%l:(),
§ — 2cosi—cos2i

7= — (2sin A —sin 24).
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On peut observer que les courbes qui sont les images
des droites y — const. passent toutes par les deux points
E=+1,y=0et E=—3,9=0, et qu’en ces points leurs
tangentes font les angles y et —y avec I'axe positif des 5.
(Voir les fig. 6, 7 et 8, pl. XIV.)

2. Représentation conforme de Uextérieur de la cardioide
sur Uintérieur du cercle des unités.

La substitution
, 4
¢ = T—¢
a pour effet de représenter conformément l'extérieur de la
cardioide (3) sur l'intérieur de la parabole

n't=4(1—&.

" On s’en assure facilement par le caleul suivant :
/

4 A —&4m)
1—f—mp— (1=8)+7

=&+ =

d’ou
=8+

Le point { se meut sur la cardioide, si I'on pose

E—2cosw—cos2w
7=2sinw— sin2w,

valeurs qui, introduites dans les formules précédentes,
donnent :
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1—2cosw 4+ cos2m

&'=4- : - e
(1—2cosw+ cos2w)* 4 (2sinw —sin2 w)*
_ 2cos*w—2cosw T coso—1 _ 2coso
~ 1—2cosw+ cos*w (1—cosw)*” 1—cosw

zl—cotgzéw,

2sinw—sin 2w

/
y =4 , - =
! (1—2cosw+ cos 2 w)® 4 (2sinw—sin 2 w)?
2sinw—2sinw cosw _ “in 1 —cosw 2 sin w
p— -4 ) p— —
1—2cosw -+ cos®* w (1—cosw)*  1—cosw
=9 cotg % o,

En éliminant o des deux équations
" er 21
§—=l—colg'cw

7' =2cotg ; w
on obtient, en effet, I'équation de la parabole

F=1—1%'* ou 3'*=4(1—-¢&).

M. le professeur D* H.-A. Schwarz, dans le mémoire :
« Ueber einen Grenziibergang durch alternirendes Ver-
fahren » (XV. Jahrgang der Vierteljahrsschrift der Natur-
forschenden Gesellschaft in Zirich, p.284), communique la
formule

Z=1g*(3 JTVET),

par laquelle 'intérieur de la parabole 7"? =4 (1 — &’) est re-
présenté conformément sur l'intérieur du cercle X* 4Y*—1.
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Si dans cette relation on exprime {  en fonction de £, elle
prend la nouvelle forme )

el

—{g T
qui permet la représentation conforme de l'extérieur de la
cardioide sur l'intérieur du cercle des unités (fig. 9, 10 et 11,
pl. XIV).

B. La cycloide.

On se propose d’étudier la représentation transmise par
la fonction

(1) —1—2Z41ogZ,

ou le signe « log » désigne le logarithme népérien. En
posant

Z—=re", [ =F+41i

et en séparant les parties réelles des parties imaginaires,
on trouve
(2)

(| £=1—rcosw + logr,
= —rsine + o

Pour toute valeur constante de r ces équations déterminent
une cycloide, savoir une cycloide allongée ou raccourcie,

<

suivant que r - 1 et une cycloide commune pour r = 1.

Chacune de ces courbes peut étre engendrée par un cercle
de rayon 1 qui roule sans glisser sur la droite & —=logr; le
point qui décrit la courbe pendant ce mouvement se trouve
a la distance r du cercle mobile. Les points doubles des
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cycloides raccourcies (r > 1) sont situés sur les droites
n=0,7n==+mnm,...Hn==nnr; les points de rebroussement
de la premiére espéce que posséede la cycloide ordinaire (r—1)
se trouvent sur I'axe des H aux distances 0, 2, ... &=2nn
de P'origine. Les cycloides allongées (r <C1) ne présentent pas
de points multiples. Conformément & une propriété connue
du logarithme, chaque courbe du systéme (2) se compose
d'une infinité de branches identiques qui s’obtiennent en dé-
placant I'une d’elles d’'un multiple de 27 dans la direction
de I'axe des H. Aux cycloides du plan ({) correspondent les:
cercles concentriques r — const. dans le plan (Z). Or, lorsque
le point { a parcouru une branche, par exemple, de la cy-
cloide commune, le point Z aura fait un tour complet sur
la circonférence r—1. A chaque branche de cycloide que
décrit le point { répond ainsi un tour complet du point Z
sur la circonférence du cercle des unités. Il s’ensuit qu'un
seul point de la circonférence r —=1 est I'image de toute une
infinité de points homologues de la cycloide.

Pour établir la correspondance point par point entre ces
deux courbes, on peut se figurer que le plan (Z) se compose
d'une infinité de nappes superposées, et si on relie encore
deux nappes consécutives par une ligne de passage appli-
quée, par exemple, le long de ’axe réel positif, on pourra
aussi substituer & la circonférence considérée une hélice a
pas infiniment petit. Alors & chaque point de I'hélice ne cor-
respond qu'un seul point de la cycloide. Il est inutile d’ajouter
que ce qui vient d’étre dit a I'égard du cercle des unités et
de la cycloide commune s’applique également a tout autre
cercle du systéme r — const. et & la cycloide correspon-
dante.

Par suite de la disposition adoptée, { peut étre considéré
comme une fonection uniforme de Z, et il s’agit maintenant
inversement de transformer Z en une fonction uniforme de ¢.
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En d’autres termes, comme & un point double d’une des cy-
cloides raecourcies correspondent deux points distincts du
plan (Z), il faut trouver moyen de séparer les deux points
qui constituent ce point double. A cet effet on peut admettre
que le plan ({) se compose aussi d'une infinité de nappes
reliées entre elles par des lignes de passage et correspondant
toutes a une seule nappe du plan (Z). Evidemment les lignes de
passage devront étre appliquées le long des droites = +=nm.
Afin de reconnaitre d’'une maniere plus précise la connexion
qui existe entre les différentes nappes de cette surface de
Riemann, il est utile de voir quelles sont les courbes qui
dans le plan (Z) correspondent aux droites =+ nnr du
plan ({).
D’apres la seconde des équations (2) on a

n=Hnr

(ol n désigne tout nombre entier et positif, le zéro y com-
pris), lorsque
4+ nm

1° o= =+nn, 2 r=—
SN w

ms_i; Z—TE, quelle que soit d’ail-
leurs la valeur qu’'on veut donner au nombre entier 7, ne
représente qu'une seule et méme courbe, savoir la quadra-
trice de Dinostrale, il est clair qu'a chacune des droites
n = == nmw ne correspond pas seulement la moitié de 'axe
réel, donnée par v — =+ nsr, mais encore toute l'infinité des
branches de cette quadratrice.

Lorsque le point Z décrit une circonférence d'un rayon
r > 1 par exemple dans la premiére des nappes qui lui sont
assignées, le point { parcourra une branche d’épicycloide
raccourcie qui entrera dans d’autant plus de nappes du

plan ({) que r sera plus grand. Chaque rencontre de la cir-

- Or, comme 'équation r =
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conférence considérée, avec la quadratrice, améne le pas-
sage du point { a la nappe suivante ou le retour & la nappe
précédente. En suivant ainsi les deux points mobiles pen-
dant plusieurs tours du point Z, on s’assurera aisément :

1° Que les branches consécutives de la quadratrice, comp-
tées a partir de 'axe des X, soit dans la direction de I'axe
positif des Y, soit dans la direction de l'axe négatif des Y,
correspondent respectivement aux droites

n—0, n=—m, n—=—2n, clc.,
n=%x, n = 3m, n = 4m,etc.

si la quadratrice est considérée comme étant située dans la
premiére nappe du plan (Z); aux droites

H=2w, H=mw, =10, dHe,
n—=4x, n=b6m, n=06m, elc.,

si la quadratrice se trouve dans la seconde nappe du plan (Z);
aux droites

n—=4x, n—=3m, n=2nm, etc.
n=6br, n=7Tm, n=8m, etc.,
si la quadratrice est placée dans la troisieme nappe du plan
(Z), et ainsi de suite;
2° Que le passage de la premiére nappe du plan ({) a la
seconde peut se faire du coté des X positifs le long des droites

n=0, ==x2n, ... y==2%m,

le passage de la 3™ nappe a la 4™, de la 5™ a la 6™,
etc., le long des mémes droites, prises dans toute leur
étendue, et le passage de la 2™ nappe a la 3™, de la 4™ a
la 5™, le long des droites entieres

N=s4nmn, =37, ... p==x=2n+1)mn.
18



266 BULL. H. AMSTEIN sEp. 18

Par cette disposition des deux surfaces de Riemann, cha-
que point double du plan ({) est en effet séparé en deux
points simples; les points correspondants du plan (Z) sont
symétriques par rapport a 'axe réel.

Les figures 12 et 13, pl. XV, destinées a faciliter cette
étude, ont été construites pour r = 12.

Si 'on se borne a considérer dans le plan ({) la bande
limitée par la branche de cycloide tracée entre les points
{ =0 et £ = 2nz, et par les deux paralleles a 'axe réel qui
joignent ces mémes points au point { = — =0, il découle
de ce qui précede que la fonction (1)

{=1—7Z + logZ
résout le probléeme de représenter d’'une maniére conforme
Pintérieur du cercle des unités sur lintérieur de la bande
en question. Toutefois, pour que la représentation soit par-
tout semblable dans les parties infiniment petites, il est né-

cessaire de faire une coupure dans la surface du cercle le
long de 'axe réel entre les points Z =0 et Z = + 1.

En posant encore
w — log Z ’

l'intérieur du cercle (avec la coupure) est représenté confor-
mément sur Uintérieur de la bande incompleéte située du coté
des @ négalifs et comprise.entre les droites

=0, g=0, y="29m.
Enfin la substitution de
Z—e
dans I'équation (1) donne

(=1—e" 4w
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Cette fonction sert donc d’intermédiaire a la représenta-
tion conforme de lintérieur de la bande incompléte, qui
vient d’étre décrite, sur l'intérieur de la bande limitée par
une branche de cycloide et les droites 7 =0 et » = 27. A
toute droite ¢ — const. répond une cycloide allongée et a
I’axe des & en particulier correspond la cycloide commune;
les images des droites y — const. sont les trajectoires ortho-
gonales des cycloides. (Voir les fig. 14, 15 et 16, pl. XV.)

I

Une fonction ¢ de z, 9, z et du temps ¢, définie par les
équations

/

°op 09 __ 0@ _
ox oy oz

ou u, v, w désignent les composantes de la vitesse d’une
molécule liquide suivant trois directions perpendiculaires
entre elles a été appelée par M. Helmhollz ! le polentiel de la
vitesse. Lorsque pour un certain régime permanent d’'un li-
quide il existe un potentiel de la vitesse (ce qui exclut tout
mouvement rotatoire des molécules de ce liquide) et que le
liquide n'est pas sollicité par des forces extérieures, I'une
des équations hydrodynamiques d'Euler prend la forme

[G2) + (&) + ()]

! Voir son mémoire « Ueber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen,
welche den Wirbelbewegungen entsprechen. » (Journal fiir reine und an-
gewandte Mathematik, vol. 55, p. 25-55.)

1) p=CG—

|59 Lo
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Dans cette équation p désigne la pression, C est une cons-
tante et la densité du liquide est supposée — 1. L’équation
dite de continuité devient

0
9 .
( ) 555'2 a

La premiere de ces équations montre que la pression di-
minue au fur et & mesure que la vitesse augmente. Mais
I'expérience prouve qu’elle ne peut descendre au-dessous
d’une certaine valeur négative sans que la continuité du li-
quide soit interrompue. C’est par ce fait que s’explique par
exemple la formation d’une veine lorsque 1’eau s’écoule d’un
vase, par un orifice, et pénétre dans de ’eau en repos. En
admettant que le long de certaines surfaces la vitesse de
I'eau puisse changer subitement, une telle surface se compor-
tera absolument comme la surface qui sépare deux liquides
différents. Par conséquent, des deux cotés de la surface la
pression doit étre égale, ou ce quirevient au méme, la com-
posante normale de la vitesse doit avoir la méme valeur.
Si, de plus, le liquide mobile confine a un liquide en repos,
la composante de la vitesse prise suivant la normale & la
surface de séparation doit étre zéro. En d’autres termes :
Dans ce cas la vitesse doit étre constante le long d’une sur-
face de séparation, et cette surface elle-méme est formée
par les trajectoires des molécules.

Dans I’hypothése que ¢ dépend uniquement des coordon-
nées z et y, 'équation (2) prend la forme

¢ e
) Cr+ 2t =o.

On voit par 1a que le probléme de 'hydrodynamique entre
dans le domaine des fonctions d’une variable complexe. En
effet, on sait que non-seulement toute fonetion d’'une variable
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complexe (z + y¢), mais encore sa partie réelle et sa partie
imaginaire, séparément, satisfont & l'équation différen-
tielle (3).
Si done _
2=x 4+ Y
est une variable complexe et

w=¢ + i
une fonction de 2, il s’agit de déterminer w de sorte que les
conditions données soient remplies. Alors

¢ — const

représente les courbes le long desquelles le potentiel de la
vitesse reste constant et

Y — const.

est 'équation de I'une quelconque des trajectoires auxquelles
M. Kirchhoff a donné le nom de lignes de courant (Strom-
linten).
Des identités

dw

dz
aw_dgpz._dgb___z._a!lo'

8y — dz dz —  dz

ow
ox

_de  .dy __
T dz —|—de "'"

on tire

Ggp_l_iﬁw:_i(@_go_l_iéhp _ 0y .0g

ox ox 3y dy) — oy EN

et par suite
09 _ 0w W __ 09

o — Yy ox — oy’
puis
dw__d6¢ .0y _d¢ .0¢
- T 'm T "ay
18%
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En posant
dz
dw__é'_E-{—m_.g(cos&—kzsmd),
il vient
P SP
1
(=73
g .09 690
7 iay ( )
og . o¢g\* by
\/(ax) +(5) \/(a—x)+(sy-
d’ou
og
: , COS I — = o = ;
o 2\’ AY
VE )+(@y V(E)+ )
393

—

sin{}—-

()()

Si dans les plans () et (z) 'axe des & est parallele a I'axe
des X et I'axe des H paralléle & I'axe des Y, on reconnait
que la vitesse du liquide au point z peut étre représentée
par la droite qui joint l'origine au point correspondant {;
car, en vertu des équations précédentes, la valeur réci-

proque —:; de la longueur de cette ligne est égale & l'intensité

de cette vitesse, et la déviation & en indique la direction. La
courbe que parcourt le point z, lorsque { se meut sur une
courbe donnée quelconque, est déterminée par I’équation

z:f@‘dw.
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En résumé, si apreés avoir fait des hypothéses convenables
sur les territoires des variables { et w, on cherche la fonction
par laquelle I'un des territoires est représenté conformément
sur I'autre, il sera facile de déterminer le territoire corres-
pondant de la variable z, c’est-a-dire celui du liquide. Par
ce procédé on obtiendra en général des mouvements de
I’espéce indiquée.

Les limites du territoire du liquide se composent, en gé-
néral, de trois sortes différentes de lignes, savoir: 1° de
courbes par lesquelles le liquide entre ou sort; 2° de parois
fixes formées par des lignes de courant y — const., et 3° de
courbes qui ont été appelées des limales libres, le long des-
quelles non-seulement v est constant, mais encore la pres-

: : 1 .
sion et partant la vitesse 2 sont aussi constantes®.

Si 'on veut appeler section du liquide la partie d'une
courbe ¢ —const. comprise entre deux courbes ¥ =y, et
Y —y,, on démontre sans difficulté que la quantité Q de
liquide qui traverse une section quelconque dans l'unité de
temps est constante.

En effet, soit V::i—) la vitesse du liquide en un point ar-

bitraire d’'une des sections et ds I'élément de cette section;

on aura
ds
Q:fﬂv
0

ou lintégrale est prise entre les limites convenables. Or, le
long de la section ¢ est constant; par conséquent

z::fé‘dw:ifé‘dtp:ilf(&—{—m’)dgb

t A Tégard de cette introduction, comparez Pouvrage cit¢ de M.
Kirchhoft,
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et par suite
dx + idy = ¢(§ + m1) dy,
de = — ndy
dy — &dy
ds =V& + 7 dp—=ody
et enfin

_f"’* L

A. La cardioide.

a) Soit |
(1) =2 — e’

sEp. 24

la relation entre les variables complexes { et w. Si I'on
choisit alors pour territoire de la variable w, par exemple,

le rectangle limité par les droites

=0, o=—1, y=1in, y=in,

le territoire correspondant de la variable { sera compris
entre les quatre courbes suivantes (comp. p. 256, sép. 8) :

1° La cardioide (¢ = 0)

E—=2cosw— cos2w
7 =2 sin w — sin 2w,

2° L’épicycloide (¢ = —1)

n=
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" 1

3° La parabole (y =3x)

t E— e2¢

ou n* =4
n—2e? ¥ g

et 4 La parabole (y =37)
g F—e?)2
n—=e?)2 — 2

Afin d’obtenir le territoire occupé par le liquide, c’est-a-
dire le territoire du plan (z) qui correspond aux territoires
adoptés pour w et {, on forme

z:f@dw ::f(@ew—egw)dw:@ew-—-—%e’w,

ou la constante d’intégration est égalée a zéro. En séparant

ou (f—1r=2(1—n).

les parties réelles des parties imaginaires, il vient

x=2¢? cos Y — z¢2% cos 2y
y—=2e®siny —1e2% sin 2y.

Par ces deux équations, le mouvement du point z est
complétement déterminé. Les courbes le long desquelles le
potentiel de la vitesse ¢ est constant, sont encore des épi-
cycloides, et les lignes de courant v — const. sont des para-
boles. En particulier, les quatre courbes qui forment les
limites du liquide considéré sont :

— 1
r=2cosy — ;€082

1° Pour ¢ =0:
y=2siny—1sin2y,
2 1
T=—COSY — 5 cos2y

2° Pourop —=—1: 0 1
y—% siny — 5 sin2y,
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r—e?)2

Y= )T L2 ou(x—2)*=4(1—y)

3° Pour wz%n:?

1,2
p—zé s

et 4° Pourw:%n:§ ou y*=8z.

y=2e"?

Le ]iquidé entre par la courbe (2) et sort par la courbe (1).
A la place des courbes (3) et (4) le long desquelles le liquide
coule, on doit se figurer des parois fixes. La quantité de li-
quide qui traverse chaque section dans l'unité de temps est

— |
_..._471'.

(Voir les fig. 17, 18 et 19, pl. XV.)

b) D’apres 'étude faite & la page 258 (sép. 10), la fonction

{— o 1 — e\’
(== Lw o iw
14 e? 1-+4e?
opere la représentation conforme de l'intérieur de la bande

compléte comprise entre les droites

y——nely=n

sur l'intérieur de la cardioide.

Or, si comme territoire de la variable { on admet la partie
du plan ({) qui est limitée : 1° par la moitié de cardioide qui
correspond & Y =7 :

fEZQ1——.«3‘*’__(1~—-6‘P)2-——4eCP
14+e” (1 +e%)?
< 1 1
2? 2eW
g de n A(1l—eT)e
\ 1 +e” (14e%)
ou
& — 2cosd—cos24

n—=—(2sin A—sin 24)
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et 2° par la courbe pour laquelle y =7 :

1 —e? 1 —4e® 4
1+ et V2 +e? (1+e%°"]/§+e?)*

E=29

1 F e?—1
L+e2? Y2 e? (1+e%‘PV§+e°P)”]’

le territoire de la variable w sera lintéricur de la bande
compléte comprise entre les droites

T/:——QV-QHB%? [
\

tp:%n et y =m.

La valeur de z est donnée par la formule

e P %W - 3w 2
ge=9 : 61 dw — (1 e:_) dw —
14 e2¥ 14 e2¥

. Lo
::fw——810g1+6 = E-;-d + 4,

ou la constante d’intégration est déterminée de sorte que
pour w — 0 on ait aussi z=0.

Pour trouver les courbes qui limitent le liquide, on sépa-
rera dans z la partie réelle de la partie imaginaire. A cet
effet, soit d’abord

log [1 4+ e%(?"'q‘i)] —a+ bt,
d’ou 'on tire
etV — % (cosbh+isinb) =1 —l—e%‘? (cosy + isiniy)
et par suite

S e% cosb =14 %% cos Sy

a .. 1?- i
(e sinb = e2%sin ;.
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Ces deux équations, résolues par rapport & a el b, donnent

2“:1+Qe%‘?cos%w+e‘?
ou )
a—tlog (14 2e2%cosiy+ ef)
et
39 «in 1
ezt sin g Y

b — arctg 7 s
1+ e2% coszy

ol l'arctg doit étre pris entre les limites — }= et 4+ }#. En
introduisant la valeur trouvée pour le logarithme dans z, il
vient

r—z+yi=4+ 9+ i — 4log (1 +Qe%?cos%zp+e‘?)—

1-|—e2 (cosgw — zsmga,b)

2
—8iarctg e 15111 ‘P + 8log2 —

1+el‘?cos Y 1+262‘Pcos Y +ef

donc
1+Qe'§ﬁ"cosiw+eCP 1+e%‘?cosiw
r—4+ ¢p—4log 1 2 —8 T 1 2
* 14 2e2Pcoszgy+e?
e%?siniw e%q’siniw

y—  y — 8Sarelg — +8 o .
\ 1+e§9’cos%w 1+985‘Pcos§1p+e‘?

Lorsqu’on y donne a y les valeurs particuliéres = et %n
ces deux équations représentent les limites du liquide con-
sidéré. On obtient ainsi, pour y =7 :

14e? 8

4 1_|_e‘P
K1
14e?

2=4+ ¢ —4log

y = — 8arctg (e%q’) o8




29 sEP. EXEMPLES DE REPRESENTATION CONFORME BULL. 277

et pour Yy =}m:

1 1
14+ 2e2%cosirt e? 2P cost
p=ltg—tlog- T SBTE O g 147 Tcosim
1+2¢ez? coszrte?
| 1? . i itp i
y:ln—-— 8 arctg e2islnzn 48 e‘i s .
k ? 14 ¢2? cos 37t 142¢%% cosgr+e®

A ces courbes correspondent des parois fixes. Le mouve-
ment commence a l'infini au-dessus de I'axe des X (z = — oo,
Y >0) et comme le point de départ répond au point { = 41

(done —:; —=1,9=0) la vitesse initiale est égale a 1 et pa-

rallele & I'axe des X. Apres avoir fait un demi-tour, le liquide
arrive de nouveau a l'infini, mais au-dessous de I'axe des X
(x =— 20, y <<0). A D'arrivée, la vitesse est égale a % et pa-
rallele a I'axe des X, conformément au point { = — 3, pour

et ¢ — 180°. La valeur absolue ¢ de la dérivée

1
lequel 3

détermine le rapport entre les éléments linéaires corres-
pondants dans les plans (w) et (z). Par conséquent, tandis
qu'au commencement du mouvement (¢ = 1) la largeur du
courant est = i, a la fin (¢ =3) elle est = }n. La quan-
tité de liquide qui coule par chaque section dans I'unité de
temps est

| D= -‘én.

(Fig.20, 21 et 22, pl. XV.)
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B. La cycloide.

A la page 266 (sép. 18), on a reconnu que la fonction
E=14w—e"¥

représente d’'une maniére conforme l'intérieur de la bande
incompléte limitée par les droites

g=0, ¢y=0 el y=2xn

et située du coté de I'axe négatif des @ sur l'intérieur d’une
bande comprise entre une branche de la cycloide

E—=1—cosw
n—=w—sinw
et les moitiés des droites y—=0 et 1, —=2n pour lesquelles

0.

On choisira maintenant pour territoire de w et de ¢ les
moitiés supérieures des territoires qui viennent d’étre indi-
qués, c’est-a-dire celles qui sont comprises entre les droiles

n=m et y=2m.

Alors on aura

'z:fgdw :f(l +w—e")dw=w+ jw*—e" +1,

ou la constante est déterminée de maniére que pour w—0
aussi z—=0. La séparation des parties réelles et imaginaires
donne :

r=1+¢+i¢*—1y*—e® cosy
y=y(l +g¢)—e?siny
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En introduisant dans ces équations les valeurs particuliéres
¢g—0, y—=n et =27, on obtient comme limites du li-
quide en question |

z=1—1y?—cosy
1° Pour ¢ =0: 2 :

y=y—siny,

—1 1,2 1, 9 ®

2° Pour y = m: 3 r=1—sm+o+z9" +e
y=n(1+9)

oy ) 1,2 ,%

et 3° Pourzp:—_gn;§ & 4 +SP+_29’ e
y=2n(1+g9)

Les courbes (2) et (3) représentent les parois fixes qui
limitent le liquide. Le courant arrive de l'infini (# = 4 o,
Yy —=—o0), ou sa largeur est infiniment grande et sa vitesse
infiniment petite et parallele 4 'axe des X. Au point qui,
dans la figure 25, pl. XVI, porte le numéro 1, la vitesse
o= VI_—;—? et sa direction fait avec I'axe positif des X un

angle « —arctg ;l; au point 2 elle est parallele a I'axe des Y

ot = 91; Le liquide quitte le territoire considéré par la
courbe (1). Le débit du courant dans l'unité de temps est
Q—=mn.

(Voir les fig. 23, 24 et 25, pl. XVL.)

C. La circonférence.

Les exemples traités jusqu’ici n’offraient pas de limites
libres. On en voit facilement la raison. En effet, le long d’une
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limite libre la pression et la vitesse du liquide sont cons-
tantes. Or, comme la vitesse en un point quelconque est

s %, cela revient & dire que, dans toute I'étendue de la li-

mite libre ¢ posséde la méme valeur. Il s’ensuit qu'une courbe
ne saurait étre une limite libre que lorsque son image dans
le plan ({) est un arc de cercle avec I'origine comme centre.
L’exemple le plus simple qu'on puisse choisir est évidem-
ment celui ou le territoire de { est limité par une circon-
férence entiére.

a) L'extérieur du cercle.

Si comme territoires des variables { et w on admet res-
pectivement l'extérieur du cercle des unités et I'intérieur de
la bande complete qui est limitée par les droites

Yy=—mnmelt y —m,

la relation entre { et w sera donnée par I'équation

b

14 e2"

w

=

[C1E

1—e

Il s’ensuit

5 W 1
z:fl—l_e dw—=w—4log(1—e*"),  (const.—= 0).

1 — 2%

N =

=

La séparation des parties réelles et imaginaires donne

w:¢—210g(1—26%?cos%ap+e‘?)
1
29 gind
y=uy + Larctg ; 151%"? ;
1—e2Pcosgy

ol l'arctg. doit éire pris entre les limites —3m et + 1.
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En introduisant les valeurs particuliéres ¢ —mwety = —n
dans ces derniéres équations, on obtient:

r—¢—2log (14 e?)

1° Pour y =7 : i
y =m + darctgez?

!

x—=q¢ — 2log (1 + %)

et 2° Pour y = —m: :
Yy —=—mw —4darctge2?.

Ces deux courbes, qui sont symétriques par rapport a 'axe
des X, arrivent de I'infini (x == — o<, y = #=7), vont jusqu'aux
points  ——2log2, y = =27, ou 'abscisse « posséde un
maximum et retournent ensuite a l'infini(x = — oc,y = 4= 37).
Elles forment des limites libres du liquide le long desquelles
la vitesse est constante et = 1. Cependant, en vue d'une ex-
périence qu’on voudrait faire, rien n’empécherait de les con-
sidérer, soit en enlier, soit en partie, comme des parois fixes.

Le mouvement se fait d'une manicére symétrique des deux
cotés de I'axe des X. A l'infini (x = — o<, y = =+ 7) le cou-
rant possede la largeur 2 7 et il s’élargit ensuite au fur et a
mesure qu'il avance. Une partie des molécules va de — o<
jusqu’a + o< avec une vitesse décroissante de 1 4 0. Celles
des molécules qui se trouvent sur 'axe des X ne le quittent
jamais; toutes les autres retournent & — oc, aprés avoir
coupé perpendiculairement 'une des droites n = =+ 2 7.

Les courbes ¢ — const. présentent la particularité suivante.
Lorsque la valeur de ¢ est choisie entre — o< et 0, la partie
de la courbe qui est comprise entre les lignes de courant
Y — =+, forme un seul trait continu; pour ¢ —0 la courbe
dégénére en deux paralléles ¥ — 4= 2 v et pour ¢ >0 elle se
compose de deux branches symétriques qui ne se ferment pas
(ou qui se ferment seulement a l'infini). Si dans les deux der-
niers cas on veut encore appeler section du courant l'en-
semble des deux branches symétriques, on reconnaitra que

19
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dans 'unité de temps chaque section est {raversée par une
quantité de liquide
U= 92

(Voir les figures 26-28, Pl. XVL,)
Observation. La dérivée de la fonction { par rapport a w,

1
dg ez

dw — (1— o)

devient infinie pour @w — 0. On pourrait en conclure que la
similitude dans les parties infiniment petites est interrompue
en un point de l'intérieur du territoire, ce qui ne doit pas
étre. En réalité il n’en est pas ainsi; car on peut évidemment
se figurer que le plan () est limité par une circonférence
d’un rayon infini. A cette circonférence correspond dans le
plan (w) une circonférence d’un rayon infiniment petit autour
de l'origine. De cette maniére le point singulier w — 0 se
trouve replacé sur le contour du territoire. D’ailleurs, comme
a { — oo correspond z — oo, le point est de nouveau trans-
porté a l'infini.

b) Le triangle formé par lrois arcs de cercle.

PREMIER CAS.

Soient données les trois circonférences :

(0) & +9*=1,
8) (¢ +tga) +7° =1+ tg%,
) &+ @+0)=0b—1,
ou « << 3w désigne l'angle sous lequel les circonférences («)

et (8) se renconirent et b une constante positive plus grande
que l'unité. Ces circonférences forment plusieurs triangles



35 Skp. EXEMPLES DE REPRESENTATION CGONFORME BULL. 283

dont on ne considérera que celui qui se trouve en entier
dans le quatrieme quadrant (8> 0,7 < 0). La circonférence
(y) coupe les deux autres perpendiculairement; le triangle
en question n’est donc qu’'un cas particulier d’'un triangle
général *. |

On vérifie facilement que la fonction

AZ2® g b—1
1) (=i " A—
(1) &= n ou + T
AZ2™ ¢

représente d'une maniére conforme la surface du cercle
X? 4+ Y? =1 sur l'intérieur du triangle défini. Cependant, il
est nécessaire de faire préalablement une coupure dans la
surface du cercle le long de 'axe réel entre Z =0 et Z — 1.
En substituant
Z —e¥

dans I'équation (1), il vient:

Ae?™ 4

@) (=i

—w

Ae?m™ 4 ¢

Cette substitution équivalant & une représentation conforme
du cercle des unités (avec coupure) sur l'intérieur de la bande
incomplete qui est limitée par les droites

¢ =0, y=0, y=2=x

= 0),

et située dans le second quadrant (¢ <0 yp— 0), la fonction

! A propos de la représentation conforme d’un demi-plan sur la surface
d’'un triangle général formé par trois arcs de cercle, comparez: H.-4.
Schwarz : Uebe1 (1leJen1gen Fille, in welchen die Gaubslsche hypergeo-
metrische Reihe eine algebraische Function ihres vierten Elementes dar-
stellt. (Borchardt’s Journal fiir die reine und angewandte Mathematik,
Bd. 75, p. 292-335.)
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(2) opére la représentation conforme de la dite bande sur
I'intérieur du triangle curviligne. Les circonférences (e), (8)
et (y) correspondent respectivement aux droites ¥ — 0,
Yv=2m et g =0.

Si I'on choisit le triangle curviligne pour territoire de ¢,
la bande incompléte pour territoire de w, on aura, en dé-
terminant la constante arbitraire de sorte que pour w—20
aussi 2—=0:

_ . Ae"‘“ —' . hre Ae2“ + ¢
BES f@'dw_zf dw = z{ w+ log AT ]

A21't _l_z

De cette équation on tire

a

a
P . o 5~ ¢ o
Azec® Sin g— 1 — Ae“™ cosé—n—w—I—A

4
x:w-——c—z—arctg -

a
T o 7-? . «
Ar g cosg)—‘;gb—l—Aez“ smé—;w-}-l

a
—¢ 5= ¢
2, T 2n’ o

B in A?e + 2Ae sm—gﬁw—l—l
y=—¢+—Ilog O :

~ ol l'arctg doit étre pris entre les limites —-—%n et +%n
Afin de fixer les idées, soit par exemple :

1 aden
a—zﬂ,b__:)o

et par suite A—1. Dans ces hypotheses la circonférence (y)
devient 'axe des = et les équations précédentes prennent la
forme

— 16arctg sin;w——ei?cosiw+1
eg*&cos w—l—es‘? singy + 1

e% ? 4 9e5%sin L 1
y—=—g¢ + 8log 13 = E 4 e

o
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En donnant a ¢ et a y les valeurs convenables ces équations
deviennent celles des limites du liquide. On obtient

1° Pour ¢ —=0:
sin%w— coséw +1
cosétp + sin%vp +1

— y—16arctg (tg ) =0
y =8log (1 + singy),

2° Pour ¢y = 0:

/m:apu—lﬁarctg

1— 8‘1"
x — — 16 arctg ———
1-|--eacp
1 4 ¢
e-’&
y=—¢+8log

-l

et 3° Pour y = 2n
wz%——lfiarccotg (1+V§.61§?)

1 1
142,689 4 e4¥
y——¢ 4+ 8log al 5 + ;

ad

Tandis que la seconde courbe est une limite libre, la troi-
sieme doit étre considérée comme une paroi fixe et la pre-
miére qui est formée par une partie de I'axe des Y, est la
limite par laquelle le liquide quitte le territoire. Le courant
arrive de l'infini ou sa direction est parallele & 'axe des Y
et sa vitesse — 1. Le long de la limite libre, la vitesse reste
constamment — 1; le long de la paroi fixe elle augmente de
1a(147V2). Ala sortie les filets liquides sont paralléles
a l'axe des X. Tandis que la largeur du courant = 2= &

G
Iinfini, a la sortie elle n’est plus que 8 log -i—K— Le débit
du courant dans I'unité de temps est

. Q—=2m.
(Figures 29-33, Pl. XVI).
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SECOND CAS

La fonction

(1) g:i———i, ou A=\ ——

représente la moitié du cercle X* 4 Y? = 1 qui se trouve du
coté des Y positifs conformément sur l'intérieur du trian-
gle curviligne défini précédemment. Au moyen de la formule
7 — Z'+ a

—aZ'4-1°

ou @ désigne un nombre réel positif plus petit que 'unité,
on peut représenter ce demi-cercle encore une fois sur lui-
méme, de sorte qu’au point

Z' — 0 correspond le point Z — a
au point Z'=—a » le point Z =0
et au point Z’' =1 » le point Z = 1.

Enfin par la substitution .
w—=log Z'

ce dernier demi-cercle sera représenté conformément sur la
bande incompléte comprise entre les droites

=0, v=0, v=mn

et située du coté des @ négatifs.
En fonction de w la variable { a pour expression:

A(a-{—e“)%ﬁi a a
w T __ w ™
@ =i ae’4-1 _ :iA(a-{—e )a 1(ae +1)a

A(a-}-‘ g’w)",,;+ ; A(a—l—ew); +i(aew+1)—1§
ae® 41
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et 'on reconnait que par cette fonction la bande incompléte
est représentée avec similitude des parties infiniment petites
sur l'intérieur du triangle curviligne.

Or, si I'on admet pour territoires des variables w et { res-

pectivement la bande incomplete et le triangle indiqués, il
vient :

o o
1 (1

Z:ifA(ew—i-a) ——'i(aew—|—1)adw_____

a

AE¥+a)"+i(ae® L 1)

— w4 2 f - '
w -—1;
A( g% L. a-) ny

ae 41
Substituant
b
w — g o
ew-:_%:ta, od’oll o — " i,
ae” 2
I—at?
L]
7T . t* dt
dw = = (1—a?) — ;

(1—at®) (* — a)

cette derniere intégrale prend la forme

L
f dw ! ____;_r(l__ag)f ! di —
A(e""—}—a)“_l_i (At—l—z)(l-—at“)(t —a)
ae® +1

Dans les cas ou « est une fraction rationnelle de =, I'inté-
gration peut toujours s’effectuer par une méthode connue.
Mais le plus souvent le résultat ne se prétera que difficile-
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ment au calcul numérique, de sorte que pour trouver quel-
ques points des courbes qui limitent le liquide, il est peut-étre
préférable d’appliquer une méthode d’approximation quel-
conque. C'est ainsi que pour construire la figure 38, P1. XVI,
plusieurs points des limites du liquide ont été calculés ap-
proximativement pour les hypothéses

— 1 ‘E
a=y, a=3m, b=o00ulA=1,

ensuite desquelles

3) z—=1w + 2 z ’g?":oi
e

16 ¢

ou l'on a encore disposé de la constante d’intégration de
manieére a ce que pour w — 0 on ait aussi 2 =

D’ailleurs il est facile de trouver certaines propriétés de
ces courbes en développant la fonction 2z pour le voisinage
des points qu’on veut bonsidérer, A cet effet il suffit en gé-
néral de conserver des séries en question seulement les deux

1

ou trois premiers termes. Dans le cas particulier a—= 2 i G

A — 1 les développements de z sont les suivants.

Développement de z pour le voisinage de w=0. On a suc-
cessivement :

=14 w+ jw+ w4 ..
14160 =17+ 16w+ 8w* + Sw® + ...
16 4+ ew—17+ w + Sw? + w® + ..

14 16¢% .

ot s () w4
\/l—l—lﬁew

16+F—-—\/1 w+ ) +...:

=1+i@E)w+ 5@ v+
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1 _d—i

S S Ll NN
141667 1 ¢
16 4 &%
3 w0 d@U . = w 1—?: 715\ ¢
2= tw+ 2 FETYY —tw +2 [—Q——I—E(E)zw.u]dw
A el ‘g 0
( 16—]—6“’)

—w+ %(ﬁ) w?...

Ce développement permet de reconnaitre qu'au point 0
la fonction 2z ne posséde aucune singularité. Si le point w se
meut infiniment peu sur I'axe imaginaire, le point z fait de
méme. Du reste on démontre sans difficulté qu’a la partie de
I'axe ¢ =0, comprise entre v —= 0 et ¥ —=mn, correspond
comme limite du {erritoire de z une certaine partie de la
droite £ =0. Lorsque le point w se meut sur 'axe négatif
des @ le point z s’éloigne de 'axe des X en restant dans le
second quadrant (x<<0, ¥y >0). Au point considéré I'axe des
X est tangente a la courbe qui répond & ¥ =0; le rayon
de courbure en ce point a la valeur 4'1—%.

Développement de 2 pour le voisinage de w — mi. On trouve
en désignant par z, la valeur de z correspondant & w—r1:

2—2,= (2 —1) (w— i) + 152 —V2) i (w — 7i)*...

Cette série donne lieu & des observations analogues &
celles qui viennent d’étre faites & 1'égard du développement
précédent. Au point z, la tangente a la courbe qui corres-
pond & Y —m est parallele & I'axe des X et le rayon de

courbure y est = 2.5(2—)2).

Développement de z pour le voisinage de w—= — so. Dans
ce cas on peut développer l'intégrale qui entre dans l'ex-
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pression (3) suivant les puissances entiéres et positives de
ew, 1l vient :

4 "
2—Tmo — —3—3-?1@ 04233+ 40) e¥

D’abord il est facile de s’assurer que z devient infini pour
w——o0. Puis ce développement montre que z arrive a
'infini sous un angle « dont la tangente est = —g. Un coup
d’ceil sur la figure 34 dans le plan () suffit pour confirmer
ce fait. En effet au point w — -— oo correspond le point
5:5:5-33; par conséquent, au point 25, la vitesse du liquide
a bien la direction indiquée.

Développement de z pour le voisinage de w =i — log 16.
Si, pour abréger, on pose

1.
w—m’+log16:u,q—' 18 17 y P— \/151[67""(16’*“"’,

on obtient, suivant qu'on a en vue des valeurs réelles posi-
tives ou négatives de «:

4 (z2—z,=—wui + pui —l—*p zuz—-—p ui—phiud ...
ou [(z2—z, = u-‘i——gqu-, qm, + 2 uﬁ—l—q"iuf...

Au point w—=rm1—log16 correspond le point { =—z. Il
s'ensuit qu'en z, la vitesse du liquide doit étre paralléle a
'axe des Y. L’examen des deux séries confirme ce résultat.
En effet, si I'on donne a u et u, des accroissements infini-
ment petits, réels et positifs, et que I'on restreigne les séries
a leurs premiers termes, 'accroissement cbrrespondant de
(z—12,) sera purement imaginaire. Mais en tenant compte
encore des seconds termes, on observe qu'un accroissement
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réel et positif de w produit un accroissement de (z —z,) dont
la partie réelle est positive et la partie irnaginaire négative,
tandis qu’a un accroissement réel et positif de », répond un
accroissement de (z—z,) dont la partie réelle est négative
et la partie imaginaire positive. On en conclut que le point
z, est un point d’inflexion de la courbe pour laquelle ¥ = .
Afin de reconnaitre la nature particuliere de ce point singu-
lier, on calculera le rayon de courbure de la courbe ¢y ==
en ce point. A cet effet il suffit de substituer a la courbe
considérée les deux courbes osculatrices qui sont détermi-
nées par les deux premiers termes de chacune des séries (4).
En posant

2—2,—=Z=X+Yi, p::qe% b~ q 9—2(1—}-2'), g— —log16+¢,

ou ¢ représente une variable réelle susceptible seulement de
valeurs infiniment petites et en introduisant dans v —=¢ +
+ Yt — i 4 log 16 la valeur particuliére v ==, la premieére
des séries (4) donne dans le cas d’un ¢ positif

Z=—U+tqV2 (1 +4)i5,

d’out
\X=1g1/20
(vy=—1+4qyasd
et
dX &*X
'—q}/—t4 dtﬂ"_é ]/(-Dt
dY_. ey @
— =—1+49/2¢5, dtg—4q1/2t :

Si, pour plus de brieveté, on désigne encore par (¢) une
fonction de ¢ qui tend vers zéro en méme temps que ¢, le
rayon de courbure R a pour expression
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_ [@XP+EYE _[1+ @) _ 451+ O
IXPY—dY X L gygrs qV2

Par conséquent il s’annule pour {=0.

Lorsque, au contraire, { ne doit prendre que des valeurs
négatives, 'on applique la seconde des séries (4), ce qui
donne, en posant —{—=/{,:

Z—= 54?5—%‘]%% )

(_ X:—gqtﬁ

{Y:ti
dX 1 d=X L, —.3
—=—2qt,* = —5qt "
dt, L dt,? 29"
dY d?Y
ag, 1 T

Le rayon de courbure R, est donc

R, = [H @7 26 + @)
sl 1

Pour £, =0 il s’annule aussi.

Tandis qu’ordinairement en un point d’inflexion le rayon
de courbure est infini, on rencontre ici un point d’inflexion
dans lequel le rayon de courbure est zéro. Les deux élé-
ments de courbe consécutifs qui forment le point z, et dont
I'un appartient & une paroi fixe et I'autre & une limite libre
participent ainsi tous les deux de la nature d’un point de
rebroussement *.

En résumé, le courant considéré arrive de l'infini, ou sa
vitesse est — 1 et fait avec 'axe positif des X un angle

! Comp. Kirchhoff : Vorlesungen iiber mathematische Physik, p. 294
et 295,
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a — arctg (— Z)' Dans la figure 38, pl. XVI, les courbes az, et
az, sont des limites libres, tandis que la courbe z,z; doit étre
envisagée comme une paroi fixe. Le long des limites libres
la vitesse est toujours —1; le long de la paroi fixe elle aug-
mente de 1 & (1 +)/2). A l'infini le courant a la largeur 7;
ensuite il se rétrécit au fur et & mesure qu’il avance. Le li-
quide quitte le territoire par la droite 2,25 avec une vitesse
paralléle a I'axe des X. Le débit du courant est

Q —=m.
(Voir les figures 34-38, Pl. XVI).

TROISIEME CAS

Si, en dernier lieu, on choisit pour territoire de la varia-
ble w la bande compléte limitée par les droites

Yyv=—mety—=4n

et pour territoire de la variable { le méme triangle curvi-
ligne qu’'on a déja considéré dans les deux cas précédents,
il s’agit maintenant de trouver la fonction qui permet la re-
présentation conforme de l'une de ces figures sur I'autre.

Dune part on a déja reconnu (p. 286, sép. 38) que la
fonction

| CAZT i Jh
(1) f—i—g““"—s ou A= b_-lr-_T’
AZ™ +1

opére la représentation conforme du demi-cercle des unités
qui se trouve dans les deux premiers q.uadrants du plan (Z)
sur I'intérieur du triangle curviligne. D’autre part ce demi-
cercle est représenté d’'une maniére conforme sur l'intérieur
du cercle des unités entier au moyen de la fonction
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114 2Z4 22%
{1—%Z + 22

(2) o —

Enfin la substitution appliquée déja plusieurs fois

4
] s ®

— e —

1+e%w

In

(3)

transforme le cercle des unités en la bande complete définie
ci-dessus.

Des équations (1), (2) et (3) on peut tirer { en fonction de
w; par la le probleme de représentation conforme proposé
est résolu en principe. Mais le résultat final serait assez com-
pliqué. D’ailleurs, comme il s’agit au fond de trouver l'inté-

grale
2 :f@'dw,

il est préférable de choisir Z comme variable d’intégration.

De 1'équation (3) il suit

=5 _ d=
W—Qlogr:-‘;, dw——4% g
et I'équation (2) donne
72
dE=1—— L gz

0 —9%Z 1 Z°)
En substituant dans 'équation précédente les valeurs de

= et de d= en fonction de Z, on obtient :

6 (1— 7% dZ
A— %7 + 25 + (1 + %Z + 2%

gy = —

* Cette formule a été communiquée par M. H.-A. Sehwarz dans un
cours « Théorie des fonctions d’une variable complexe » donné & I’Ecole
polytechnique fédérale & Zurich en 1869/70.
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et enfin
o

- .
22_16{[ : (AZ™ —3) (1 — Z3)dZ _

(AZ™ +i) [(1 —2%Z+Z2)* + (1 +20Z+Z*)*]

a

__Sif (AZ™ —i)dZ

(AZ™ +i) (1 —Z?)

Cette derniére intégration peut s’effectuer dans tous les cas
ou « est une fraction rationnelle de 7. Soit par exemple

—1
“—13

m, A—1
et par suite

P (Zi—i)dZ
4 — —28 - ;
@ z Zf(za+z')(1——22)

La substitution
Z =2, dZ = 4v’dv

donne

vt —?
Crye=n"
Enfin si I'on pose encore

v=1it, dv—="1dl,

2= 321

il vient :
. ta—-ﬁ . lsdt
— — 39 =
2 =3% 0T 1)(58_'1) dt 3 Z_f(lf-l—1)&’(&”%-1)(5“‘!‘1)

. 1 o) 2472
— 39 _1 L L, —
=3 "f[ 4(t+1)*+8 zﬂ—tV"?z"+1+8 £41Y2+1

1
—tr =
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— — o (1) 2—
_81{t+1+(y2 1) arctg (¢} 2—1) +
+ (/2 + 1)arctg (1) 2+ 1) —aretg { + C] —
81[_'“"" ]/ arctg ‘l:-i- arct L arctg ¢ 4+ C.]
U+t - S g

ou
s 15 " V§ 1 —p3
(5) 2= 8@[15-{-1 + } 2 arclg t’+ar8tg7}-_ﬁ_+c]'

Au lieu de retourner a la variable Z; il parait plus simple
de calculer les limites du liquide a I'aide de I’équation trou-
vée. Dans ce but on remarque qu’au demi-cercle du plan (Z)
correspond dans le plan () I'octant du cercle des unités qui
est limité par I'axe négatif des Y et la bissectrice du qua-
triéeme quadrant.

D’abord on reconnait aisément que les deux points z, et 2,
qui répondent & {, et {; se trouvent a l'infini; car pour
{—1,l=—12 on a arctg{—= oo et pouré‘_—_}fg—l , I = e_%m
arctg ({)/2—1) = 0. De plus, on peut démontrer que la limite
correspondant a la droite {,{; est aussi une droite paralléle
a 'axe des X. En effet, si le point Z se meut sur la demi-
circonférence Z,Z;, c’est-a-dire si I'on fait la substitution

&= em, gz = ieMdl ,

il vient

_-——SzJW (e" —z)ze“dl
(6““4—2)(1—6 2h

s T

6%l@+%)1+e%ﬂb e-—-—}.’d_e)\i
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1 - 1 . 4 - 1 .
8fﬂegm—zm . e—*g'n’b+3m. di
1
4

— m_l_e-—gni—l—%ni e—M__ g\

2@sm s(A—2n) ~  di
- ‘ 9 cos 3 (A—2n) —9isini

__4f tgl(a—2m) _d’—-

sin 4

Tous les éléments de cette intégrale étant réels et positifs,
le point z se meut bien de — =0 & 4 oo sur une droite pa-
rallele & I'axe des X. De la méme maniére que dans le cas
précédent, on prouverait que le point 2, est un point d’in-
flexion dans lequel la tangente est paralléle & 'axe des Y et
le rayon de courbure —0.

Maintenant on est en état de tracer les limites et d’étudier
le mouvement du liquide (fig. 39-44., Pl. XVII). Le courant
arrive de — oo avec la vitesse 1 paralléle & 'axe des X. La
courbe 2,25 et la droite z,2,2; forment des parois fixes, tandis
que la courbe z,z, est une limite libre. Le long de la limite
rectiligne 2,2,2; la vitesse augmente continuellement ; en 4 oo
elle atteint son maximum = (1 + )'2). Conformément & cette
variation de la vitesse, la largeur du courant décroit sans
cesse; en — oo elle est =2, en + oo elle n'est plus que
(Y2— 1) 27, Chaque section du courant est traversée dans
I'unité de temps par une quantité de liquide

Rien n’empéche de se figurer la limite libre comme fixe.
On obtient ainsi la forme d’un vase dans l'intérieur duquel
on connait parfaitement bien le mouvement du liquide.
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La constante arbitraire C dans I'équation (5) peut étre
déterminée de sorte qu’a la droite {,{; corresponde l'axe
réel du plan (z). Dans l'intérieur du territoire considéré,
c’est-a-dire pour tous les points de l'intérieur du triangle
curviligne dans le plan ({)

2= f(¢)

est une fonction qui posséde le caractére d’une fonction en-
tiere. En d’autres termes: Pour l'intérieur de ce territoire
f(§) est développable en une série convergente ordonnée
suivant les puissances entiéres et positives de {:

r=a,+ a, +a,*+ a;® + ...

Or, comme a des valeurs réelles de { correspondent des
valeurs réelles de z, nécessairement les coefficients @ sont des
nombres réels. Par suite de la loi de symétrie, il est done
permis de continuer symétriquement les territoires de { et
de z. (Ce qui donne les figures 45 et 46, P1. XVII). En méme
temps, il est évident qu'on peut enlever la paroi fixe du mi-
lieu sans rien changer au mouvement. Mais avec cela on est
arrivé a un cas particulier de la représentation conforme
d’une lunule circulaire dont M. Kirchhoff a tiré parti dans
ses recherches intéressantes sur les veines liquides. (Com-
~ parez I'ouvrage cité de M. K.).

Il est presque inutile d’ajouter qu’il serait possible d’ar-
ranger aussi la représentation conforme qui vient d’étre traitée
de maniére a ce qu'on obtienne des veines liquides avec des
directions asymptotiques données arbitrairement. A cet effet,
il suffirait de faire du cercle des unités, image du territoire
de ¢, une nouvelle représentation sur lui-méme, de sorte qu’a
trois points donnés du contour de ¢ correspondent trois points
donnés de la circonférence du cercle. On sait que cette der-
niére représentation est toujours possible et qu’elle revient
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a une transformation au moyen des rayons vecteurs réci-
proques.

Pour arriver & un cas qui rend peut-étre mieux le phéno-
meéne tel qu'on l'observe dans la nature, on peut a l'aide de
la fonction

gF = —f

représenter encore une fois la lunule circulaire sur la figure
symétrique par rapport a l'origine, et si I'on soumet le ter-
ritoire de w a la méme transformation en substituant

w*—=—w,

évidemment l'intégrale

z:f@‘dw ::fg'*dw*

ne sera pas changée. Mais par ce procédé on a en quelque
sorte renversé le mouvement du liquide (figures 47 et 48,
Pl. XVII).

NB. Le lecteur est averti que, dans le but de ménager
I'espace occupé par les figures, on n’a pas adopté la méme
échelle, non-seulement dans les différentes planches, mais
encore dans les figures relatives a un méme cas.
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