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EQUATIONS DE LECHANGE.

——e

I.

Lidée de Vapplication des mathématiques aux sciences
physiques est une idée que plusieurs savants ont mise a
profit dans les temps anciens et modernes, mais de la-
(quelle Descartes est le premier qui se soit bien rendu
compte. Il résulte clairement dun passage du Discours.
de la Méthode que Descartes consideére comme sciences
mathématiques toutes celles qui traitent de faits de quan-
tite , c¢’est-a-dire de grandeurs susceptibles d’étre soit
exprimees en nombre, soit représentées par des figures,
et (ui, pour cette raison, peuvent el doivent étre ¢labo-
rées soit dans le langage de la science des nombres ou
de l'algébre, et grice & la connaissance des propriétés
des nombres, soit dans le langage de la science des figu-
res ou de la géométrie, et grace 4 la connaissance des
propriétés des figures. La célebre application de Palgeéhre
a la géometrie n’est quune conséquence particuliére de
cette vue 'ensemble de ['llustre mathématicien philoso-
phe. La géométrie traite des ligures qui sont des gran-
deurs susceptibles d’étre exprimées en nombres ; done
elle peut elle-méme étre c¢laborée dans le langage de la
science des nombres, et grice a la connaissance des
propriétés des nombres ; done elle est la premiere science
a laquelle on peut appliquer I'algébre, ce qui donne la
géométrie analytique. Mais viennent ensuite la mécanique
qui traite du mouvement des corps en général, I'astrono-
mie qui traite du mouvement des corps célestes en particu-
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lier, si ce mouvement est susceptible de s’exprimer en nom-
bres ou de se représenter par des figures, on pourra aussi
bien appliquer les mathématiques : algebre, géométrie,
géométrie analytique, & la mécanique, & Dastronomie.
C’est ce quavant Descartes avait déja fait Galilée ; ¢'est
ce quapres lui ont encore fait Huyghens, Newton, La-
place.

Comme la mécanique traite du mouvement, des vitesses,
etc., ’économie politique pure, telle que nous 'avons dé-
finie, traite de Véchange, des prixz: prix des produits, prix
des services producteurs, etc. Les prix sont les rapports in-
verses des quantités de marchandise échangées; ce sont
des grandeurs susceptibles d’étre soit exprimées en nom-
bres, soit représentées par des figures. Les éléments né-
cessaires et suffisants de ces prix, tels quenous les avons
reconnus, Vutelité, la quantité possédée des marchandises,
sont dans le méme cas. Done il est possible d’appliquer
les mathématiques a I'¢conomie politique pure comme &
la mécanique et a l'astronomie, c’est-d-dire d’élaborer
Iéconomie politique pure comme la mécanique et I'astro-
nomie dans le langage soit de la science des nombres,
soit de la science des figures, en se servant des propriétés
connues des nombres ou des figures. Et si ¢’est la une
chose que 'on peut faire, ¢’est par cela méme une chose
que 'on doit faire. Tel est le caractere, telle est la por-
tée de lapplication des mathématiques & I'économie poli-
tique

Pour étudier I'échange de deux marchandises entre
elles, nous avons procédé surtout dans la forme géomd-
trique, c¢’est-a-dire en représentant les prix et leurs éle-
ments par des figures, et par voie de réduction ou d’ana-
lyse, ¢’est-d-dire en remontant des prix a leurs ¢lements.



5 SEP. EQUATIONS DE L’ECHANGE BULL. 369

Pour étudier a4 présent Iéchange de plusieurs marchan-
dises entre elles, nous procéderons surtout dans la
forme algc¢brique, c’est-a-dire en exprimant les prix et
leurs éléments en nombres, et par voie de déduction ou
de synthese, c’est-a-dire en allant des éléments des prix
Aux prix eux-meémes.

Soient done, & présent, s marchandises (A), (B), (C),
(D)... sur un march¢ régi par la libre concurrence. 1l y
a des porteurs de (A) qui ont une quantit¢ détermince de
(A), mais qui n'ont ni (B), ni (C), ni (D)... et qui sont
désireux de garder une certaine quantité de leur (A) pour
eux, et disposés d en céder une certaine quantité en
echange de (B), de (C), de (D)... 11 y a des porteurs de
(B) qui sont dans des dispositions analogues, et ainsi de
suite. Prenant, par exemple, un porteur de (A) entre tous,
de quoi dépendront les quantités de (B), de (C), de (D)...
quil demandera ? Des prix de (B), de (C), de (D)... en (A).
Et la demande effective qu’il fera de chacune de ces mar-
chandises dépendra non-seulement du prix de cette mar-
chandise, mais aussi des prix de toutes les autres. Assu-
réement nous sommes foreés de reconnaitre que la déter-
mination de la demande de (B) en (A) ne peut se faire
sans la connaissance des prix de (C), de (D)... en (A),
aussi bien que du prix de (B) en (A); mais on est aussi forcé
de convenir que les prix de (B), de (C), de (D)... en (&)
¢tant tous connus, la demande de (B) en (A) est susceptible
d’étre déterminée par cela méme. Ainsi chacune des de-
mandes partielles de (B}, de (C), de (D)... en (A) est une
fonction de plusieurs variables qui sont les prix de (B),
de (G), de (D)... en (A). d, ¢tant une de ces demandes
partielles, pa, peas paa... ctant ces prix, celte circonstance
sexprime algébriquement par I'équation



370 BULL. | L. WALRAS SEP. 6

dh'a = fb,a (pb,ﬂ ) pc,a ’ pd,a L )

dans le premier membre de laquelle la fonction dy, fi-
gure seule, et dans le second membre de laquelle 1l faut
se représenter les variables pya, Peas Paa... cOMME en-
gagées, dans un ou plusieurs termes, en des combinai-
sons "addition, soustraction, multiplication, division,
ete., ete., de telle sorte que, ces variables venant a4 étre
remplacées par tels ou tels priz de (B), de (C), de (D)...
en (A), il en résulte mathématiquement, comme valeur
de la fonction, la quantité effectivement demandée de (B)
par un porteur de (A) a ces prix. De méme pour les de-
mandes partielles de (C), de (D)... en (A) par le méme
portear. De méme pour les demandes partielles de (B),
de (C), de (D)... par les autres porteurs de (A). De méme
aussi pour chacune des demandes partielles de (A), de
(C), de (D)... en (B), et ainsi de suite. On voit que, dans
le cas de 'échange de plusieurs marchandises entre elles,
les dispositions a 'enchére de chaque échangeur ne sont plus
susceptibles d’étre représentées géométriquement par des
courbes, et cela d cause du nombre des variables ; mais elles
sont toujours susceptibles d’étre exprimees algébriquement
par des équations. Cest pourquol nous passons forcément
du mode géométrique au mode algébrique. Ce mode étant
adopté, nous avons toujours & montrer, pour plusieurs
marchandises comme pour deux: 1° Comment les prix
courants ou d’équilibre résultent des céquations de de-
mande ; et 2° Comment les équations de demande résul-
tent elles-mémes de Putilité et de la quantit¢ des mar-
chandises. Nous résoudrons ici le second de ces deux
problemes avant le premier, et ¢’est en quoi nous substi-
tuerons la méthode de déduction & la méthode de réduc-
tion.
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11

Le premier probléme que nous avons a résoudre est
celui-ci : — Etant données m marchandises (A), (B). (C),
(D)... et Tutilité de chacune de ces marchandises pour
chacun des échangewrs, ainsi que la quantilé de chacune
d’elles possédé> por chacun des porleurs, déterminer les
équations de demande.

Soit, par exemple, un portear de (V). L’expression
mathématique de la quantité de (\) possédée par ce por-
teur noffre aucune difficulté : nous la désignerons par
¢.. Quant & lexpression mathématique de P'utilité de (),
(B), (C), (D)... pour cet échangeur, apreés nos explica-
tions précedentes, elle nen offre pas davantage. Géomé-
iriquement nous représenterions ces utilités par des cour-
bes de besoin de (A), (B), (C), (D) .. pour individu dont
il sagit, les ordonnces correspondant aux quantilés pos-
sédées, clles abscisses correspondant auX rarefés ou aux
intensilés des derniers besoins satisfails par ces quantités.
Donc algébriquement nous exprimerons ces utilités par
des c¢quations qui seront celles des courbes de besoin ci-
dessus. Nous supposerons ces équations résolues par rap-
port aux raretés, c’est-d-dire donnant les raretés en
fonction des quantités possedées Nous aurons ainsi les
equations: r =@, (q), r=ey (), *r = ¢c (q), ¥=@a(q)-..
dans le premier membre desquelles la fonction r figure
seule, el dans le second membre desquelles il faut
se representer la variable ¢ comme engagée, dans un ou
plusieurs termes, en des combinaisons d’addition, sous-
traction, multiplication, division, ete., etc., de telle sorte
(que, cette variable venant a éire remplacce par telle ou
telle quantité possédée de (A), (B), (C), (D)... 1l en résulte
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mathématiquement, comme valeur de la fonction, Iinten-
sité du dernier besoin satisfait, ou la rareté, de (A), (B),
(G), (D)... pour cetie quantité. Les abscisses des courbes
étant décroissantes pour des ordonnées croissantes, les
dérivées des fonctions par rapport a leurs variables sont
négatives. L'utilité effective, ou la somme des besoins sa-
tusfarts par une quantité possédée de marchandise, étant
représentée par les aires des courbes, sera exprimée par
les intégrales définies des fonctions. Ces derniéres don-
nées, au surplus, ne sont pas indispensables, et les pré-
cédentes vont nous suffire pour établir Iéquation de
demande de (B) en (A) par un porteur quelconque de (A).

Cet homme donne une certaine quantit¢ de (A) pour
une certaine quantité dy, de (B), & un certain prix p,, de
(B) en (A), une certaine quantit¢ de (A) pour une cer-
taine quantité d.. de (CG), & un certain prix p.. de (C)
en (A), une certaine quantité de (A) pour une certaine
quantité dq. de (D), & un certain prix py. de (D) en (A)...
et ainsi de suite. Soit # la quantit¢ totale de (A) ainsi
donnée contre (B), (C), (D)... et, par conséquent, ¢,—
la quantité gardée, on a d’abord I'équation

X ="dpa Pra + do,a Pea + daq Paa + ..

et, par conséquent, 1I’équation
(Jo — & — (Ju — ld‘l.m,a Pra— de,u Pea — dd,n Paa— ...

Mais, pour plusieurs marchandises comme pour deux,
nous pouvous poser en fait que la demande est détermi-
née par la condition de satisfaction maximum des be-
soins ou de maximum de 'utilité effective. Iit, pour plu-
sieurs marchandises comme pour deux, nous pouvons
énoncer aussi que cette condition est que le rapport des
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raretés, ou des intensités des derniers hesoins satisfaits,
- aprés 'échange, soit égal au priz. En effet, si le rapport
de la rareté de (B) & la raret¢ de (A), apres I’échange,
n’était pas égal au prix py,. de (B) en (A), s’il était su-
périeur ou inférieur, il y aurait, en vertu de la condition
de satisfaction maximum telle qu’elle a été établie dans
le cas de I'échange de deux marchandises entre elles,
avantage a ¢changer encore une certaine quantité de (A)
contre une certaine quantité de (B), ou a restituer une
certaine quantité de (B) contre une certaine quantité de
(A). En d’autres termes, la limite n’aurait pas été at-
teinte ou elle aurait été dépassée. Le méme raisonnement
montrerait que le rapport de la rareté de (C) & la rareté
de (A), aprés I'échange, doit étre égal au prix p.. de (C)
en (A), que le rapport de la rareté de (D) a la rareté de
(A) doit étre égal au prix pi, de (D) en (A)... et ainsi
de suite. Soient donc 7, = @u (g — ), 7= ¢, (d),.),
Pe = ¢c (), 14 = @a (dy.)... les rarvetés de (A), (B), (C),
(D)... apres I'échange, on a les équations

@ (dy) = P @u (o — T)

— Pha Ca (s — dya Pra— oo Pon — i Paa — -..),
e (de) = Pea Ga (g —7)

= Pe,a @a (a — 0 Py — Ao P — dia Pag — -+ . ),
@ (dia) = pap ¢a (qa — )

= pd,a PDa (Qa - dh,a pb,a - dc,a pc,a - dd,a pd,a T e );

soit m — 1 équations entre lesquelles on peut c¢liminer
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m — 2 inconnues telles que dea, daa... pour avoir dy ,,
ou m — 2 inconnues telles que d,,, dy. ... pour avoir
d..s OU m — 2 inconnues telles que dyq. dea ... pour
avoir da, ... en fonction de psya Pows Paa... G'est ainsi
qu’'a tout systéme de prix de (B), (C), (D) ... en (A) cor-
respondra, pour un porteur quelconque de (A), un sys-
téme de demandes de (B), (C), (D) ... en (A) qui lu
donnera la satisfaction maximum, et ¢’est ainsi, par con-
s¢quent, que se déterminera l'équation de demande par-
tielle de chaque marchandise en fonction des prix de
toutes.

11

Le second probléeme que nous avons a résoudre est
celui-ci : — Etant données m marchandises (A), (B), (),
(D) ... et les équations de demande de chacune de ces
marchandises en chacune des autres, déterminer les priz
respectifs d équilibre.

En additionnant purement et simplement les équations
de demande partielle, on aurait les m —1 équations de
demande totale de (B), (C), (D) ... en (A),

Db,a — Fh,u (ph,a ’ pc,u 5 pd,a .. -)3

] Dc,a e Fc,a (pb,a s Peas Pda - ) s
1]
Dd,a e Fd,a (pb,a ) pc,:l ) pd,a e ) ’

On aurait de méme les m—1 équations de demande
totale de (A), (C), (D) ... en (B),

Da,b — Fa,b (pa,b ’ pc,b ’ Pd,h W .),
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Dc,h — Fc,b (pa,b s Pebos P&,b . -)_-
1]
[)d,b — Fd,b (pa,b s pc,b s Pdp - -)3

les m —1 équations de demande totale de (A), (B),
(D) ... en ((),

Du,c = Fa,c (pu,c s Pbes Pde - -)9

] Db,c == Fb,c (pa,c s Phes Pae - -);
1]
Dd,c — Fd,c (pa,c s Phes Pde - -),

les m —1 équations de demande totale de (A), (B),
(C) ... en (D),

Da,d — Fa,d (pa,d s Puds Ped .- -):

B Dia = Foa (paas Poas Ped «-0),
1]
Dea = Fea (Paas Poas Ped ---)s

et ainsi de suite, soit #m (m — 1) équations de demande.

Les prix d’équilibre sont ceux pour lesquels lu demande
totale cffective est égale o Uoffre tolale effective. A cet
¢gard, et Doffre effective d’'une marchandise contre une
autre étant toujours égale a la demande effective de cette
autre multiplice- par son prix en la premiére, nous avons
les m — 1 équations d’échange de (A) contre (B), (C),

o ...
Dbra })b:a == Dﬂ.b 3 DC,& pc,a — Da,c s Dd,a_ pd,a p— Da,d cos
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les m —1 équations d’échange de (B) contre (A), (C), (D) ...
Deppan=lins DepBon=Bhos DinPes=bhi o=
les m—1 équations d’échange de (C) contre (A), (B), (D) ...
Dyese=Ds; DiePis=Dits Dispp= Dai .-
les m —1 équations d’échange de (D) contre (A), (B), (C) ...
D fisa =Dans Doisa=Diss DeaPea= Dig s

et ainsi de suite, soit m (m —1) équations d’échange
m (m—1)
2
cité des prix. Ces m (m—1) équations d’échange jointes
aux m (m — 1) équations de demande forment un total de
2m (m—1) équations. Or nous avons précisement dans la
question 21 (m—1) inconnues, savoir les m (m—1) prix
des m marchandises les unes en les autres et les m (m—1)
quantités totales de ces m marchandises échangées les
unes contre les autres.

r

équations de récipro-

contenant nnplicitement

[V

Le probléme de V'échange de plusieurs marchandises
entre elles parait résolu. Il ne I'est pourtant qu’a moitié.
Dans les conditions ci-dessus définies, il y aurait bien,
sur le marché, un certain ¢quilibre des marchandises
deux a deux; mais ce ne serait la qu'un équilibre 1impar-
fait. L’équilibre parfait ou général du marché w'a liew que
st le priz de deww marchandises quelconques Uune en
Vautre est éqal aw rapport des priz de Uune et Uaulre en
une trovsieme quelconque. C'est ce qu’il faut démontrer.
Pour cela, prenons trois marchandises entre toutes (A),
(B) et (C), par exemple; supposons que le prix p.; soit



13 stp. EQUATIONS DE L'ECHANGE  BULL. 377

plus grand ou plus petit que le rapport des prix pe,a, po,a;
el voyons ce (ul arrivera.

Nous imaginerons, pour bien fixer les idées, que le lieu
qui sert de marché pour lU'échange de toutes les mar-
chandises (), (B), (C), (D) ... entre elles ait été divisé
en autant de parties qu’il se fait d’¢changes de marchan-
m (m—1)

9

P

dises deux a deux, soit en marchés spéciaux

désignes par des écriteaux sur lesquels on aurait indiqué
le nom des marchandises qui s’échangent et le prix d’é-
change déterminé mathématiquement en vertu du systeme
d’¢quations ci-dessus. Ainsi: « Echange de (A) contre (B)
et de (BB) contre (A) aux prix réciproques puy, Poa; » —
« Echange de (A) contre (C) et de (C) contre (A) aux prix
reciproques Pae. poa; » — « Echange de (B) contre (C) et
de (C) contre (B) aux prix réciproques pye, pen.» Gela
posé, si chagque porteur de (A) qui veut du (B) et du (C)
se bornait & échanger son (A) contre ce (B) et ce (C) sur
les denx premiers marches spéciaux, si chaque porteur
de (B) qui veut de I'(\) et du (C) se hornait & échanger
son (B) contre cet (\) et ce () sur le premier et le troi-
sieme, st chaque porteur de (G) qui veut de U(\) et du
(B) se bornait & ¢ehanger son (G) contre cet (A) et ce (B)
sur les deux derniers, éqguilibre se maintiendrait tel quel.
Mais 1l est facile de faire voir que ni les porteurs de (A),
ni ceux de (), ni ceux de (€) ne se borneront a ces
deux ¢changes; 1ls en voudront faire un troisieme.

Pour un porteur de (A), qui a gardé ¢.— = de (A) et
obtenu dy,, de (B) et d.. de (C), on a les deux equations

v (dy) = Poa @a (qo — @),

@ (du,;n) == Pu,a @a (q| = CE) s
Bull. Soc. Vaud. Sc. nat. X1V, N°75. 29
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exprimant I’égalité de chacun des rapports de la rareté
de (B) et de la raret¢ de (C) & la rareté de (A) avec cha-
cun des prix de (B) et de (C) en (A), aprés I'échange,
qui est la condition de la satisfaction maximum. Or on
tire de ces équations

Pea
¢e (de,n) = ¢n (d,a) 3
Ph.a
e _ Pea
d’ou, si on suppose, par exemple, p. =
b,a

Qe (dc,u) = Pep €1 (dh,n);

ce qui indique quil y a avantage pour notre individu,
apres avoir fait ses deux premiers ¢changes sur les mar-
chés (A, B), (A, (), & aller sar le marché (b, () vendre
du (C) en achetant du (B) an prix p., de (C) en (B). En
vertu de la théorie de la détermination des prix cou-
rants d’¢quilibre, telle qu’elle a ¢té établie dans le cas de
['échange de deux marchandises entre elles, cette opéra-
tion troublera I'¢quilibre du marché (B, (0) en y rendant
offre de (C) supérieure a la demande; et cet équilibre,
ainsi troublé, ne pourra se rétablir que par une baisse

de pe.
; G5 B pc,n _ . : 9
De Vinégalité p.1, = p—, on tire. en vertu de 'éga-
b a '
_, 1 P . N .
lite py. = p ~~, Poa ~ - pm . Des lors, on démontrerait
Ha,b a,h

aussi qu’il y a avantage, pour un portenr de (B), apres
avoir fait ses deux premiers échanges sur les marchés
(A, B), (B, C), & aller sur le march¢ (A, C) acheter du
(G) en vendant de I'(A) au prix pe. de (C) en (A). Cette
operation troublera I'équilibre du marché (A, () en ren-
dant la demande de (C) supcrieure a oflre, et cet équi-
libre ne pourra se rétablir que par une hausse de p..
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. o x ama Pea "
Enfin, de U'inegalite p., = e on fire encore, en
b,a
A a0 /'l 2 P /.l
vertu de 'égalité peq. = et de 'égalité py . = -
a,c ) c,b

])ls,c

Pha = Dés lors, on démontrerait, toujours de la

4o
méme maniére, qu’il y a avantage pour un porteur de (C),
apres avoir fait ses deux premiers ¢changes sur les mar-
chés (A, C), (B, €), & aller sur le marché (A, B) vendre du
(B) en achetant de I'(A) au prix p.. de (B) en (A). Cette
opération troublera 'équilibre du marché (A, B) en ren-
dant Poffre de (B) supérieure a la demande, et cet eéqui-
libre ne pourra se rétabliv que par une baisse de py,..
Pea

Pua”
quilibre du marché n’est pas définitif ou général, et qu’il
§'y fait des échanges complémentaires dont le résultat est
une baisse de p.., une hausse de p.. et une baisse de
Po. On voit en méme temps que, dans le cas ou pe
21):’ il se ferait, sur le marché, des échanges
complémentaires dont le résultat serait une hausse de
Pey, une baisse de p.. et une hausse de p, .. Dailleurs il
est assez clair que ce qui a été dit des prix de (), (B)
et (C) peut se dire aassi des prix de trois marchandises
(quelconques. Si done on voulait que les échanges com-
plémentaires n’eussent pas lieu, et que 'équilibre des mar-
chandises deux & deux sur le marche fut général, il fau-
drait mtroduire la condition que le prix de deux marchan-
dises quelconques I'une en 'autre fit ¢gal au rapport des
prix de l'une et l'autre en une troisicme quelconque,
¢’est-a-dire qu’il faudrait poser les équations suivantes ;

I'é-

On voit par 1a que, dans le cas ou p., est >

serait <
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1 Pt‘.,.’l Pd a
Pab— Peb — ) Paph = .
Ph,ﬂ Ph,:l . pn a
c 1 P o A
3 = me=, =82
Pe,a Pe Pti,.’i
I }h.a Pe,a
;”.'l,li = » ?jﬁ_,il = RS Ptt,tl — T
i P P a

et ainsi de suite, soit, en tout, (m—1) (m—1) équations
o m(m——l)
d’équilibre général, contenant implicitement —— -

cquations de réciproeite des prix.

Mais cette introduction de (m —1) (m — 1) ¢quations
de condition exige que notre systéme preécédent dFéqgua-
tions de demande et d’¢échanee soit diminu¢ d'un nom-
bre d’équations ¢gal. Gest ce qui se fait précisement,
dans le cas de la substitution anx marchés speéciaux d'un
marcheé aénéral, par la substitution aux ¢quations d'e-
change indiquant égalité de Poflre et de Lo demande de
chaque. marchandise contre chactine des autres sépare-
ment des équations d'échange suivantes indiquant égalite
d2 Toftre et de Ia demande de chagque marchandise contre
toutes les autres ensemble:

“h,;n Pia 5 l)i',:l Hea : “liu‘i P A= “1111 “:',C ‘[ DH,I‘ Fl

U:i,h PH,!» + 1—’(‘,|J I’U,Ir + I )d,h I'd,h"!ﬁ“ —— r)IJ,:\ %‘ ] ne T ])]J N -1_ e
2] | __

])zl,c _P:l,(: 'I" I)h‘l‘- PI],(: '4‘ Dd,c Pd,u"““ vos — -Dc,:l “Il I )(:,I;'_t_' D(‘.’d ’]['— -

Dﬂ,dpd,d = Dh,d Pn,d'!‘ Dc,d })U,ll-%_ ves = dea‘i—] )d'],—l,ﬂ D({,cf%ﬂ



381 BULL. EQUATIONS DE L’ECHANGE SEP. 17
et ainsi de suile, soit m équations. Mais ces #e ¢quations se
réduisent & e —1. En effet, eny introduisant les valeurs
des prix en (A) tirces des équations d’equilibre géneral,
et designant plus simplement par py, pe, pa ... les prix
de (B), (C), (D) ... en (A), elles deviennent

I)Il,:t]}IJ —+ Dc,z: 1. + _I_}.l..-. P —J[— T - D;-,h 'l[‘“ Da,c "":" D;t,il + < e

‘D : l, Y Pe . _P‘i.._L_ = Dy Di oDy o}
a,h P I ch P + Jdh D von ha= 1" U o b d™[7e-e
Do i L 2 = D= Dep-Dea-+
ope L Pe 1 M e + e = Do DD a0
Daa /l + b 1__[35. = D. —Z}—[: R — Dy +l)1 -—P—.Di +
Lla yhi r_ |l,l [)i 1 C,u ))'l I d,a : (,b | i, eve

I5t si, alors, on additionne ensemble les m — 1 dernicres,
apres avoir multiplié les deux membres de la premicre
par py,, de la seconde par p., de la troisicme par pq . . .
et quon retranche de part et d’antre les termes identiques,
on retombe sur la premiere équation du systéme. Cette pre-
micre peut done ¢tre négligée et le systéme réduit aux m—I1
suivantes. Celles-ci demeurent alors comme me—1 ¢qua-
tions d'¢ehange qui. jointes aux me (in —1) ¢quations de
demande et aux (n—1) gr—1) cquations "équilibre gé-
néral, forment un total de 2 m (ne—1) équations dont les
racines sont les we (me—1) prix des ue marchandises les
unes en les autres et les we (e —1) (quantités totales de ces
mmarchandizes Gehangées les unes contre les autres. Voili
comment, les équations de demande ¢tant donndes, les
prix en résultent mathématiquement. Reste  seulement &
montrer, et ¢’est 1d le point essentiel, que ce méme pro-
bleme de I'¢change dont nous venons de fournir la solution
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théorique est aussi celui qui se résout pratiquement sur le
marché par le mécanisme de la libre concurrence.

\T

Et d’abord, sur le marché, on réduit précisement, par
I'adoption d’'un numéraire, les ne (m — 1) prix des m mar-
chandises entre elles aux m — 1 prix de m—1 d’entre
elles en la wi*e. Celle-ci est le numdraire; et, quant aux
(m—1) (m—1) prix des autres entre elles, ils sont censcés
égaux aux rapports des prix des marchandises en le nu-
meéraire, conformément a la condition d’¢quilibre général
et au systeme |3] d’équations. Soient ph, p'e, Pla.. -
m—1 prix de (B), (C), (D) ... en (A) ainsi eriés an
hasard.

A ces prix, ainsi eriés, chaque ¢changeur détermine sa
demande de chacune des marchandises en celle dont il
est porteur. Cela se fait apres réflexion, sans caleul, mais
exactement comme cela se ferait par le calcul conforme-
ment a la condition de satisfaction maximum et au sys-
téme [1] d’¢quations. Sotent Dy D'eas Diga oo D,
Dicw, D0ip oo v Do Dy DM v oo Dags Diay D - .
les m (m—1) demandes totales correspondant aux prix
Pis Plos Plisw s

Des demandes effectives de toutes les marchandises en
chacune d’elles, se déduit toujours Voffre effective de cha-
cune d’elles contre toutes en vertu de ce fait que loffre
effective d’'une marchandise conire une autre est égale a
la demande effective de cette autre multipliée par son
prix en la premiere. Gest ainsi qu’il se produit une offre
de (B)

Pe Pl
D’C ] - .I)’( ) r . 8.
+ D i FD'ay 7 -+

D’u,b '
P
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en méme temps qu'il se produit une demande de (B)
D'b,a + D'I,,c "}— D'h,d + s .
(’est ainsi qu’il se produit une offre de (C)

3 11 ],’]' ]j’d
D’ae ‘ﬁf D' ’F -+ Dy = 4 -

[k c <

en méme lemps quil se produit une demande de (C)
VI_}'(;J;I _‘I“ ],)’(-’h + D’C,d '—]r— ..

(Cest ainsi qu’il se produit une offre de (D)

+ Dy I_’ ‘_' Dr P +
ld hd P’t[ “T‘ cd — T,l ’ e

en méme temps qu'il se produit une demande de (D)
thl,a ”!‘“ I)’Ll,h —]'_ Dfd,t; "l'_

et ainsi de suite.
Si Poffre et la demande de chaque marchandise sont
égales, ¢’est--dire st on a

)’ Y,
! T + n’| ,b 7 d h? : el — I)rln,:|+D'l:,c+D’Ir,d+' i
?J h " P’ b
, 1 P :
D’:l,c T + ])’I',l‘ ?,:r _*_])’rl v _{]_)' 'i"‘ =5 I)rl l+]‘)'l 11_'* l]’( .|+

F

e tl — + D Lh,d } : _‘_I ’( ( ] ‘ll T ])"l’:‘+I)r(|,"+D'fi;C+"

Péchange se fait a ces prix conformément A la condi-
tion (’égalité de Doffre et de la demande et du systéme
|12] d’équations, et le probléme est résolu. Mais générale-
ment Poftre et la demande de chaque marchandises seront
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inégales. Ce cas ¢chéant, que fait-on sur le marché? Si
c’est la demande qui est supérieure & Voffre, on fait la
hausse du prix de la marchandise en numdéraire ; si ¢’est
Voffre qui est supérieure & la demande, on fait la haisse.
Que faut-il done prouver pour déablir que la solation
théorique et la solution du marcheé sont identiques? Tout
simplement que la hausse et la baisse sont un mode de
resolution par titonnement da systeme |2] des équations
d’¢change.

Observons dabord que, si Fon prend le systeme entier
des e incgalités d'offre et de demande des m marchan-
dises (V). (B), (©), (D)... anx prix p'r. p'e. pla... en
multipliant respectivement les deux membres des m—1
dernieres par p'y, ple, pla, soit

D’b,a ])'l) ’+‘ D'v,a ?7'(' '+‘ n’d‘a Prd '—{"

-
— D’a,lj “‘}‘ D’u,c ‘!"' ]-)’H,d _}—

Dy + Doy e -+ Do pla -1 ...

‘2 ]J’I",:l ]')!h "]l” IV)’IJ,P T”I: k{# -I)’]J,(l ?”h *'I" .
D’;;,(-, —{‘ D’h,v p'b "‘;L Did,c P'd “]L‘ .
;;: D’c,a ]"u "E" ]Y(',In ])’(: "%‘ DF(‘,I‘. ?)rtz H:

D + Dia phy 4 Dea ple + ...

I)’t.l,ii pf!i —*2— D’f],h p!ri —*T,” n’fl,l; ])'(1 'Jfﬁ

AV

et qu’on additionne d'une part tous les premiers membres
entre eux, dautre part tous les seconds menbres entre
eux, on a deux quantités identiques. Geei doit ¢tre, vu
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que, sous celte forme, les premiers membres repre-
sentent équivalent en (A) des quantités offertes, el les
seconds membres P'équivalent en (A) des quantités deman-
dées de chacune des marchandises (A), (B), (G), (D) ...
Or, & des prix quelconques eviés au hasard, p's, p'e. pla...
chaque échangeur offrant de sa marchandise une quantite
équivalente & la somme des quantites qu'il demande des
autres marchandises, il sensuil nécessairement que les
quantités totales des marchandises offertes et les quantités
totales des marchandises demandeées sont équivalentes. 1
s‘ensuit aussi que si, anx prix pfy, ples pla .. la demande
de certaines marchandises est supcéricure a Voffre, Poffre
de certaines autres marchandises seva supérienre a la
demande, el réeciproquement.
Maintenant, prenons 'expression

'

I p"' Pa
Wi g e W g A=Wy =5t 5904
’I ].’ b ‘][ ,] ]) I ‘ ];l p N —l—_

— |
O U e L ol DT

faisons abstraction de p'e, p'a . .. el cherchons, ces prix
étant supposes détermines, et p, restant seul & déterminer,
comment il faut faire varier p, entre zéro et Vinfini pour
amener Pincgalite a Pégalite.

Le second membre représente la demande de (B) en
(A), (C), (Dy... Tous les termes sont des fonctions de
py decroissantes quand py croit et croissantes quand py, de-
croit. Lorsque p; est nul, les quantités demandées sont
celles nécessaires pour la satisfaction des hesoins a dis-
crétion. Lorsque py est infiniment grand, les quantités de-
mandées sont nulles.

Le premier membre représente Voffre de (B) contre (A),
(G), (D) ... Tous les termes sont aussi des fonetions de
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Py, mais le rapport de leur variation a celle de p, est plus
complexe. Lorsque p, est nul, les prix de (A), (C), (D)...
en (B) sont infiniment grands ; les quantités demandées de
(A), (C), (D). .. par les porteurs de (B) sont nulles; et,
par conséquent, 'offre de (B) est nulle. p, croissant, les
prix de (A), (C), (D)... en (B) diminuent, autrement dit,
(A), (G), (D)... deviennent moins chéres par rapport a (B);
la demande de (A), (C), (D). .. en (B) se produit, ainsi
que l'offre de (B) qui 'accompagne. Mais cette offre n’aug-
mente pas indéfiniment. p, croissant toujours, les prix de
(A), (G), (D)...en (B) diminuent de plus en plus, autrement
dit, (A), (G). (D)... deviennent de moins en moins cheres
par rapport & (B); la demande de (A), (G), (D)... en (B)
augmente, mais l'offre de (B) qui I'accompagne diminue.
Enfin, lorsque p, est infiniment grand, les prix de (A), (C),
(D) . .. en (B) sont nuls, autrement dit, (A), (C), (D) ...
sont gratuites ; les quantités demandées de (A), (C), (D) ...
par les porteurs de (B) sont celles nécessaires pour la satis-
faction des besoins & diserétion, mais Poffre de (B) est
nulle.

Dans ces conditions, et & moins que le second membre, qui
représente la demande de (B), ne soit devenu nul avant que
le premier, qui représente Poffre de (B), ait cessé de I'étre,
1l existe une certaine valeur de p, pour laquelle Pofire et
la demande de (B) sont égales. Pour arriver & cette valeur,
il faut augmenter ', si, aa prix p';, la demande de (B) est
supérieure a l'ofire, et diminuer p'y si, au prix p',, Voffre
de (B) est supcrieure & la demande. On obtient ainsi I'é-
(quation

1 I]’('_ ]}’(I
m =4 ﬁ 4Ly })7,—[)
]

= Ayt Ayt At

J’a,h
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Cette opération effectuée, I'inégalité

' 1 D’ ph ' pd ’
Da,c'})}“% b,e —{‘Ddcp +---

C c

QD’(-,:l ‘}‘ Dru,h+D’c,(l + v

est devenue

’

' 1 r p"]' ' P
Ja,c ]) TJhGP ‘i Jd(})

—
-~ ‘J'l:,-'l —TI“ J’L',h 'I_ Arc,d"‘i‘ oo

mais on peut obtenir I'équation

, p [) pd
‘1( }7”L+A ’l}c —]_A”d ¢ p L—l—

= J"C’a - A"c,b“l— A" a+-. ..
en augmentant ou diminuant p’. selon que, au prix p'c, la
demande de () est supérieure a offre, ou loffre supé-
rieare & la demande.
On obtient de méme I'¢équation

ry

rr
f c
J'"“,[ _{_ A4 _}2_._’“ ! A’"c,d P { N
}]

rr

P
— A”'d,a + de,h _}_ de’c _{ﬁ o

et ainsi de suite.
Toutes ces opérations effectuées, on a
¥ _ 1

P p”d
D",-,,} T [)"C ! l P, et
l P " | P’ b "y

Z D”h,.a + D"b,c —I_ D"b,d + ’
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et, ce quil faut prouver, en définitive, ¢’est que cette iné-
galité est plus voisine de I'égalité que Uinggalité.

1 .. B , ; Pl
Dy —— + Doy, - "ah —— .
a,l Prh 1 b P’h + D d,l P’h +

—~—
-
<< D’l*,a "}_ D’l',t‘ | Dr'-’:d 1} e

Or cela paraitra certain si 'on songe que le changement
de p7, en p”y qui a ramené cette dernicre inégalité a I'éga-
lité a en des effets tous dans le méme sens, tandis que
les changements de p'. en p”., de p'a en p”q ... qui ont
eloigné de I'égalité Pinégalité précédente ont eu des effets
ensens contraires et se compensant jusqu’a un certain point
les uns les autres. Par ce motif, le systeme des nouveaux
prix p'y, p”c, p”a ... est plus voisin de U'équilibre que
le systéme des anciens prix p'y, ple, pla ... et il N’y a
qu'a continuer suivant la méme méthode pour l'en rap-
procher de plus en plus.

Ainsi, nous sommes amenés a formuler de la maniére
suivante la loi d’établissement des prix d’équilibre dans le
cas de I'échange de plusieurs marchandises entre elles avec
intervention de numéraire: — Plusieurs marchandises
élant donndes, dont Céchange se fait avec wilervention de
nwmérarre, powr qu'tl y oaid équilibre du wmarché a lewr
éqgard , ou prixz stationnaire de loutes ces marchandises
ew emeraire,, o fout et ol suffit qa ces proe lo de-
mande effective de  chagque marchandise soil égale @ son
offre effective. Lorsque celle éqgalilé wexiste pus, il fuul,
pour arrviver auxr prie d'équilibre, une hausse du prie
des marchandises dont la demande effective est supériewie
a Uoffre effective, el une baisse di prix de celles dond
Voffre effective est supériewre « la demande effective.
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Vi

Il résulte de la démonstration précédente que, pour
plusieurs marchandises comme pour deux, les ¢léments
nécessaires et suffisants de I'¢tablissement des prix cou-
rants ou d'¢quilibre sont 'utilité des marchandises pour
les échangeurs et la (quantite de ces marchandises posscdée
par les porteurs. Ces élément constitutifs ¢tant détermines,
les prix des marchandises les unes en les autres, ou plus
simplement leurs prix en Pune quelconque d'entre elles, se
déterminent empirviquement sur le marché, par le méca-
nisme de fa libre concurrence, exactement comine ils se
déterminent mathématiquement suivant les trois conditions
1o de la satisfaction maximuam des besoins, 20 de I'égalité
de Uollfre et de la demande effectives, 3" de 'équilibre
géncéral du marcheé.

Ainsi: — Léchange de plusicurs anairchandises entre
elles sur it marehé vége par lo libre cmcurrence est une
operalion par laguelle tows les portewrs de 'une ouw de
Cautre dPentie ces marchandis s obliennent la plus grande
sulisfaction de lewrs besoins compalible avec celle condition
que nwon=sealement  dewr marchandises  quelcongues 8 é-
changent Ui contre Uaulre sulvanl wne proportion com-
mane el wldentique, wais gue, de plus, ces dowe marvchan-
dises & échangent contre wne troisicime quelcosique suivail
dewze proportions dont le vapport soit égal @ la pre-
micre.

Ty My Ve, Ui... Ctant les valeurs d’¢ehange des mar-
chandises (\), (B), (G), (D). .. dont les rapports consti-
tuent les prix courants d’équilibre, a1, 1045 Tet, Tan . . .

Va2, 7,2y Ve,20 a2+ o0 Fa3s T1,3s Ve3s Pd3... ¢tant les ra-
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retés des marchandises, ou les intensités des derniers be-
soins satisfaits, chez les échangeurs (1), (2), (3) . .. aprés
I’échange, on a dans ces conditions :

V. : (41 : Ve ; (2
S P TR ST DR A S 1K |
i Tae DTy b Teg 1 Tig
ce Ty o T3 v Te3 v Tys3
Ce qu'on peut énoncer ainsi: — Les wvaleurs sont pro-

portionnelles aux raretés.

Le fait de la valeur d’échange, qui est un fait si com-
pliqué, surtout quand il s’agit de plusieurs marchandises,
apparait enfin ici avec son véritable caractere. Que sont
Vas Uy, Ve, 4 - .. 7 Rien autre chose absolument que des
termes indéterminés et arbitraires desquels seulement la
proportion représente la proportion commune et identique
des raretés de toutes les marchandises chez tous les échan-
geurs a Uétat d’équilibre général du marché, et dont, par
conséquent, les seuls rapports deux & deux, qui sont les
prix, égaux aux rapports deux a deux des raretés chez un
¢changeur (uelconque, sont susceptibles de recevoir une
expression numerique. Ainsi la valeur d’échange demeure
un fait essentiellement relatif ayant toujours sa cause dans
la rareté qui seule est un fait absolu.

(’est le droit du théoricien de supposer les éléments
des prix invariables durant le temps qu’il emploie &
formuler 1a loi d’établissement des prix d’équilibre. Mais
c’est son devoir, une fois cette opération terminée, de
se souvenir que les ¢léments des prix sont essentielle-
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ment variables et de formuler en conséquence la loi de
variation des prix d'équilibre. CCest ce qui nous reste a
faire ici. Et, au surplus, la premiere opération conduit
immeédiatement a la seconde. En effet, les éléments d’¢-
tablissement des prix soni aussi les éléments de varia-
tion des prix. Ces éléments sont les utilités des marchan-
dises et les quantités possédées de ces marchandises.
Telles sont done les causes et conditions premieres de
variation de ces prix.

Soit I'équilibre établi, et notre porteur de (A)en pos-
session des quantités respectives de (A), (B), (C), (D). ..
(qui, aux prix p,, p., pe ... de (B), (G), (D)... en (),
lui donnent la satisfaction maximum. Cet état a lieu en
raison de l'égalité¢ des rapporis des raretés avec les
prix: il naara plus liew si cette égalité cesse d'exister.
Voyons done comment les variations de 1'utilité et de la
quantité¢ possédée peuvent troubler I'état de satisfaction
maximum, et quetles doivent étre les conséquences de
ce trouble.

Quant auvx variations dans T'atilite, elles peuvent §'ef-
fectuer de facons tres diverses: il peut y avoir augmen-
tation de Tutilité d’'intensité et diminution de utilité d’ex-
tension, ou vice-versa, ete. Aussi nous faut-il prendre
(quelques précantions pour énoncer a cel ¢gard des pro-
positions génerales. G'est pourquoi nous réserverons les
expressions 'avgmentation et de dimenntion de Uulilité
aux déplacements de la courbe de besoin qui auront pour
résultat d’angmenter ou de diminuer Uintensité du dernier
hesoin satisfait, ou la rarveté, apreés 'échange. Cela bien
entendu, supposons une augmentation de utilit¢ de (B),
¢’est-d-dire un déplacement de la courbe de besoin de (B)
d'olt résulte une augmentation de la raveté de (B) pour
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notre individu. Il n’y a plus satisfaction maximum pour
cet individu. Au contraire, il y a avantage pour lai, aux
Prix pu, pe, pa ... a demander du (B) en offrant de
I(A), da (G), du (D)... Done, puisquil y avait égalité
de Toffre et de la demande de toutes les marchandises
(A). (B), (), (D) ... aux prix py, pe, pa - . . il va y avoir,
a ces prix, excédant de la demande sur loffre de (B) et
excédant de Poffre sur la demande de (\), (G), (D). ..
Dou, hausse de p, et baisse de p., pi. .. Mas, des
lors aunssi, il 0’y aura plus satisfaction maximum pour
les autres ¢changeurs. Au contraive, il y aura avantage
pour eux, dun prix de (B) en (\) supérieur & p,, et a des
prix de (C), (D)... en (A) inférieurs & pe, pa... & offrir du
(B) en demandant de 1(A), du (G), da (D). .. L'¢quilibre se
rétablira lorsqua ee prix de (B) supdrienr & p, et & ces
prix de (G), (D)... infériears & p., pa ... Voflre et la de-
mande de toutes les marchandises (A), (B), ((), (D) seront
¢eales. Ainsi, angmentation de Tutilite de () pour notre
individu aura eu pour résultat une ¢lévation du prix de
(B). Elle aura eu aussi pour résultat un abaissement des
prix de (G), de (1)) ... Mais ce second résultat sera moins
senstble ¢ue e prewmier siles marchandises autres que
(B) sont trés nombreases sar le marché, et si la gquan-
tite de chacune d'elles échangtée contre (8) est trés pe-
tite« Une diminution de Tutilité de (B) aurait cu évidem-
ment pour résultat un abaissement du prix de (B) et une
¢lévation moins sensible des prix de (G), de (D). ..

[l 0’y a qu'a regarder les courbes de besoin pour voir
quune angmentation de la quantité possedée a pour ré-
sultat une diminution de la rareté, et quune diminution
de cette quantité possédée a pour résultat une augmen-
tation de la rareté. Dailleurs, la raret¢ diminuant ou aug-
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mentant, nous venons de voir que le prix s’abaisse ou
s'éléve. Ainsi, les effets de la variation dans la quantité
possédée sont purement et simplement contraires a4 ceux
de la variation dans latilité, et nous pouvons énoncer la
lol que nous cherchons dans les termes suivants:

Plusienrs marchandises élant données a Vétal d équi-
libre général sur uwn marché ow Uéchange se fail avec
intervention de numéraive, si, toutes choses restant éqgales
d’'acllewrs , Uutilité d’une de ces marchandises avwgmente
ou diominue pour un ouw pour plusieurs des échangeurs, le
priz de cetle marchandise en numéracre angmenle ou di-
mane,

St, loutes choses restant éqales d’ailleurs, la quantité
d'une de ces marchandises avgmente ou diminue chez un
ou chez plusieurs des porteurs, le priz de celte marchan-
dise diminue ou avgmente.

Remarquons que, si la variation des prix indique né-
cessairement une variation dans les ¢léments de ces prix,
la persistance des prix n'indique pas nécessairement la
persistance des éléments de ces prix. En effet, nous pou-
vons, sans autre déemonstration, énoncer encore la double
proposition suivante :

Plusieurs marchandises élant donndes, si Uutilité et la
quoantité d'une de ces marchandises @ Uégard d'un ou
plusieurs des échangeurs ow porteurs varient de telle
sorte que les raretés ne varient pas, le prix de cette mar-
chandise ne varie pas. ,

St Uutelité eb la quantité de loutes les marchandises a
Uégard d'un ow plusicurs des échangewrs ow porteurs va-
rient de ltelle sorte que les rapports des rarelés ne varient
pas, les prixz ne varient pas.

Telle est la Lot de variation des priz; en la réunis

Bull. Soc. vaud. Sc. nat. XIV. N° 76, 26



394 BULL. .. WALRAS SEP. 30

sant & la Loi d’établissement des pria ci-dessus énoncee,
on a la formule scientifique de ce quon appelle en ¢co-
nomie politique LOI DE L'OFFRE ET DE LA DEMANDE. Jai
deja fait remarquer que cette loi fondamentale n’avait
jamais Cté non-seulement démontrée. mais méme for-
mulée scientifiquement. Jajouterai aujourd’hui que cette
formule et cette demonstration supposent essentiellement
Ja définition de la demande effective, de offre effective,
de la rareté, ainsi que étude des rapports de la de-
mande et de loffre effectives el de la rareté avec le
prix, toutes choses quiil est impossible de faive en dehors
du langage. de Ta méthode et des principes mathémati-
ques. D'ou 1l ressort en fin de compte que. conune je
ai dit plus haut, la forme mathématique est pour I'é-
conomie politique pure non-seulement une forme pos-
sible, mais une forme nécessaive et indispensable.
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