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SOLUTIONS SINGULIERES

DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES D’ORDRE SUPERIEUR

Par L. ISELY, PROFESSEUR

Dans la séance du 5 janvier 1906, nous avons montré par
de nombreux exemples comment lemp101 des discriminants
facilite la recherche des solutions singuliéres des équations
différentielles du premier ordre. Cette méthode si simple- et
si élégante est applicable aux équations d’un ordre quelconque.

Soit, en premier lieu, une équation différentielle du second
ordre de la forme

f(‘xa Y, y,;‘ y”) =0.

Assimilons-la & une équation algébrique avec pour inconnue
la dérivée seconde #”; puis, exprlmons que cette derniére
équation admet une racine double en %”, en égalant son dis-
criminant & zéro. On obtient ainsi la solution singuliére de
’équation proposée sous forme d’une équation différentielle
du premier ordre, dont l'intégrale générale, qui renferme une
constante arbltran‘e sera la forme finie de la solution singu-
liere cherchee.

Un premier exemple & 'appui de cette méthode nous est
fourni par 'équation déja traltee par Lagrangeﬂl

dy xr d?y dz; 2y d%)
7Y
+ 2 da? (dx dx~> o+ dx?

L_’intuégfale ge’o-ie"mle de cette équation est .. .,

;‘) ‘) ‘.” ’4_. i ” "
a et b étant deux constantes arbitraires.

t Sur les intégrales particuliéres des équations diﬁéren't{elles. Mémoires
de ’Académie royale de Berlin, année 1774,



Posons maintenant

ég_y, d{/:y".

dz da? '
puis ordonnons les termes suivant les puissances décroissantes
de %", prise pour inconnue.

2 -Fa)y"? —x@+4Y)y + 20 2y —y)=o,

€quation algébrique du second degré; en exprimant que y”
en est une racine double, nous obtiendrons I’équation discri-
minante :

7 (@ -4y —16 (1423 (2 oy’ —y) =0,
ou, apres réductions,

Y24z (1 —|——x9)y ——/11—635* —y(l —|—a:°)_0

La solution singuliére de l'équation proposée est donc
équation différentielle du premier ordre

(%)—I—x(l—f—é-m?)dx % g4 —o.

Pour obtenir I'expression finie de la solution singuliére,
mettons cette équation sous la forme -

; Q 13
dy +4dxdx—+2x deQdmma
Y16y + 422 | 2t

d’ou, en intégrant de part et d’autre,

Y16y + 422t 2t = 2/ 14-2® —l—yL(x—{—'Vi—I—wQ)—f—C,

L désignant, selon 'usage, un logarithme népérien, et C une
constante arbitraire.

Remarquons, en passant, avec Lagrange que I’équation du
premier ordre ci-dessus admet, outre lmtegrale géneérale pré-
cédente, une solution smguhere qui s’obtient 1mmed1atement
en egalant le discriminant du premier membre relatif a y" a
zéro. Il vient ainsi:

x? (’1 —}—5939)2—]—1—3:’*—}—434(’14—339):0,




L

ou, en réduisant,
\
(1422 (43/ —}—é(ﬂ’* -+ xQ) ey,

Le premier facteur donne les valeurs imaginaires
a=1;

le second, seul admissible par conséquent, s’annule pour
7 ?

solution singuliére de 1’équation du premier ordre. Mais cette
derniére intégrale ne satisfait pas a I'équation différentielle

du second ordre primitive, comme on peut facilement s’en
assurer.

La question 576 du Recueil o exercices sur le Calcul infinite-

stmal (dme éd.), par Frenet, nous servira de second exemple.
Soit I'équation

dy\? d2 dy\? |, , [(dy\?]L
ol ¥ e —n| (2 G2 { 2 2,
(dx) d da [(dx) + (dm‘-’)

ou, sous forme rationnelle,
Y2 —yy" P =n*@y" 4 y").
Ordonnons-la suivant les puissances décroissantes de la

dérivée seconde prise pour inconnue. L’équation algébrique
du deuxiéme degré

(@02 —y?) Yy +2y 2y -y (0 —y*)=o
admettra une racine double si

|

o

Yyt —(a2n? — ) Y2 (n2—y?) =o,

ou bien, si
n2y2(a?y24y* —a?n?)—=o.

Le second facteur donne la solution singuliére sous forme
de I'équation différentielle du premier ordre

2
a? (%) +y2—atn:=o

3 BULL. 80¢. 8C. NAT. T. XXXV
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a variables séparables, qui devient

ad
dr — /Aulh_w.a
V a?2n? —y?
d’ou l'on tire, en intégrant,
. x4C
y=an.sin _i: )

C désignant une constante arbitraire. (Vest la I'expression fine
de la solution smguhere

I’ équation du premier ordre ci-dessus admet une solution
singuliere, qui résulte de levanoulssement du discriminant
de son premier membre relativement a ¥, savoir:

e

Cette solution, contrairement au cas précédent, convient
aussi a ’équation initiale.

Les équations du troisieme ordre, ou d’un ordre plus
élevé, se prétent a des considérations analogues. Soit la sui-
vante, ou l'on a posé

dy ., dy o, Ay

?

de 7 Tde2 7 da?
[y, 9,y y")=o0.

En exprimant que cette équation, considérée comme algé-
brigue, admet une racine double en y'”, résultat obtenu par
I’évanouissement du discriminant de son premier membre,
Jla solution singuliere se présentera généralement sous la
forme d’une équation différentielle du second ordre; en inté-
orant celle-ci, on trouvera lI’expression finie de la solution
smoullele de la proposée, ou entreront deux constantes arbi-
traires.

Soit, par exemple, I'équation de la forme de celle de
Lagrange lraitée précédemment

vdy | xrdfy all_ A
6 ded | 2 do? dm dxd )

yﬂf

Elle a pour intégrale générale
o’ _l_bx— +orta,

a, b, ¢ étant trois constantes arbitraires.




Algébriquement, cette équation peut s’écrire
g m?
yrrrg __|_ ol yrn_ e Jn_l_ (L‘?j’ —y =0,
6 2
Elle a pour équation discriminante
r2
2 —144 (ﬂcy’ s —2— Y’ — y) =0,

solution singuliére du second ordre, qui peut se mettre sous
la forme

9. 7 6
xeﬂ_gmﬁ_;_gy:mﬁ

?
g2 dax 72
équation linéaire a coefficients variables, type Euler, qui s’in-

tégre en posant! |
) el

ce qui la transforme en une équation linéaire a coefficients
constants, savoir :

d*y ., dy Ak
—_— — — 2[ — %
dt? (:lt—l_ 4 72
dont I'intégrale générale est
865
iy = Aet | Be?t — -
# B =0
La relation
et —.
donne enfin :
xf}
T [ T ey T L
/ ( + 1440)

A et B étant deux constantes arbitraires. (Cest la solution
singuliére finie de 'équation proposée du troisiéme ordre.

En général, si équation différentielle est d’ordre n, on la
regardera comme algébrique par rapport a la dérivée du méme
ordre. La solution singuliére, sous forme  defféreniielle, s’ob-
tiendra alors immédiatement, si elle existe, par I’évanouisse-
ment du discriminant. Nous estimons superflu de multiplier
les exemples.

1 LEGENDRE. Mémoires de I’Académie des sciences de Paris, 1787.
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L'interprétation géomeirigue de cette méthode si simple et
si élégante réside dans la théorie générale du contact des
courbes planes.

On sait que la solution singuliére d’'une équation différen-
tielle du premier ordre représente l’enveloppe des courbes
définies par 'intégrale générale (courbes ntégrales). Il s’ensuit
qu’en un point quelconque (z, y) de ’enveloppe, celle-ci tou-
che une des enveloppées, de sorte que, en ce point, z, y et 3’
sont les mémes pour les deux courbes. En d’autres termes,
les deux courbes ont a cet endroit un contact du premier ordre.

Voyons maintenant comment se comportent sous ce rap-
port les équations différentielles d’ordre supérieur au premier
et leurs solutions. L’équation du second ordre

[(z,y,y, ") =0,

par exemple, admet une intégrale générale renfermant deux
parametres arbitraires. Cette intégrale, de la forme

F(x,y,a,by=o0,

représente donc une famille doublement infinie de lignes pla-
nes. Dans l'exemple traité en premier lieu, ces lignes sont
des paraboles.

La solution singuliére finie, ne contenant plus qu’une
constante arbitraire, représente une simple infinité de lignes,
algébriques ou transcendantes. Dans I’exemple précité, celles-ci
appartiennent a la classe nombreuse et importante des loga-
rithmiques, et ont elles-mémes pour enveloppe la quartique

D’une maniére générale, entre deux courbes correspondant
a lintégrale générale et a la solution singuliére finie de
I’équation du second ordre, il y aura un contact du deuxiéme
ordre puisque, au point ou elles se touchent, elles ont les
mémes valeurs de z, y, y’ et y”. Il pourra aussi arriver que,
si le résultat de I’élimination (discriminant) de " entre
I’équation différentielle du second ordre

f(‘T’) Y, y’a 'y”) =0

of _,
ayﬂ

et la relation
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est 'équation différentielle du premier ordre
2 (2,4, 1) =0,

les intégrales de cette derniére, solutions singuliéres finies de
la premiere, posséderont la propriété suivante: Par chaque
point M d’une de ces courbes intégrales C, il passe une courbe
intégrale de 'équation f=o, ayant un rebroussement de
seconde espéce en M et la tangente en ce point a la courbe C
pour tangente de rebroussement?.

Plus généralement encore, la courbe que représente la
solution singuliére aura avec chacune de celles qui résultent
de l'intégrale générale de I’équation proposée un contact d’un
ordre marqué par le nombre de dérivées communes a la
solution singuliére et & chaque intégrale particuliére?.

La théorie des solutions singuliéres s’étend aux systémes
d’équations différentielles, l'intégration d'un tel systeme se
ramenant a celle d’'une équation différentielle ordinaire. En
particulier, un systéme de deux équations du premier ordre
comprend le cas d’une seule équation différentielle du second
ordre, et vice versa. Les discriminants facilitent de nouveau
grandement la recherche des solutions singuliéres.

Soit, par exemple, le systéme traité par Legendre?

(y2—2mx) dy _ m? = + 2my =y,
“ dax do '
dy\? dydz | dz
2= — — 1 Zm-—=0.
(dx) R dx d:c+ dux

Posons, pour abréger,

dy v, d*y )
“dax dxc?

puis éliminons la fonction z entre les deux équations ci-dessus;
il s’ensuit I'équation du second ordre en y

(" —my”) () y’ — mey - 2my)=o.

En assimilant celle-ci a une équation algébrique quadra-

1 GoursaAT. Cours d’analyse mathématique. 11, p. 526, exerc. 9.

2 Lacroix. Traité du calcul différentiel et duw calcul intégral. 2 éd.,
t. II, p. 468 et 469. _ :

3 Mémoires de ’Académie des sciences de Paris, 1790. Lacroix. Traité
du calcul différentiel et du calcul intégral. 2me éd., 11, p. 399-401.
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tique en y"”, dont le terme du second degré a pour coefficient
zéro, I’évanouissement du discriminant conduira a la solution
singuliere

(2 — ma) yf 4 2my =,

dont 'expression finie, obtenue par intégration, sera

3mx -+ 1y2=C1y,

(: étant une constante arbitraire. La valeur correspondante de
z résultera de la relation

2y — 22 =—=0.

Ce systéme de solutions n’est pas compris dans celui des
mteqrales générales, qui renferme deux constantes arbitraires,
et qui s’obtient en intégrant le premier facteur

Y —my" =o,
ce qui donne

(y+GC)2=2m(Cy —2),
d’ou mrz-2mx(y+2C)+yy+2C)2=o,

systéme intégral qui peut étre mis sous la forme plus simple

mz—+ G y -+ G =o,
zyMQC’x+(14’9:0

Le systéme des solutions singuliéres, établi directement
plus haut, se déduirait de ce dernier. On trouve, en effet, en
dérivant la seconde de ces équations par rapport a G/,

v !
{"—'1

d’ot 2y — xt=o,
et, par suite, Imr-4y®= 1/&/

Au point de vue géométrique, le systéme des intégrales
générales, dépendant de deux parametres arbitraires, repré-
sente dans I'espace ce qu’on appelle une congruence de courbes.
Ce sont les courbes intégrales des équations différentielles simul-
tanées proposées. Soient, pour fixer les idées, a et b ces para-
metres arbitraires. Les courbes intégrales seront alors définies
par deux expressions de la forme

() K, @y, 28 bi=0,
(2) Fy(z,9,2,a,0)=0.



— 39 —

Etablissons maintenant entre a et b une relation arbitraire,
telle que b=¢(a); les courbes intégrales dépendront ainsi
d’un seul parameétre variable @, et pourront dans certains cas
admettre une enveloppe, c’est-a-dire étre tangentes a une
courbe (.. Les coordonnées z, y, z d’'un point de contact avec
I'enveloppe devront alors vérifier les équations (1) et (2), ainsi

que les deux suivantes:

(3) @ _&_;F_‘ic_i_(_)——()
ou ob da ’
&%) oF, 8F9d_b_0
da ' Obda

Par ’élimination de «, ¥, z entre ces quatre équations, on
sera conduit & une équation différentielle du premier ordre

G) @ (a-, b, @) —o,
da

: ' db ; ; :
d’un certain degré en e qui permettra de déterminer la re-
-

lation b=v¢ (a). Les courbes de la congruence correspondantes
engendrent alors une surface S et sont tangentes a une courbe C
située sur S, que, par analogie avec d’autres considérations
géométriques, nous appellerons Uaréte de rebroussement de S.

Du degré de I’équation (5) en % dépendra le nombre des
a

surfaces analogues a S. Toute courbe de la congruence tou-
chera sur chacune d’elles I'aréte de rebroussement corres-
pondante en un point bien déterminé, qui a recu le nom de
point focal de cette courbe. Le lieu des points focaux est la
surface focale de la congruence?!; ce sera aussi le lieu des
arétes de rebroussement C des surfaces S, et, par conséquent,
toutes les courbes de la congruence la toucheront. L’équation
cartésienne de cette surface s’obtiendra en éliminant les
parameétres a et b entre les trois relations

OF, oF, _ 9F, oFy _
oo ob b da

]_?4 20; *9:0,

* GOursAT. Cours d’analyse mathématique, t. II, p. 521. — HuMBERT. Cours
d’analyse, t. 1, p, 373. '
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Des considérations qui précédent, il ressort que les arétes
de rebroussement C sont aussi des courbes intégrales des
équations différentielles proposées. En effet, en un point de C

dy dz £ :
% sont les mémes pour G et pour

z dz

la courbe de la congruence tangente a G en ce point. Elles
représenteront donc les solutions singuliéres, qui résulteront
ainsi de l'intégration de I’équation du premier ordre (5)!.

Appliquons ces principes au systeme de Legendre traité
plus haut.

Les équations de Ja congruence (intégrale générale du sys-
teme) sont dans ce cas

les valeurs de «, v, z,

mz—++ay+b=o,

-~ ¢ e 42
wy —2ax—+ a*=o,

a et b désignant deux constantes arbitraires. L’équation de
la surface focale de cette congruence s’obtiendra en éliminant
a et b entre ces deux relations et la suivante

r— u==20,

On tire de la derniére a==z; en portant cette valeur dans
la seconde, 1l vient
Y —at=o.

La surface focale, lieu des arétes de rebroussement, est
donc une quadrique dont il est aisé de déterminer la nature
(cone du second degré ayant son sommet a l'origine). La dif-
férentiation de son équation donne

e 2z atdy

et mettant cette valeur dans les équations différentielles pro-
posées, on tirera également de 'une et de l'autre

(y* — mx) dy ~+ 2 my=o,
da

équation du premier ordre dont I'intégrale

Smr+y2=Cyy

! GoursaT. Cours d’analyse matheématique, t. I1, p. H22.



constitue, conjointement avec ’équation de la surface focale,
la solution singuleére du systéme proposé. Nous I'avons obtenue,
cette solution singuliére, sans passer par I'intégrale générale.
D’ou, grande simplification.

Les équations aux dérivées partielles d’ordre supérieur
au premier sont aussi susceptibles de solulions singuliéres.
L’emploi des discriminants facilite de nouveau notablement
leur recherche. Preuve en est I’équation suivante, du second
ordre, dont Poisson s’est occupé d’une facon toute spéciale? :

(892)2 9 0z 0% [0z z (&z | z ) ,
i P L A T y=o,
oa? oy ou? (8:19 1 —|—:x-'> ox 14,

qui devient en posant, selon I'usage,

dz _ 0z __ 0%
o e é’?/ E ox?

Considérée comme algébriqgue en r, cette équation du
second degré admet une racine double lorsque

q?‘( __.1__;___;)2_( B 1+x>?’:”
( _'1—12—;7) [ffl( 'lj—a)_uy]:()'

Le premier facteur fournit immédiatement la solution
singuliére du premier ordre

0z z
8;1; 1 —]— x

En séparant les variables et en intégrant, on trouve pour
la solution singuliére I’expression finie

r={1+x)¢ (),

L Journal de UEcole polytechnique, XIIIme cahier.

==,

ou bien
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v (y) désignant une fonction arbitraire de y. 1l est facile de
'assurer que cette relation vérifie bien I’équation primitive
du second ordre. L’intégrale générale de cette derniére con-
tient deux fonctions arbitraires; mais, développée en série,
cette intégrale générale, comme la solution singuliére, ne
renferme essentiellement qu'une seule fonction arbitraire; ce
qui doit avoir lieu, comme Poisson lui-méme et plusieurs
autres géometres l'ont établi!, toutes les fois que I'équation
proposee ne contient pas en méme temps les dérivées de
Pordre le plus élevé par rapport a chaque variable.

Dans le cas plus général ou l'équation proposée contient
les dérivées partielles par rapport a chaque variable indépen-
dante, par exemple celles du second ordre

@z 0%z
=y, —— = t’

?
oax? oy?

ou d’'un ordre plus élevé encore, un échelonnement judicieux
des discriminants, de tout pomt pareil a celui que nous avons
utilisé pour les equatlons du premier ordre?, conduit égale-
ment trés simplement a la solution smguhexe si toutefois
celle-ci existe réellement.

1 Lacroix. Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, 2me éd.,
t. I, p. 641-643.

2 L IsELy. Discriminants et solutions singuliéres. (Bulletin de la Soc
neuch. des sc¢. nat., t. XXXIV.)
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