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Séance du 20 janvier 1905

Simplification du caleul du rayon vectenr et de Iéquation du centre

Par E. LEGRANDROY, PROFESSEUR

~ Si r désigne le rayon vectewr d’'une planéte, v son
~anomalie vraie {c’est-d-dire 'angle que le rayon vecteur
fait avec la ligne des apsides), on sait que quand on
néglige l'effet des perturbations, ces deux quantités
sont liées entre elles et au temps par les équations

@) r=- icfio‘: - (2) f rdy—pl—M

dans lesquelles a désigne le demi-grand aze de 'orbite
planétaire, e son excenlricité, o un angle tel que e=e¢,
» son moyen mouvement (c’est-a-dire le déplacement
angulaire de la planéte dans I'unité de temps, en sup-
posant son mouvement uniforme) et ¢ le temps compté
a partir du passage au peérihélie.

On sait que 'équation (2) n’est intégrable sous forme
finie que dans le cas de la parabole (¢=1); sinon, on
la rend intégrable par I'introduction d’un angle auxi-
- linire %, qu'on appelle Panomalie excentrique et qui est
tel que (3) r=a (1 —ecosu). On a alors I'égalité

acos?e
1+ ecosw

—a (1 -—ecosu),

d’ott I'on tire aisément
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. a ' . rsin
o). sipwes 205508 5 aip et
. @ COS ¢
(. Boaye a(cosu — e) () cosu— r(cosv—-e)
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En introduisant dans I’équation (2) les expressions
de r et de v en fonction de u, et intégrant, on obtient
Péquation de Kepler (8) « — esinu =M. On peut donc
calculer » par ceite équation, puis r et v par les équa-
tions (4) et (5). | L

L’excentricité des planétes étant toujours assez
petite, 'idée de développer r et »-M?! en séries ordon-

“nées suivant les puissances de cette quantité a du

tout naturellement se présenter a I’esprit des géome-
tres. LAPLACE, dans sa Mécanique céleste, et POISSON,
dans son Traité de mécanique, ont donné de ce pro-
bléme des solutions a la fois élégantes et rigoureuses.

Je n’al pas, bien entendu, la prétention de faire mieux

qu'eux: je voudrais montrer seulement qu’on peut
obtenir les premiers termes de ces séries, les seuls
importants pour la pratique, par des calculs tout élé-
mentaires et propres a étre introduits dans l'ensei-
gnement. Mettons les équations (4) et (5) sous la forme

| 7SIN ¥ ==@aCOS¢Ssinu
| rcosv=a(cosu—e)

_ et différentions-les par rapport & e: on a

9)

L dr dv s N du
SIN ¥ — 7 €0S¥ — == -— @ 8in ¢ sin ¥ — -} @ cos ¢ COS 1 —
\ de de de d
- dr . dv . du _
fcosv———wsmv-—wm——a smu——l—i).
de de | ] de y

1 Cest la différence v-M, ou I'excés de I'anomalie vraie sur I'ano-
malie moyenne, que les astronomes appellent I'équation du cenire.



En différentiant de méme les équations

u—esinu=—M, sin¢=—r¢,

on obtient
du du : d
— —ecosu — —sinu—I_~ coss (?--"l,
de de de
d’ot
du sin o a sin u
e ST st 9
de 1—ecosu P

ou, en vertu de I’équation (6),

(10) du _ SIn v
‘ de  coso
D’autre part
(1) ' de . ’l__“
de CcoS ¢

En introduisant dans les équations (9) ces expres-
sions, ainsi que celles de sinw et de cosu données
par les équations (6) et (7), on a

. dr dv .1 sinv r(cosv—-e) sinv
| Siny— - rcosv —=— — asing-— -+acose- ( +
\ e de @ cos?o acos?¢ coso
dr . dw rsiny sinv
/cosvwﬂwsmv—::—a : -+ 1
de de acosp COS®

ou, en simplifiant:

. dr dv  rsinvcosv
'\ SINY — |- 7reosv — =—

de de cos?o

dr . dv rsin?v - a cos2g
COSY — — 7rsiny —— —- -

de de cos® ¢

d’ou 'on tire aisément
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dr rdv r-4acos?e\ .
(12) —=—acosv —= Py sin v

de de cos? ¢ 4
ou -

(13) d”’:( ! +i‘.) sin .
. ) 'y

de Ccos?o

La série de Mac-lLaurin donne

r=nt1 (%) g (G)

& /dy
Y} f— — I
=ty (le) 1.2 (deﬂ)o !

les quantités affectées d’indices étant ce que devien-
‘nent ces mémes quantités sans indices quand on v fait
e=—0.

De r=a (1 —ecoswu) on tire ry—a.
{7 SIN ¥ =—@ COS ¢ 8in
'rcosv:a(cosu—e) [
deviennent, pour e=0,

Les égalités —esinu=NM, sinc=—e¢

—M;¢,=0, d’oli cosp,=—1.

( ’l&o:lf 3
teosuy=-cosu,

On a ensuite, d’aprés (12) et (13):

{f'_ :::-——acosM o  —2sin M.
de de 0
Pour obtenir les dérivées suivantes, posons
dv
Z—PQ+R),

formule dans laquelle

P —==sinwv, Q =cos "29, B=—ar=1,
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On a alors:

dv do
de’ “de i
d’on

P,=sinM, Q;=1, Ry=1, P’;=2sinMcos M —sin2 M;
,=0,Rj=— LY (— acosM)=cosM
a
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Pour les troisiémes dérivées, on a:

3 N 2 2 1 )
(d ) o (g*)ﬂmf“o ,(d )—- Py (7 4R )+ 2Py (R )+ P70+ 1

de? e/o de?, \de?

0
mais
e i dv\? d2v d
P/——sinw(— ) +cosv— ()”Qcoq—% ’ v,
de de?’ de ’ de
ou
} dr‘ 2 er
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de de?
d’ou

P — m4sin3}1+—;‘2’-sinzaicos M; 07, =2; R”, —2c0s2M — (1 —cos2M) — 20521

On a ainsi
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Par la transformation bien connue

; MM M — M M — 2M

. LN e s e e . e—¢é
sinM=—=————cos M— . »8in2 M = -
S R 2 )

(e étant ici la base des logarithmes népériens) et les
transformations inverses, on obtient aisément

sin2 M cos M — cosM 400531\/1, sin M sm2M::COSM —cosBM;

i M __3sin M—;smSM; SinQMCOS-MﬁsmM_i—sz;M;

o
d’ou, aprés quelques transformations,

AFe 7 3c../¢- . &
Q:g_a(cosz\l—co's“ \ ,d l'f: 13 SiI]SMZ'-—-*é"SiH M.
& | de® oAty

ded 2

On pourrait poursuivre le calcul par la méme mé-
thode. En se bornanl aux termes obtenus, on a les
expressions suivantes, bien suffisantes pourla prati-que' -

._cos3M)+ ]

a«::ix[l—ecosM—{— A —cos"M)-{~
1;—-M~—2651nM-{——c1n21\r1 -(13s1n3‘\1-~sm Nl)—]—

Elles sont d’ailleurs conformes a celles qu o_n-obtl'e_nt"_' ._
par d’autres méthodes plus compliquées. :
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