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Séance du 11 n_bvembre 1898

Intégrale d’un systéme de deux equatmns dlfierenllelles
“se rapportant & un cireuit telephomque
et son mterpretatmn,

Par ROBERT WEBER, PROFESSEUR

Désignons dans un ‘circuit microphone-télépho-
nique, tel qu’il est représenté par le schéma ci-contre,
par r, la résistance variable au contact -micropho-
nique; par Ry, I,, L, et E la résistance totale, I'inten-
sité, la self-_mdgctlon et la force electro-motmce_dans. |
le circuit primaire ou microphonique; par Rq, Jo, L, -
les quantités correspondantes du second circuit conte-
nant le téléphone, et par M I'induction mutuelle dans la
bobine du mlcrophone La résistance R, se compose |

d’une quantité constante R,, réalisée quand la mem-
brane A ne vibre pas, et de la quantité variable r;.
On sait que la résistance », varie comme une, fonc-
tion harmonique, si la membrane A a un mouvement
vibratoire harmonique. En désignant par n le nombre
de vibrations de la membrane, et en posant o ==2=n,
.on aura les relations |



— 4 —

Ry=R;+}r =R, 1) coswt (1)
I, =1, — i, =1, — ¢, cos (wf +a) (2)
E=I,R, 3)

La loi générale sur l'induction, formulée par Neu-
mann, dit que la somme algébrique de toutes les
forces électro-motrices d’'un circuit fermé est nulle.
En lappliquant au circuit microphonique d’abord,
puis au circuit téléphonique, elle fournit les relations

GR B+ LD pMxfemo
dl dl, '
Ry-fLy><—F+M>x—2=0 (5

Les équations (1), (2), (3) permettent d’éliminer
I, R, de (4). En outre, r,7, est une quantité négli-
geable par rapport aux autres termes de (4), de sorte
que cette équation devient

dal, . . dl,
ry Ip.coswt — Ry (1, —1,) + L, XE—}— M XE— 0 (6)

Les équations (5) et (6) nous fourniront la quantité
a chercher, I'intensité I, du courant induit dans le cir-
cuit telephomque

Apres avoir éliminé dl,/dt entre (6) et (5), et avoir
différentié une fois par rapport a ¢, on peut combiner
I'équation obtenue & (5) pour éliminer dI,/df entre
elles. Le résultat sera

dI_,_ROLg Roly dly RyRy, ) ol

e —LyLy, dt ME—LL, 7 M—L,L,

sinwl (7)

Celte équation différentielle de second ordre étant
pourvue du second membre, son intégrale générale I,



se compose de la somme de deux mteﬂrales de I'in-
tégrale générale Z de la méme équation différentielle

(7 dépourvue du second membre, et d’une intégrale .
- particuliére I de I'équation dlfferentlelle compléte (7),

c est-a—dlre

=1 +Z . ) |

- Trouvons d’abord Lintégrale générale Z de 1'équa-
tion différentielle (7) dépourvue du second membre.
Son équation caractéristique est

R,L, —R,L, Ry, R,
WV—L L, T W—L,1,
dont les racines sont

—— RoL,— 1_l_\/(R L.+ R,L,)2— 4R, R, M?

Y Q(M"——L L2 2(M2—L, Ly) o)
RyLy—Re Ly _\/(Ro L+ R, Ly)*—4R, RQMQ\
2(M2—1L, L,) 2(M2— L, L,) ‘

" =0; (9

?"g=-—

Ecrivons-les, pour simplifier et pour marquer
qu’elles peuvent contenir des quantités imaginaires,
TQ-: ‘_p = q. 1. ) .

L’intégrale générale cherchée sera donc

—pt4qgt.i —pt—qt.i

Z=C,.c Cye (12)

Nous la transformons d’abord, en introduisant les
fonctions trigonométriques a la place des fonctions
exponentielles, en

TP N(C, ) cos gt (G, — Co)sin gt
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- Par la formule goniométrique
.
smx—|~ Bcosa,——VA°+ B2 sin (a:-l— arc tg ) (13

| on peut réunir les deux fonctions trigonométriques,
de sorte que |

Z=—e | . Csin >qt—l—-arcth’§, KL

formule dans hquelle C et ¢/ ne sont formées que
par C; et C,. Si nous substituons maintenant les va-
leurs de p et ¢ telles qu’elles dérivent de (10) et (11),
I'intégrale générale cherchée devient

_ RoLz‘“—‘RzTJl ¢
Z=Ce M—IL,L; |
(AR BME—(R LR, L) . ) .
>< 0+'e 0“2 ‘Q 1 t 15
R RO S

La seconde partie de la solution générale de (7),
Iintégrale particuliére I de cette équation différen-
- tielle compléte s’obtient en la supposant de la forme

I=—osinwt4bcoswt, - (16)

dans laquelle les constantes a et b seraient a détermi-
‘ner. En effe't;-' écrivons, pour abréger, I’équation (7)

Et-g-—j—P —~}—Q I-_mR smwt (17)

formons.avec ( lb) les .expressions pour dI/dt et d?l/di?
et substituons-les dans (17). Celte équation différen-
tielle se décompose en les deux équations de con-
dition |



—w?g—wbPJ-aQ=R, l

' _w@b+maP+meo _J ( )
Elles donnent comme valeurs pour les - constantes
aetd |
g R(Q—wg) a
T w2 P2 Q—m@?’ :
+Q—) { i
p—— TR \
T w2 P2 - (Q — v?)?
et, en outre, |
s R
Ta® b —_
14 a. + 1/“’2 PQ—}-'(Q——mQ-)Q ; )
. | o (20)
b w.P g ~
et —_——— = . ;
a Q—w® .

- Si 'on substitue maintenant les valeurs pour a et b
de (19) dans Pexpression (16), et si'on réunit ensuite
les deux fonctions trigonométriques d’aprés (13), l'in-
tegrale particuliére de (17) dev1ent

¥ @ P24 (Q—o?)?

En remplacant les valeurs qu1 Lonwennent aP,qQ, R |
d’apreés (17) et (7 on aura I'intégrale par tlcullere

)' éln{wt+arcth P} (21) |

' w’rOIOM C X
Vwﬂ(R L —RyLy)? TRy Ry—w?(ME— L, L)

w(RyL, —R o L)
| > sin {mt—l—arc lg Ry R, — (2 — L, Ly }

Nous réunissons maintenant les deux parties (22)
et (15) pour avoir la solution générale de l’equatlon‘ '
différentielle pourvue de son second memibre (7)



— A —

fj2=l-Z—

[ — wry I, M .

9 Y 2[Ry Ly — R, Ly P+ [Ro Ry— ?(M?— L, Ly)?

: [ (Rg Ly — Ry Ly) |
> sinJ wf 4 arct
Al e 1Ly |
 BeLe—Ba Ly 4

+C.6 My—L; Ly
{ 4R, R, M2—(R,L,+R, Ly)2
l 2(M2—L, Ly)

X sin

t+a} (23)

Celte expression montre d’abord que le courant
dans le circuit téléphonique est tel que s’il y avait
deux courants indépendants. Le premier s’écoule a
la maniére d’'une ondulation harmonique, soit de la
méme maniére que la variation de résistance du con-
tact au microphone, ou que les vibrations de la plaque
du microphone; 'amplitude et la phase de ce pre-
mier courant sont indépendantes du temps ¢.

Le second des courants composants est de forme
plus complexe. La constante C est également multi-
pliée par un sinus du temps ¢, et la phase est chan-
gée, ne s’accordant ni avec celle de la vibration géné-
ratrice, ni avec celle de la premiére ondulation; mais
il y a encore -un facteur logarithmique qui est fonc-
tton du temps £. Ce second courant n’est pas de forme
harmonique. On peut cependant I'envisager comme
étant une onde de forme sinusoidale, dont 'amplitude
change d’une maniére continue comme le veut la
fonction exponentielle. Cle serait une onde dont les
amplitudes ne conservent pas la méme valeur, la
méme hauteur, mais elles augmentent (ou elles dimi-
nuent) continuellement d’une fagon particuliére: les
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exlrémités des amplitudes successives d’'une méme
phase se trouvent sur une courbe logarithmique.

Dans la figure, la courbe I représente la sinusoide
de (15), le facteur exponentiel n’existant pas; la courbe
II représente la courbe logarithmique seule; enfin la
courbe III représente la sinusoide modifiée par la
logarithmique. Les valeurs relatives pour ces courbes
ont été choisies arbitrairement; elles dépendent com-
plétement des constantes du probléme R, L, M, w.

V

Les deux ondes électriques difféerent encore par
leur longueur d’onde, celle-ci étant déterminée par le
facteur de ¢ dans le sinus. |

La question gagne en clarté, quand on considére
un cas particulier tres fréquemment réalisé dans les
installations téléphoniques. Posons

r,=0,5 ohm, 1.,=0,05 quadrant, 10::0,2 ampéré,' '
Ry=5 ohms, L,==0,5 quadrant, » =1000
R,=10000hms, M = 0,03 quadrant.

Avec ces valeurs, I'expression (23) donne sensiblement -

e sinf100014 alt-Ce " sini570000 48!
= sin al4-Ce .sin —
16000 { | [ | R f



- L’onde sinusoidale est done environ 57 fois plus
longue que celle de la seconde ondulation; le son
correspondant & un nombre de vibrations 57 fois plus
petit. Le son correspondant a la vibration non har-
monique sera plus aigu d’environ six -octaves que le -
son correspondant a la vibration harmonique du pre-
mier terme; mais un pareil son est au-dela de la
limite supérieure des sons perceptibles par loreille.

En outre, I'exposant du facteur logarithmique est
de signe négatif et multiplié par le temps ¢, il en
résulte donc que sa valeur va en diminuant, que
amplitude de la vibration non harmonique et que I'in-
tensité de ce son trés aigu décroit avec le temps crois-
sant. Cette décroissance est trés rapide et sa valeur
initiale tres petite, parce que le facteur de ¢ est trés
grand. Les proportions, dans la seconde figure, ne
correspondent évidemment pas a la réalité de ce cas;
mais la courbe II devrait se rapprocher tres rapide-
ment de I'axe horizontal, et 'onde sinusoidale princi-
pale (non dessinée) devrait avoir une longueur 57 fois
plus grande que l'onde de la courbe III. L’effet du
terme non harmonique n’est perceptible qu’au tout
premier commencement de I'onde harmonique.

On reconnait que l'influence du second terme, de
'onde non harmonique, est négligeable, et que l'in-
tensité du courant dans le téléphone est donnée par
lp=—=—— @7y lo M ‘ = %

1/ @ [RyLo—Ry L P +[Ry Ry— 2 (M2 — L, Ly)|?
| o (Ry Ly — Ry L) ]

X sinJ wi -}-arct — ;.
m{ "y Ry Rg— w2 (M2 — L, LQ)}
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