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Recherche des points d'inflexion des courbes

avec les coordonnées polaires

Par M. J.-P. ISELY, prof.

Les ouvrages d'analyse s'occupent de la détermination

des points d'inflexion au moyen des coordonnées

rectilignes.
On sait que la condition d'inflexion est donnée par

l'égalité de la dérivée seconde avec zéro. Otto Hesse
a démontré à l'égard des points d'inflexion les
théorèmes suivants :

1° Les points d'inflexion d'une courbe algébrique
du degré n sont situés sur une seconde courbe
algébrique du degré 3 (n — 2).

2° Une courbe algébrique du degré n, dont les
coefficients demeurent indéterminés, a S n (n — 2)
points d'inflexion.

Les courbes du second degré n'en ont pas, ce qui
est connu. Une courbe du troisième degré a en général

9 points d'inflexion, réels ou imaginaires.
Il arrive souvent que l'équation d'une courbe est

exprimée en coordonnées polaires plus simplement
qu'en coordonnées •rectilignes, ce qui provient de son
mode de génération. Cela arrive entre autres pour la
conchoïde de Nicomède. Quand on écrit son équation
en coordonnées de Descartes, et que l'on calcule ses

dérivées, on obtient des fonctions explicites assez

compliquées, tandis qu'en coordonnées polaires elles
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sont plus simples. Mais dans ce dernier cas, que

devient la condition -^—\ zz 0
dx%

Pour le savoir, il faut d'abord remplacer la fonction

d*y d^ydx — dyd^x ¦ •

-^—ir par — 7
* qui convient au cas oudx2 l dx3 n

l'on change de variable indépendante.
Il faut ensuite remplacer x et y par leurs valeurs

en coordonnées polaires, à savoir :

x r cos 6, y — r sin 6

r est le rayon recteur et 6 l'argument ou l'angle. On a

dx — rsinôde + cosôdr; dy rcosôdo 4- s'mQdr

d*x — r cos erfe2 — 2 sin ôdedr + cos 6d2r

d2y — rsinedô2 + 2cos6d6tir + sin6d2r.

„ j d^ydx — dyd^xEn substituant ces valeurs dans —- ,—5—

et en égalant à zéro, on obtient la formule suivante :

(1) r2d02-rd2r + 2dr2rr0
Telle est la condition d'inflexion.
En l'appliquant à la conchoïde, dont l'équation est :

r ± b
cosò

on trouve :

icos28de JO
<2l — Jcos2e

dr=z -.—-—; d%r=.
sine ' cos39

En mettant ces valeurs dans l'équation de condition

(1), on trouve la formule :

(2) ^cosejcos^i-^-cosSôrp-lM^0
v ' I b b
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Les signes ± s'appliquent respectivement aux deux
branches de la courbe.

On en tire d'abord :

T.

cos 6 — 0 ou o — -K-

ce qui se rapporte à l'asymptote.
Ensuite l'équation :

3/ 97
<îossed=4icos8e±4r-=0

b b

donne, si b < l, les valeurs de cos 6 < 1 qui déterminent

les points d'inflexion sur les deux branches de

la courbe. C'est une équation du 3me degré, qui se

résout facilement en nombres quand on connaît les
valeurs de l et de b.

La condition d'inflexion (1) peut être obtenue d'une
seconde manière au moyen du rayon de courbure
exprimé en coordonnées polaires.

Sa formule est :

3

(dr2 + r2de2)"^
r2d62 —rd2r + 2dr2

Or, au point d'inflexion, la courbe a trois points
consécutifs en ligne droite, c'est-à-dire que son rayon
de courbure est infini, autrement dit son dénominateur

est zéro, ce qui donne de nouveau l'équation (1).

--*--
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