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recherche des solutions singulicres dans tous les cas ot
I'¢quation differentielle est du second degré par rapport
1 la dérivee.

M. le Prof. Sehnecebels fail la communication sui—
vante :

SUR LA THEORIE DU TIMBRE

ET PARTICULIEREMENT DES VOYELLES.

Dans une communication précédente, j'ai mis sous
les veux de la Société une série de courbes, représen-
tant les diffeventes voyelles. Vai remarque alors que la
nettete des courbes et la perfeetion de feur dessin offrent
en outre Pavantage de montrer plus exactement la qua-
lité des harmoniques qui produisent e Limbre, ete.

on effel, connaissant la courbe dune sonovité, il est
possible de trouver les sons simples qui la composent.

On peut toujours représenter une fonetion par :

T -1 21: N '.l':?t-,l 21’! i
y=f(x) =4, + = (A; sin i) + (B COST i x) I
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ou a; = vA.?‘*‘ B )

s (0
tang a; = A )

En termes physiques: Une sonorité (Klang) est & en-
visager comme la superposition d’une série de sons
simples dont les nombres de vibrations sont des mul-
tiples du son fondamental (Grundton, Obertone ou Par-

tialtone). (Ohm, Helmholtz.)

Les coefficients ay, a,, a4, . . . représentent les ampli-
tudes des harmoniques; «;, ay, a3, . . . leurs différences
de phases.

Pour déterminer ces quantités caractéristiques d'u-
ne sonorité, nous aurons recours aux courbes qu’elles
produisent. On divise la longueur de la période en
n parties égales et I'on mesure I'ordonnée de chaque
division respective.

On obtient de cette maniere n valeurs de f(z) pour
des z équidistants.

La méthode des moindres carrés nous apprend en-
suite & calculer les coefficients

AO’ A{, AQ, A3’ e s e
B,, B,, B,, . ...

par les formules :

ﬂA.,—-=>:y,
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Les formules (III) nous donnent enfin les
a‘, aa, a;, * s s ®

etles a,, a,, a5, . ...

Pour connaitre encore I'intensité des harmoniques
qui se trouvent dans la sonorité, 1l faut se rappeler
qu’elles sont proportionnelles aux carrés de leurs am-
plitudes respectives.

Dans notre cas particulier, nous avons choisi deux
modes pour la discussion des courbes ; peut-étre fau-
drait-il les étendre davantage?

19 Lorsque la courbe ne présente pas de complica-
tions trop accentuées, ons’est borné a diviser la période
en douze parties égales. On calcule alors les coefficients
caractéristiques d’apres les formules 1V :
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Valeurs de A, A, A,,. .
1?)“ Bi) 13:!) &

en fonction de y,, ¥y, Y., -

1=n-1
12 Ay =3y,

=0

6 Al :.(yl + Yi — Yr — ?/11)' sin 30° -+ (Vz Yy —Ys — ym)
sin 60° +y, — v,.

GBl = (;’/1 == M = +;?/n>' cos 80 + (s — Uy — Y = Yioh
¢0s 60° + 1o — 1Y;-

U By = Wt Yo=Y — YU Ys— Yo — Y- sin 60°.

6B, =y, —y,— U, LYy =Yy —Ys— Y10 + Y1) CO3 6o N
Yy T Y — Yy

OAy =y — Uty —Ys Yo — Yo

OB, =¥o—ys =+ Y — Yo + Ys — 1o

6A, — (Y, —y, Ty, — 1,y — i 1, — ) sin 60”

B, = — (U + Y.+ Y: + Yo + Yo Y+ Yy Yy cos 60° +

Yo Yy T Y5 T Yy

2" Lorsque la courbe montre une complication plus
qrande, on divise la peériode en vingt-quatre parlics
cgales et 'on calcule dans ce cas les coefficients carac-
teristiques d'apres les formuies Ve
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Valeurs de A, A, A,, A, . . . . .. T
en fonction de vy, ¥, ¥y Yy « - . . . . s Wi 3
24 A0=y0+y1 +ys+ya+ ----- :[/23'

18 Ay = (yl +Yn — yla""'ysa)' sin 15° + (ys"‘ Boo — Bid — Waa)s
sin 30° + (, Yy — Y5 — Y sin 45° + (5 *+ thy—
?/m""*?/so)- sin 60° + (?/5 Yy — Y — Yro)- sin 75° +

Yo — Yis-

12 B1 = (yl —Yn —yls+y93)' cos 15° + (yz'— Yie— Y +ysa)'
cos 30° '+'(y3_y9 — Y5 +y21)' c0s 45" + (Y= Ys—Y1s
+y20)' cos 60° +(?/5 —Yr— Yix + y]B)' cos 75° +Y,
— Yis-

12 Ae = (yl "+"ys — Yo Y + Yyt Yy — y4n""y23)- sin 30°+
(yz +Y =Yy — Yo +yu + Yig=— Up — ysz)' sin 60°

+ys_y9+y15_yu-

12 B2 = (yl —Ys—Y: T Y T Y — Y — Y + y!3)' cos 30° +
(Yo —Ye—Ys + Yo+ Y1e — Y1o — Yso + Yys)- €08 60°

Yy —Ys + Y1a— Yre-

RA, =@, +Ys—Y, —Y;FYs—U1s —Vr1s+Y1n tYio— Y —

Ya3)- SIN 45" + Ye—Ys T Yo —Y1u T Yrs — Yso-

12 Bs = (.7/1_313‘—'?/5-1- Yp+Yo — Yy — Uy + Y15+ Y1 — Y19 —

Yo+ Yg). COS A" + Yy =Yy + Yy — V1o Y16 — Y3

RA =W +Y— Vi Vv Y+ Ys— Yo — Uy + Va5 *+ Y1n —

Yoo —Yur + Yo +Ta0 =Y — Yg3) 8In 60° .



12 B, =y, —Ys + Ys— Y9 +Yio— Yu5 + Yas— Y + Yy — 1,
— Yy Uy T Ur—lsg — Yoo T Yy T Yz — Y Uy

+ Yyr F Yrg — Yao — Yza + Yag) €05 60

RA =Yy + Y=Y V1) SIN 15° + (Yyo + Y3 — Va2 — U1y
sin30° + (y,5 + Yoy — U5 — ¥y sin 4D + (g, +
Yo —Ys —Ya) + sinb0’ (i, + ., — 1,5 — Y,5) SINTH

+ Yo — Yyt

2B, =Yg—Uig+ Wy —Yy— U7 + Yyo) cos 15" + (U0 — 1,
'“.7/?'}_"‘7/16) cos J0° + (.?/15—.,"/31 — ¥ '+'279) oS 4o
— s 600 y — m——
+ (Ygo—Ys1s—Ys + Yy) €08 60° + (¥, Yu— Ui
-+ Yqz) cos 7O,

WRA = —Ys+Ys—Yr +Yo—Yuu + Yiz—Yas + Y1~ Ui

+ Yoy — Yos-

D — . —_— 1 — s ‘ .
2B = yo— s+ Yu— Yo+ Ys— Y10 + Yoz — Y *+ Vg™ Jus

+ Yoo Yoz

Comme les courbes produiles par mon phonauto-
eraphe ont toujours des dimensions assez petites, il a
fallu avoir recours a un appareil tres exact pour les
mesurer. Jai employé pour cela deux vis micrométri-
ques, I'une perpendiculaire a Vantre, comme le support
d’un tour. (Fig, 2.)

Le pas de vis étant 'on mitlimetre, on peut encore
tire sur le cerele divisé les millicmes de millimetre.

Pour areiver & mesurer {(ris-exactement, mon appa-
retl enregistreur, représenté dans une premieére com-
municalion, a ¢te pourva d’une pointe fixe pour indi-
quer 'axe des abscisses. (I'ig. 1,)
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I inscription des courbes se fait sur des lames de
verre, couvertesd’une légére couche de noir de fumée
et fixées sur un chariot qui passe rapidement au-dessous
des pointes. Jai choisi le verre pour deux raisons :

Premieérement, parce que le frottement de la pointe
sur le verre est beaucoup moins considérable que, par
exemple, sur le papier noirci du cylindre phonautogra-
phique et, sccondement, parce que la détermination des
dimensions présenteraient sur le papier une garantie
peu rassurante a cause des déformations auxquelles il
esl soumis, soit par des tensions différentes, soit par
Phumidite, ete.

Lorsqu’il ne s’agit que de la reproduction des cour-
bes dans un cours, le cylindre phonautographique peut
parfaitement étre employé.

Les abscisses ont été mesurées en partant pour cha-
cune de l'origine, la longueur de la période étant dé-
terminc¢e préalablement et la distance de chaque ordon-
née de I'origine étant calculée d’avance.

Pour la dé¢termination de la longueur de la période,
on part d'une partie saillante et caractéristique de la
courbe et on mesure jusqu’a la prochaine répétition de
la méme forme. Cet arrangement m’a paru nécessaire,
parce que le chariot passe au-dessous de la pointe, tiré par
la main et en conséquence avec une vitesse inégale. Pen-
1dunt I'intervalle trés court d’une p’ériode (V5200 /3880 [s120
ls10 de seconde), on peut considérer la vitesse comme
¢tant constante, ce qui ne serait pas le cas si 'on voulait
mesurer piusieurs périodes et en prendre la moyenne.
Duresle, il résulte de 'exemple cité ci-dessous, que 1'on
arrive quand méme a une exactilude suffisante.

Chaque ordonnée est mesurée deux fois, et quatre
fois lorsque ¢’est nécessaire.
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On peut facilement se persnader que, par la disposi.
tion de la pointe qui écrit, celle-ci décrit des ares de
cercle au lieu de tangentes au cercle.

De la figure (3) résulte que nous mesurons plutot ¢ §
que ¢ d. Pour voir quelle erreur en provient, je choisisly
courbe quia une des amplitudes les plus grandes O ut,

Double dinplitude maximale : 1m=,537.
Distance de la pointe du centre: 25™,2.

L’erreur maximale qui résulte du mouvement circu-
laire se monte a == 0™=,00035, donc une quantité plus
petite que les erreurs probables de la méthode.

II.

Dans ce paragraphe, je donne une série complete
d’observations pour une courbe et les résultats sur quel-
ques autres courbes, afin de montrer la possibilité d'ar-
river par cette voie a la discussion de la composition
~d’une sonorité quelconque et particulierement de celle
de la voix.

On peut, me semble-t-il, par cette méthode, tran-
cher définitivement plusieurs questions dans ce do-
maine, qui, dans ces derniers temps, ont donné lieua
des discussions assez vives ().

Ci-dessous se trouve une série d’observations sur la
courbe de O wut,.

(') Einige Bemerkungen zur Helmholtz’schen Vocallehre, von Emil von
Quanten. Pogg. Anal. Band 154, p. 272.

Untersuchungen iiber dic Natur des Vocalklanges, von Félix Auerbach.
Pogg. Anal. Ergiinz, Band VIII, 177.



Longueur de la période mesurée: 4,801™™,

Distance de 2 ordonndes conséeutives

X, =0,00000.
X, =0,19976.
X, =0,39059,
X; =0,59928,
X, =0,79904.
X, =0,99880.
X, = L 19856,
&, =1.39832.
Xy = 159808,
Xy =1,79784,
Xio=1,99760.
X, =2,19736.

() ut 4

Y, =2,501.
Y, =2.678.
Y, —3.086.
Y, =3.375.
Y, = 3,499,
Y, —3.615.
Y, —3.672.
¥, =3,553.
¥, —3.204,
Y, =2.997.
Y,o=2,675.
Y, =2,509.

4.784.
4.803.
4,790.
4.7917.
4,790.

Moyenne = 4,7942,

X, =2,39712.
X5 =2,59688,

X, =2,796064.
Y, =2.99640.
Xy =3,195106.

X,y =3,30592.
X =3,59368.

X, =3,79544.

N =3,99520.
X, =4, 19496
‘\l'22=4739472.
X, =4, 59448,

£ 0,19976==

Y,,=2,556-
Y, =2.874.
Y,,=3,500.
Y, s=3,801.
¥, 5=3,899.
Y,,=4,018,
Y, ;—=4,065.

¥,,=3,967.

Y,,=3,730.
¥, —3401.
¥ py=3.000.
Y, =2,650.

Le résullat du caleul des harmoniques d’apres les
formules précédentes, est indiqué sous n® 3 du tableau
géneral.
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Pour savoir avec quelle exactitude la formule repre.
sente la courbe, on a calculé d’apreés I'équation 3,
vingt-quatre de ses points. Dans le tableau suivan,
sont renfermées les ordonnées observées et calculées,

O ut 4.

Observé. Calculé. Différences.
Y, = 2,501. Y, = 2.507. — 0,006.
Y, = 2,678. Y, = 2,704. — 0,026.
Y, = 3,086. Y, = 3,090. — 0,004.
Y, = 3,375. Y, = 3.373. + 0,002.
Y, = 3,499. Y, = 3,498. + 0,001.
Y, = 3,615. Y, = 3,594. + 0,021.
Y, = 3,672, Y, = 3,654. + 0,018
Y, = 3,553. Y, = 3,548. + 0,005.
Y, = 3.294. Y, = 3,281. + 0,013,
Y, = 2,997. Y, = 2.983. + 0,014,
Y,, = 2,675. Y,, = 2,711. — 0,036.
Y,, = 2,509. Y, — 2,509. 0,000.
Y,y = 2,556. Y,, = 2,549. + 0,001,
Y,, = 2874. Y,s = 2,940. — 0,066.
Y,, = 3,500. Y,, = 3,467. + 0,033,
Y,s = 3,801. Y,, = 3,804 — 0,003.
Y,; = 3,899 Y, = 3,916. — 0,017,
Y,;, = 4,018. Y,, = 3,984 + 0,034.
Y,, = 4,065. Y,, = 4044, + 0,021
Y, = 3,963. Y,, = 3,964. — 0,001.
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Y,, = 3,730. Y,, = 3,717. + 0,013.
¥, = 3,401. Y,, = 3,389. + 0,011,
Y,, = 3,000. Y, = 3,022. — 0,022.
Y, = 2,650. Y, = 2,663. — 0,013.

La coincidence est suffisante, sauf pour y,., diffé-
rence que je ne puis m'exphquer que par une iné-
galité du verre (les observations répétées des ordonnées
ne s’éloignent jamais de 0,010 de la moyenne).

Pour s’assurer que le calcul donne encore une appro-
ximation suffisante, en ne choisissant que douze obser-
vations, lorsque la courbe n’est pas trop compliquée, on
a calculé la méme courbe en ne se servant que des
ordonnées paires.

Le résultat est enregistré dans I’équation 4.

Les différences entre les résultats tirés des formules
IV et V ne sont pas tellement considérables pour ne
pas permettre d’employer la formule 1V & des courbes
plus simples telles que le ou, etc. . .

Aussitot que la courbe montre un caractere simple,
on peut donc se permettre de la discuter a I'aide de la

formule IV.

Le tableau suivant renferme douze courbes repré-
sentant les voyelles les plus importantes.
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(1)

(2)

(3)

sol; Y = 3,4942

ut, Y = 3,2879

+0,2973
+0,0623
+0,0217
+0,0127

+ 0,0070

+0,1389
+0,3590
+0,0397
+0,0130

+0,24594 sin (x.
+ 0,64235 sin (a.
+ 0,05067 sin (x.

+ 0,11533 sin (x.
-+ 00,0041 sése (.

+ 0,04868 sin (x.

sin (x.
sin (x.

sin (.

sén
sin (x.
sin (.
sin (x.

sin (x.

sin (x.

(1niy Y =3.4197 +0,1805 sin(x. 15 + 278

30 + 80°
45 + T8°
60 + 165°
75 + 69

90 + 154°

521
4'5)
48'.3)
45,'3)
54.7)
2'.5)

30 + 230°
60 +- 286°
90 + 248°

120 + 205°

10" )
15 )
497 )

4')

15 + 183°
30 + 2806°
45 + 191°

60 + 300°

T5 +~ TG

30,'8)
9,
18,7)

34,")

1, 2)

90 + 2420 41',9)

ey —

o, = 161°19'5
0, = 159° 56/.3
95 = 246° 53,3
o, = 145° 56
0, = 235° 10,4

P = 56° 5’
o, = 18° 39’
05 = 3340 54

o = 1020 38',9
9y = 14T, 9
oy = 117° 3,9

o, = 252° 30, 4

0o 10, -3

a,* = 1,0000
a,t = 2,71130

a;® = 0,1195

a3 = 00144
a;? = 0,00494

ag = 0,00014

a = 1,000

a,® = 6,681

a2 = 0,0816

a,’ = 0,0095

a,* = 1,0000
a,t = 6,8212
a? = 0,0424

a,® = 0,2198
a,? — 0,000:3

a2 = 0,0392

89¢€
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