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POLYEDRES SEMI-REGULIERS
(POLYEDRES CONVE—XES) ,

(C ommunication faite a la Sociétd des sciences naturelles dans ses séances

du 1 janvier et du 18 mars {875).

En tronquant les polyédres réguliers par des plans conve-
nablement choisis, on obtient de nouveaux polyédres, dont
les faces sont des polygones réguliers et dont les angles sont
égaux ou symétriques; ces polyédres satisfont done partielle-
ment aux conditions de régularité remplies par les premiers.

Inserivons, par exemple, dans chaque face d’un cube, un
carré ayant pour sommets les milieux des cotés du premier;
les cOtés des six carrés obtenus forment en outre huit trian-
gles équilatéraux et ces quatorze faces limitent évidemment :
un polyédre que l'on dédunit du cube en le tronquant par
huit plans respectivement perpendiculaires aux diagonales.
Les faces de ce décatétracdre sont des polygones réguliérs,
— carrés et triangles équilatéraux, — et ses angles sont
€gaux entre eux, mais non pas réguliers. , |

‘De méme inscrivons dans chaque face d’'un cube un octo-
gone régulier; les cdtés des six octogones forment en outre
huit tua.ngles équ:]atérau\ et ces quatorze faces limitent un
décatétraedre semi-régulier. |

En opérant d'une manitre analogue sur chaque polyédre
régulier, on obtiendra un certain nombre de polyedres ayant
pour faces des polygones réguliers et dont les angles sont
égaux ou symétriques.
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Quelques-uns de ces polyédres peuvent étre considérés
comme établissant une transition entre deux polyédres régu-
liers; ainsi le premier décatétratdre indiqué peut &tre obtenu
en tronquanf un octaédre régulier; inversement, suivant que
I'on prolonge: les faces carrées ou les faces triangulaires de
ce polyedre, on obtient le cube ou I'octaddre.

On trouve dans la nature quelques-uns de ces solides; ainsi,
le second décatétraedre cité est une des formes cristallines
du sulfure de plomb ou galéne; la. plupart de ceux que V'on
~ peut obtenir en tronquant d’'une maniére simple les polye-
dres réguliers étaient connus des anciens et désignés par
eux sous le nom de solides d’Archimede; Keppler les a ve-
produits dans son Harmonice mundi.

En dernier lieu, ces solides ont été ’objet d’un travail ap-
profondi de M. Catalan, qui a été amené a considérer un
second genre de polyedres semi-réguliers, genre dans lequel
toutes les faces sont égales, mais non réguliéres et les angles
réguliers. Nous nous proposons, dans ce qui va suivre, d’ex-
poser sommairement les propriétés des polyedres semi-régu-
liers,. en modifiant quelques-unes des démonsirations données,

POLIEDBES SEMI- REGULIERS

DU I’REMIEB GENRE

Définition. — Dans tout polyédre semi- reguhel du premier
genre, les faces sont des polygones réguliers et les angles
sont égaux ou symétriques.

De cette définition résultent 1mmedzatement les pr oprletés
suivantes :

1° Dans tout polyedre semi- régulier du premler genre, ]es
arites sont égales; | :

2° Les faces de méme espéce sont égales;

3° Les angles sont triédres, tétraédres ou pentaddres.

On est conduit & cette derniére proposition en observant
que dans les polyedres. semi-réguliers, les faces des angles
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solides sont égales ou supérieures & deux tiers d’angle droif,
que par suite leur nombre ne peut surpasser cinq. On peut
Ja considérer aussi comme un corollaire du théoréme d’Euler;
on déduit en effet de ce théoréme quil n’existe pas de po-

lyédre convexe dans lequel ne se trouvent ni angles triedres,
ni angles tétraédres ou pentaddres.

Formules relatives aux polyédres semi-régulicrs du premier
genre.

Désignons par A le nombre des arétes, I et S les nombres
des faces et des sommets du polyédre; soit d’autre part

fs+ fus Sy ... les nombres des faces triangulaires, quadran-
gulaires, pentagonales...; d’aprés le théoréme d’'Euler, on a:
(O _ | A+2=F~+8 |
d’autre part, on a évidemment:
(2) F=fi+fy+/s+
et comme chaque aréte appartient & deux faces:
3) 2A——-3f5+4f3

Chaque aréle appartient aussi a deux angles solides, sul-
vant donc que les angles seront triedres, tétraédres ou pen-
taédres, on aura I'une des formules suivantes:

4) 2A =38 2A=48 2A =58

Désignons maintenant par ¢ le nombre des faces triangu-
laires aboutissant & chaque sommet, par ¢ le nombre des
faces carrées, p celui des faces pentagonales, etc....; en fai-
sant la somme des nombres des faces de chaque espéce qui
aboutissent en chaque sommet, on obtlendla. les relations
suivantes:

(5 3fy=18"4f,=¢8 5f5mpS..... ete.

En ajoutant membre & membre ces équations et tenant
compte de la relation (4), on retrouve la relation (3); si
done 7 est le nombre d’espéces de faces du polyédre, les
équations distinctes se réduisent & n+3, elles permettront
done de déterminer les (n+3) nombres A, F, S, f /...,
pourvu que on connaisse ¢,¢,..., nombres dont la somme
doit &tre au moins égale a trois et au plus égale & cing,
puisque les angles du polyedre doivent étre triedres, tétrae-
dres ou pentaedres.

BULL. SOC. SC. NAT, T. X. 1I° CAH. : 14
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Il convient done de chercher tout d’abord quelles sont les
valeurs possibles de Z, ¢, p..., ete.; la détermination des po-
lyédres semi-réguliers possibles est done ramenée a la réso-
lution d’un probléme d’analyse indéterminée.

Détermination des combinaisons de faces polygonales réguliéres
qui peuvent correspondre & des polyedres semi-réguliers.

Cette d¢termination peut étre effectuée rapidement de la
maniére suivante: éliminons A,F et S entre les équations
(1), (2), (3) et (4); on obtient de la sorte; suivant que les
angles sont triédres, tétraédres ou penlaédres, les relations:

fs+2f,+f =12+ fL+2f+....

() fo= 8+ fy+2fs+3f;+....

[ =20+27, +5f,+8fs+....

On en conclut: 1° que dans tout polyédre semi-régulier &
angles triedres se trouvent nécessairement des faces trian-
gulaires ou carrées ou pentagonales; 2° que dans tout po-
lyédre semi-régulier & angles tétraédres ou pentaédres, se
trouvent nécessairement des faces triangulaires.

Cas des angles triédres.

Il est tout d’abord évident que lorsqu’un polyédre semi-
régulier admet des faces d’un nombre impair de cdtés, les
deux autres faces de I'angle triedre doivent étre de méme
espéce; cela posé en tenant compte de la limite (quatre
droits) que ne peut alteindre la somme des faces d'un angle
solide convexe, on reconnait que les seules combinaisons de
faces possibles sont : |

1o Un triangle avec deux hexagones,

2° Un triangle avec deux octogones,

3° Un triangle avec deux décagones,

4° Un carré avec deux hexagones,

5 Un carré avec un hexagone et un octogone,

6° Un carré avec un hexagone et un décagone,

.7* Un pentagone avee deux hexagones,
8° Deux carrés avec un polygone régulier quelconque.
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Cas des angles tétraédres.

‘Lorsqu’un polyédre semi-régulier admet des faces d’un
nombre impair de cdtés, les deux faces qui leur sont adja-

cenles dans chaque angle tétratdre sont necessa,lrement de
méme espéce.

Par suite, les seules combinaisons possibles sont les sui-
vantes :

9 Un triangle avec {rois carrés,
100 Un inangle avec deux carrés et un pentagone,

11e Deux triangles avec deux carrés,

12° Deux triangles avec deux pentagones,

0[ m ] 3 .. a) : ¥ i L 1]
13 I'rois triangles avee un polygone régulier queleonque.

Cas des angles pentaédres.

Combinaisons possibles :
- 140 Quatre triangles avec un carré,
15° Quatre tnangles avec un pentagone,

Remarque.
Les formules (5) que I'on peut derire:

g s _ M _ My _

¢ q P
et la formule (6) correspondante donnent les valeurs de
Fsr fu--v, ete., et de S pour chaque combinaison de ces
valeurs, on déduit ensuite celles de F et A.

Les nombres trouvés étant entiers et d’autre part les po-
lyédres correspondants pouvant &tre obtenus en tronquant
les polyédres réguliers convexes, on en déduit Pexistence
des seuls polyédres semi-réguliers du premier genre men-
tionnés ci-dessous.

POLYEDRES SEMI-BEGULIEBS DU PREMIER GENRE
A Polyédres

a angles triedres.

1. Oclaédre & faces triangulaires et hexagonales,
A=18 8=12 F=8 f,=4 fy=4
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Ce polyedre peut &tre oblenu en tronquant un tétraédre
régulier, ‘ | ’
2. Décatétraédre a faces triangulaires et octogonales,
A=36 S=24 F=14 f;=8 f,=6
Ce polyedre peut étre obtenu en fronguant un hexaedre ré-
gulier. '
3. Triacontadoédre & faces friangulaires et décagonales,
A=90 S=60 F=32 f,=20 f,,=12
Ce polyedre peut étre déduit du dodécatdre régulier.
4° Décalétracdre a faces carrées et hexagonales,
A=36 8=24 F=14 f,=6 [f;=8
Ce polyedre peut &tre déduit de I'octaedre régulier. |
50 Icohexacdre & faces carrées, hexagonales et octogonales,
A=T2 S=48 F=26 f,=12 f;=8 f3=6
Ce polyédre peut &tre déduit de I'hexaedre et de I'octaddre
réguliers.
6° Hexéconladoédre a faces carrées hexagunales et décago-
nales,
A=180 8=120 F=62 f,=30 f,=20 f,,=12
Ce polyédre peut ¢tre déduit du dodécaédre et de I'icosaédre
réguliers.
1o Triaconladocdre & faces pentagonales et hexagonales,
A=90 S=60 F=32 f,=12 f,=20
Ce polyeédre peut étre déduit de I'icosaédre régulier.
8¢ Prisme régulier A faces latérales carrvées,
Il existe une infinité de polyédres semi-réguliers de cette
espece.
Pour des bases polygonales régulieres de »n cdtés, on
trouve :
A=3n S8=2n F=n+2 fy,=n fin=2

B. Polyeédres 4 angles tétraédres.

9o Tcohexaédre & faces triangulaires et carrées,
A=48 S=24 F=20 f¢=8 f,=18
Ce polyédre peut étre déduit de ’hexaédre régulier.
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10° Hexécontadoedre a faces triangulaires, carrées et pen-
tagonales,

A=120 8=60 F=62 f,=20 f,=30 f,=12
Ce polyedre peut &tre déduit du dodécaedre et de I'icosaedre
réguliers. |

11 Décatétracdre a faces triangulaires et carrées,

A=24 S=12 F=14 f;=8 f,=06
Ce polyédre peut &tre déduit de I'hexatdre et de 'octaedre
réguliers. |

120 Triacontadoédre & faces triangulaires et pentagonales,

A=60 §=30 F=32 f,=20 fFf=12
Ce polyeédre peut étre déduit du dodécaedre et de I'icosaedre
réguliers. %
13° Polyedre a bases égales et paralléles, et a faces laté-
rales triangulaires. B

Il existe une infinité de polyédres semi- reguhelb de cette
espece; pour des bases polygonales réguliéres de n cotés, on
trouve :

A=dn S=2n F=2n+2 fi=2n fo=2

C. Polyedres a angles pentaéedres.
14° Triacontaoctaedre & faces triangulaires et carrées,
A=60 8§=24 F=38 f,=32 f,=6

Ce polyedre peut étre déduit de I’'hexaédre régulier.
15° Ennécontadoidre & faces triangulaires et pentagonales,
A=150 S=60 F=92 f,=80 f,=12
Ce polyédre peut élre dédunit du dodécatdre régulier,

Décomposition de la surface de la sphére en polygones réguliers
et lels qu’en chaque sommet les angles soient égau.
~ i :
Il est évident qu’a chaque mode de décomposition de la
surface de la sphére en pol) ones sphériques réguliers, cor-
respond un polyedre semi-régulier ayant pour sommels les
sommets des polygones sphériques; d’autre part, les équa-
tions qui lient les éléments de la figure sphérique obtenue
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par une telle décomposition, sont les mémes que celles ob-
tenues précédemment; le nouveau probleme admet le méme
nombre de solutions que le premier; il en résulte qu’a chaque
polyédre semi-régulier corrgspond un mode de decompoal-'
tion de la sphére en polygones réguliers.

Propriétés générales des polyédres semi-réquliers du premnier
genre, '

I. — Tout polyédre semi-régulier du plemlel genre est
inscriptible.

Considérons en effet un polyédre semi-régulier quelconque
du premier genre et le polyédre semi-régulier de méme es-
péce obtenu par décomposition d’une sphére de rayon tel
que les arétes des deux polyedres soient égales; ces deux
polyédres auront par suite leurs faces égales deux & deux et
semblablement disposées, ils seront donc égaux d'apres le
théoréme de Cauchy.

De la proposition précédente, on déduit leb propriétés sui-
vantes : ‘

II. — Dans tout polyedre semi-régulier du premier genre,
les sommets adjacents & un sommet donné appartiennent &
une circonférence dont ce sommet est le pole.

III. — Les angles ditdres formés par des faces respective-
ment égales sont égaux.

La dutermmatxon de ces angles diedres seffectuera, dail-
leurs, par les formules de trigonométrie sphérique. |



SECONDE PARTIE

POLYEDRES SEMI-REGULIERS

DU SECOND GENRE

Déﬁnz’tion. — Dans tout polyédre semi-régulier du second
genre, les faces sont des polygones égaux et les angles sont
réguliers,

De cette définition résultent m]medlatement les propriétés
suivantes:

1° Dans tout polyédre semi-régulier du second genre les
angles diedres sont égaux;

2¢ Les angles polyédres de méme espéce sont égaux ;

3% Les faces sont trmngul%nes quadlanﬂuialres ou pen-
tagonales.

Cetto derniére proposition est une conséquence du théo-
réme d’Euler ; on déduit en effet dece théoréme qu’il n'existe
~pas de polycdxe convexe dans lequel ne se trouvent ni faces
triangulaires, ni faces quadrangulaires ou pentagonales.

Formules relatives aux polyédres semi-réguliers du 2™ genre.

En dopnant & A, F, Sla méme signification que précé-
demment et désignant en outre par s;, 8, S5 . . ..les nombres
des angles triédres, tétratdres, pentagdres . ... du polyedre
et par T, Q, P....les nombres des angles triedres, té-
_ traedres, penfaédles . dont les sommets coincident avec
ceux d’une face du po]ycdle, on voit facilement que les for-
mules relatives aux polyédres du 2¢ genre se déduisent des
premiéres en permutant leslettres F et S, fets,fetT,qetQ. ..

Ces formules sont done :

(N A+ 2=F 4+ 8
(2) S =15, + 85, + 8§ +...
(3) " 2A=3sy+4s, + dsy + ..

(4) 9A—3F 2A—4F 2A —5F
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suivant que les faces sont triangulaires, quadrangulaires ou
pentagonales ; puis: '

() 3s;=TF 45, =QF b5s,=PF....

Ces formules donnent lieu 4 des remarques analogues &
celles faites précédemment.

Détermination des combinaisons d’angles polyédres réguliers qui
peuvent correspondre a des polyédres semi-réguliers.

En éliminant A, I et S, entre les équations (1) (2) (3) et
(4), on obtient suivant que les faces sont triangulaires, qua-
drangulaires ou pentagonales, les relations suivantes:

385+ 28, + 8 =12 + 5 + 285, + ....
S =8+ 8 + 28, + 385, +....
8 =20 + 28, + 585, + Bs; + ....

On en conclut que dans tout polyédre semi-régulier du se-
cond genre, & faces triangulaires, se trouvent nécessairement
des angles triedres, tétraédres on pentaddres, et 2° que dans
tout polyédre a faces quadrangulaires ou pentagonales se
trouvent nécessairement des angles triedres.

En remarquant que lorsqu’un polyédre semi-régulier du
second genreadmet des angles polyédres d’'un nombre impair
de faces, les deux angles polyédres qui lui sont contigus dans
une méme face doivent étre de méme espéce, que. les faces
soient triangulaires ou quadrangulaires; d’autre part, en te-

nant compte de la limite supérieure de la valeur des faces
d

d’un angle polyédre régulier convexe de = faces (%—_)

et remarquant que la somme desfaces des angles polytdres
combinés doit étre deux, quatre ou six droits, suivant que les
faces du polyédre sont triangulaires, quadrangulaires ou
pentagonales, on reconnait que les seules combinaisons d’an-
gles polyedres possibles sont celles qui correspondent aux
combinaisons de faces indiquées pour les polyédres du pre-
mier genre. "

Il ne peut done exister d’autres polyédres semi-réguliers
du second genre que ceux dont les éléments se déduisent par
permutation des lettres F. et S, f ets des éléments trouvés
pour les polyedres du premier genre.
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Corrélation entre les polyédres semi-régulicrs du premier et du
: second genre.

Considérons un polyedre semi-régulier quelconque du
premier genre et la spheére circonscrite ; prenons par rapport
a la sphére les poles des faces du polyédre; ces pdles sont
les sommets d’un second polyedre dont les faces sont tan-
gentes 4 la sphére et qui est dit conjugué du premier; les
angles du second polyédre sont évidemment réguliers, de
méme espéce que. les faces correspondantes du premier et
en méme nombre ; quant & ses faces, elles sont toutes égales,
de méme espece que les angles du premier polyédre et en
méme nombre.

Le second polyédre est done un polyédre semi- reguher du
second genre,.

Il existe par suite autant de polyédres du second genre
que de polyedres du premier, et ils correspondent aux com-
binaisons d’angles indiqués antérieurement. '

POLYEDRES SEMI-REGULIERS DU SECOND GENRE

A. Polyédres & faces triangulaires

1. Dodécaédre & angles triedres et hexaeédres,
A=18 F=12 8=8 s;=4 g;,=1+4
2. Icotétraédre & angles triédres et octaedres,
A=3 F=24 S=14 5,=8 5=6
3. Héxécontaédre & angles triedres et decaedres,
A=90 F=60 8=32 s=20 s, =12
4, Icotétraedre 3 angles tétraédres et hexaédres,
A=3 F=24 S=14 s,=06 s,=28
5. Tessaracontaoctasdre & angles tétraddres, hexaedres et
octaedres, ;
A=T2 F=48 S=26 5, =12 5,=8 s=0
6. Hécatonicoddre 3 angles tétraédres, hexaédres et dé.
caédres, E : :
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A=180 F=120 8 =62 5, =30 s5=20 s,,=12

1. Héxéconltaedre & angles pentaddres et hexaddres,
A=9 F=60 S=32 s5,=12 s, =20
8. Double pyramide. ‘ ,
Il existe une infinité de polyedres semi-réguliers de cette
espéce ; pour des angles polyédres réguliers de » faces, on

trouve : :
* A=3n F=2n S=n+2 s,=n s, =2

B. Polyédres & faces quadrangulaires.

9. Icotétraédre & angles triedres et tétraédres,
A=48 F=24 8=26 5,=8 s, =18
10. Hexécontaédre & angles triedres, tétraedres et pentaé-

dres,
F=60 8S=62 % =20 5, =30 s,=12

A = 120
11. Dodécaédre & angles triédres et tétraédres,

A=24 F=12 S=14 s,=8 5, =6
12, Triacontaédre & angles triddres et pentaédres,
A=60 F=30 8§=132 5 =20 s,=12
13. Polyédre résultant de la pénétration de deux angles
polyedres réguliers égaux,
Il existe une infinité de polyedres semi-réguliers de cette

espece ; pour des angles polyédres réguliers de n faces, on a
A=dnp F=2n S=2n+2 s, =2n s"=2

C. Polyédres & faces pentagoné.les.

14, Icotétraédre & angles triedres et tétraédres,
A=60 F=24 8=238 s, =32 5,=6

15. Hexécontaedre & angles triédres et pentaedres,
A=150 F =60 8=92 s, =80 s,= 12

Propriétés générales des polyédres semi-réguliers du second
genre. '

I. — Les polyedres semi-réguliers du second genre sont

circonscriptibles.
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II. Les faces adjacentes & une face donnée sont tangentes
aun cdne de révolution dont le sommet est sur le diametre
perpendiculaire & la face donnée.

III. — Les arttes communes & des angles polyédres res-
pectivement égaux, sont ega]es.

Décomposition de la surface de lo sphére en polygones egaux
et tels qu'en chagque sommet les angles soient réguliers.

A tout polyédre du second genre correspond-un parell
mode de décomposition et réciproquement.

De méme & chaque mode de déecomposition en polygones
réguliers, comme il a été dit précédemment, correspond un
mode de division en polygones égaux qui sont circonserip-
tibles; il suffit, pour obtenir cette seconde division, de join-
dre par des arcs de grands cercles, les centres des polygones
qui ont un c6té commun, et réciproquement. -

TERRIER.
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