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Modéle considérant la magonnerie comme matériau non-résistant
a la traction
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RESUME

La définition de la magonnerie ancienne comme un matériau ne résistant pas a la
traction, permet de reproduire différents comportement typiques de structures anciennes.
L'intégration de cette hypothése dans un modeéle aux éléments finis permet
d'individualiser dans la magonnerie des parties structurelles simples, telles que des
barres ou des arcs. Suite a des fissurations, ces zones s'isolent de la partie de la
magonnerie qui ne fonctionne que comme remplissage et poids mort. Ce nouveau type
de modele est illustré sur différents exemples simples.

ZUSAMMENFASSUNG

Indem das Mauerwerk als ein Material ohne Zugfestigkeit definiert wird, kénnen
verschiedene typische Verhaltenserscheinungen bei alten Tragwerken nachvollzogen
werden. Die Integration dieser Hypothese in ein Modell mit finiten Elementen erlaubt die
Identifikation unterschiedlicher struktureller Partien, wie Bogen oder Balken, innerhalb
des Mauerwerks. Als Folge von Rissbildungen heben sich diese Zonen vom Ubrigen Teil
des Mauerwerks, das nur als Fillmaterial dient, ab.

SUMMARY

Defining masonry as a non-tension material allows to reproduce different well known
behaviours of ancient masonry structures. When this hypothesis is included in a finite
element model, different structural zones like arching, thrust and dead-load areas can be
identified within the masonry. The presented model is illustrated for different simple ma-
sonry structures.
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1. INTRODUCTION.

Les méthodes de calcul employées pour le calcul des structures anciennes en
magonnerie ont beaucoup évolué depuis que Méry a introduit sa méthode graphigue
pour la dé&finition de la ligne de poussée. Les nouvelles théories des charges
limites ont permis & différents auteurs, souvent en s'appuyant sur les
recherches de J. Heyman [5], de démontrer la validité de 1'emploi des lignes de
poussée pour des structures composées de blocs rigides.

Durant les derniers décades 1'introduction de la méthode des é&léments finis a
boulversé les différentes aires de 1la science des matériaux. On a, en
particulier, chercher & 1'appliquer pour décrire le comportement des
maconneries. Comparés aux modéles de lignes de poussée les modéles aux éléments
finis ont 1'avantage de permettre, pour autant que le comportement des matériaux
soit décrit correctement, d'étudier parallélement les tensions et les
déformations dans la structure [4][9]. Graduellement différents chercheurs ont
essayé d'adapter ces modéles, considérant initialement les wmatériaux comme
isotropes et é&lastiques, & la réalité du comportement de la macgonnerie. I1
s'est avéré que ce matériau n'est que tré&s peu &lastigue et que les importantes
déformations dues entre autre a la fissuration constituent plutdt la régle que
1'exception.

La simple observation de magonneries historiques suffit & expliquer la dif-
ficulté ou méme 1'incapacité [1] de bien décrire son comportement. Afin de
1'8tudier nous avons employé un nouveau matériau: le NTM (Non Traction Material
[2], n'ayant aucune résistance & la traction) [5]. Celui-ci tient compte d'une
caractéristique essentielle de la maconnerie: sa faible résistance & la traction
et des éventuelles fractures qui peuvent en &tre la conséquence.

Un programme de calcul de type éléments finis a &té développé [7] dont les
éléments sont constitués de "NTM". Le modéle constitué est relativement simple
et permet ainsi de garder un certain contrdle sur la qualité des résultats
fournis. En outre, le NTM, &tant plus fragile que la magonnerie, peut servir de
base & des calculs de vérification de sécurité.

2. MODELISATION DE LA MACONNERIE.
2.1. Principes de base du modéle [2] s

Le matériau NTM ne posséde aucune résistance a la traction. Cela signifie que,
en tout point, et pour toute direction, la contrainte normale sur une section
paralléle & cette direction est négative ou nulle. Cette condition équivaut a
dire que les contraintes principales sont non-positives.

g, <0, <0 (1)

Le probléme consistera alors en la recherche d'un champs de contraintes
vérifiant, outre les équations d'équilibre, &galement les conditions (1) sur le
tenseur. En général, une structure constituée d'un tel matériau se décomposera
en trois zones aux propriétés différentes: )

- la zone R;, ol les deux contraintes principales sont nulles (o, = o, = 0)
- la zone R,, oii seule une contrainte principale est non nulle (o, = 6, g, < 0)
- la zone R,, ol les deux contraintes principales sont négatives tol <0, <0)

Un probléme subsiste, on sait bien que, & un champs de contrainte arbitraire
donné&, ne correspond pas nécessairement des déplacements possibles; il faut que
les équations de compatibilité soient vérifiées. Dans le cas qui nous occupe, Si
la solution NTM différe de la solution standard, les équations de compatibilité
ne seront pas vérifiées: sous 1'influence des forces extérieures le matériau se
sera fracturé. Afin de pouvoir a nouveau intégrer le systéme, c'est a dire
déterminer les déplacements on peut , dans le cas de 1'utilisation d'un
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programme aux é&léments finis, représenter les fractures au mouyen de
déformations initiales A (pour autant qu'elles restent petites en regard aux
dimensions des é&léments).

On comprend aisément qu'il existe deux types élémentaires de fractures: celles
d'ouverture (type A.) et celles de glissement (type A ): toute fracture
générique étant une combinaison de ces deux types fondamentaux (Fig.1).

Comme pour les contraintes, il y aura
certaines conditions sur le tenseur des
fractures. Pour qu'il n'y ait pas

d'interpénétration de matiére, il faut ¥
que les fractures € soient d'ouverture €

et non de fermeture, ce qui implique que _ <
le volume de 1la fracture doit &tre kg i ST
pasitif (trA = 0). S e |
Il existe aussi des relations entre les

fractures et les contraintes. Nous
envisageons successivement les trois :
zones Ry, R; et R,. a 08

Dans une zone R,, aucune contrainte ne el f
doit é&tre transmise, le matériau ne :
pouvant absolument pas résister a la
séparation de ses parties, il peut étre
entiérement fracturé.

Dans une zone R;, les contraintes
doivent é&tre transmises dans une
direction; sans nuire a la généralité,
nous pouvons la fixer comme &tant y
(0y=0). Pour que cette transmission soit
possible, il ne peut y avoir de
fractures A, (ouverture dans le sens y), par contre, les déformations A
(ouverture dans le sens x} et A (glissement) sont possible; aucun effort ne se
transmettant perpendiculairement aux fractures.

Fig. 3 Fractures é&lémentaires et
leur représentation sous
forme de déformation
initiale.

Dans une zone R,, les contraintes doivent &tre t{ransmises dans les deux
directions, il ne peut y avoir aucune fracture. Dans cette zone le matériau NTM
se comporte exactement comme un matériau standard.

Ces observations peuvent se résumer en disant que, _en tout point, les tenseurs
des fractures et des contraintes sont orthogonaux (A'c = 0).

2.2. Présentation du programme CALPA

Un programme aux é&léments finis a &té écrit. Il utilise une discrétisation en
éléments triangulaires & contrainte constante [10]. Les 1inconnues sont les
déplacements des noeuds. Les &léments sont constitués de matériau NTM (n'ayant

aucune résistance & la traction).

Le probléme étant non-linéaire, une procédure itérative doit &tre utilisée, on
utilise la méthode de Newton-Raphson modifiée (modifiée car i1 se peut que, a un
moment du calcul, la structure ou certaines de ses parties devienne
hypostatique) [3],[10].

miy = Py+du
’ (2)
du = - [R(°u)]*[R("u)?u - F]

A chaque itération, la matrice de raideur R est recalculée. En fonctions des
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déplacements des noeuds, on décide du type de comportement d'un &lément [4].

- Comportement bi-directionnel (zones R,)

Si les déplacements conduisent & des déformations dont le tenseur vérifie les
conditions

trD < O
(3)

(1-v2)detD+v tr2D > 0

On se trouve dans une zone R, et la matrice K, liant les contraintes aux
déformations, est du type

K = E (1-v) (4)

- Comportement uni-directionnel (zones R;)
Si le tenseur des déformations vérifie les conditions
detD < 0

-detD (5)
trD 2 —(1—v)~l——%§——

On se trouve dans une zone R, et la matrice K, anisotrope, est construite en
effectuant une rotation d'un angle B (orientation de la fracture) de la matrice
Kl

K'=E 0 (6)

- Absence de réaction (zones Ry).
Si le tenseur des déformations vérifie les conditions
trD 2 0

detD = 0

On se trouve dans une zone Ry et la matrice K est nulle

0
K=| 0 (8)

Si le processus itératif utilisé converge on peut &tre sir de deux points.
- Le champs de contrainte est admissible et respecte Jles é&quations
d'équilibre.
- Les fractures obtenues finalement sont orthogonales au tenseur des
contraintes.
Or, dans un probléme d'élasticité standard (avec résistance a la traction), si
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1'on ajoute des déformations initiales orthogonales aux contraintes, la solution
statique n'est pas modifiée, 1'expression de 1'énergie complémentaire (9)
restant identique.

= l T T
c 2fno Ko dQ +[Qo A dQ (9)

On peut en déduire que le champs de contrainte donné par le programme aux
&léments finis est bien la solution statique du probléme NTM étudié.

-~

Comme on peut le démontrer, la solution cinématique & un probléme NTM n'est pas
unique, l'expression de 1'énergie potentielle totale n'étant pas influencée par
certaines fracturations.

Les déplacements trouvés par le programme CALPA, utilisant uniquement des
fractures d'ouverture, sont acceptables, mais pas forcément "économiques" (7].

Nous allons & présent étudier un certain nombre de problémes simples afin de
voir comment le programme se comporte & leur é&gard.

2.3. Modélisation d'un arc

La magonnerie résistant mal a la traction, pour couvrir un espace efficacement,
on a toujours eu recourt & des systémes visant a faire descendre les charges au
sol sans créer de tractions dans la structure. L'arc, & cet é&gard, peut étre
considéré comme 1'élément structurel typique de la maconnerie (la voite et la
coupole étant d'autres systémes plus complexes}).

Suite aux recherches de Coulomb et ensuite en suivant la formulation classique
définie au XIX'™™ sidcle, on calculait les arcs en utilisant la méthode des
lignes de poussée. Cette méthode, basée sur T'utilisation du polygone
funiculaire, permet de fixer une limite inférieure et une limite supérieure aux
poussées d'un arc sur les structures sous-jacentes.

Heyman a montré que cette méthode &tait toujours la plus efficace. Le choix
entre la poussée minimale et la poussée maximale se fait en analysant 1la
situation (une volte s'ouvre en général).

I1 est intéressant de voir comment se comporte le programme CALPA vis-a-vis de
telle structures et plus particuliérement s'il fournit des résultats comparables
a ceux obtenus en utilisant 1a méthode des lignes de poussée. Nous avons, &
cette fin, testé& un arc brisé successivement soumis & un écartement des appuis

et & un rapprochement des appuis. Les résultats sont présentés & la Fig.2 joints
a une analyse graphique.

On remarque que, pour la poussée minimale, des rotules se forment aux reins pour
un angle d'environ 60° de part et d'autre de la clef de voite. I1 est &galement
a noter qu'il y a deux zones (1 et 1') non soumises & contrainte. Ces zones ne
sont pas en équilibre. Le matériau NTM, absolument incapable de résister a la
traction, ne peut, en toute circonstance, assurer 1'intégrité des structures qui

en sont constitu@es; pour une poussée minimale les parties 1 et 1' tombent.
Pour obtenir des renseignements sur le comportement d'un arc d'une précision

comparable & celle obtenue avec la méthode des lignes de poussée il faut
utiliser un grand nombre d'éléments (nous en avons utilisé 500). L'avantage est
que, pour une structure complexe, formée d'un ensemble d'é@lements structuraux
simples, le programme détermine -en tenant compte de 1'élasticité des matériaux
et de 1'interaction des &léments- une combinaison de poussées (variant entre H;,
et Hy, ) conduisant & la formation d'un champs de contrainte admissible pouvant

donc servir de base & une analyse aux charges limites.
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Rapprochement des appuis Appuis fixes Eloignerment des appuis
Ligne M/\ /\ m
Solution "NTM"

-~

Fig. 4 Arc soumis & un éloignement et a un rapprochement de ses appuis.

2.4. Modélisation d'un panneau de maconnerie

Le programme CALPA a principalement été développé pour 1'analyse de structures
bidimensionnelles. Nous 1'avons testé sur un élément bidimensionnel é&lémentaire
pour lequel nous possédons une solution théorique, un panneau rectangulaire.

On sait {2] qu'une force appliquée sur un tel panneau ne diffuse absolument pas
a 1'intérieur de celui-ci. Ce résultat se retrouve bien en utilisant le
programme.

On a également testé 1'influence d'une force latérale de confinement. Si la
force de confinement est égale a la force verticale, la solution NIM est
identique & 1la solution standard, cette derniére é&tant acceptable (o,<0
partout). Si la force de confinement est beaucoup plus faible (5 fois par
exemple), 1'interprétation est plus complexe. 11 est néanmoins possible de
distinguer dans le panneau les zones R;, R; et R,. Pour un panneau constitué d'un
matériau standard, les isostatiques sont courbes alors que pour un panneau de
NTM, i1 y a des =zones R; ol .elles sont droites (formant des barres
structurelles) et des zones R, de transition entre celles-ci.
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PANNEAU ENTIER

PR

STANDARD

STANDAR

Fig. 5 Panneau de matériau NTM soumis & différentes charges.

La soudaine transition de zone R, & la zone R; s'exprime dans les structures
réelles par des fissures. Celles-ci se présentent souvent sous les appuis des
poutres maitresses dans les structures traditionnelles en brique et bois.

On analyse également un panneau rectangulaire posé & ses extrémités. Lla
formation & 1'intérieur du panneau d'un ensemble d'arcs est bien visible.

_

Fig. 6 Panneau de NTM sur deux appuis et soumis & son propre poids.

i)

L'emploi du modé&le 1illustre bien la séparation de la magonnerie en zones
structurelles et de remplissage. L'ouverture des appuis du panneau de la Fig.4
conduirait ainsi a la chute de la partie basse (comme les zones 1 et 1' de la
Fig.2) et & la formation d'un arc structurel soutenant la partie supérieure. Ce
type de comportement, caractéristique de la maconnerie a conduit les maitres

=

magons de 1'époque & la recherche des formes structurelles optimales.
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3. CONCLUSIONS

Les exemples donnés montrent que le mod&le NTM présenté fournit des résultats
trés différents des modéles é&lastiques, plus proches de Tla réalité et
comparables au résultats des anciens modéles (utilisants la méthode de Méry)
pour des preblémes simples tout en conservant 1'avantage de 7a méthode des
&léments finis, apte & traiter des problémes extrémement généraux.

NOTATION

0,, 0, : contraintes principales.
: matrice du tenseur des fractures.

D :  matrice du tenseur des déformations.
tra : trace de la matrice A.

detA : déterminant de la matrice A.

" :  vecteur dé&placement a 1'itération n.
R :  matrice de rigidité de la structure.
F 3 vecteur des forces extérieures.

v coéfficient de Poisson.

¢ énergie complémentaire.
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