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JABSE SEMINAR on:
A1PC «CONCRETE STRUCTURES SUBJECTED TO TRIAXIAL STRESSES»
IYBH 17th-19th MAY, 1974 - ISMES - BERGAMO (ITALY)

I1-10

Grenzbelastungen rotationssymmetrischer Kontinua

Ultimate load of axi-symmetric continua

Sollicitations ultimes des continu symétriques rotatifs

Dipl. Ing. Dr. techn. Wolfram WALLUSCHEK-WALLFELD
Technische Hochschule Graz
RechbauerstraPe 12, A-8010 Graz, Austria

1. Einleitung

Bei der Berechnung von Reaktordruckgefiédfien steht mehr als bei
anderen Bauwerken die Sicherheit des Druckgefiafes im Vordergrund.
Neben den von Land zu Land verschiedenen zulidssigen Spannungen
beim Gebrauchslastverfahren werden auch Traglastuntersuchungen,
z.B, als Nachweis der Dichthautintegritit, und auch Bruchlastbe-
rechnungen gefordert. Als Bruchsicherheit wird das Verhidltnis
von der Grenzlast zufolge eines hypothetisch ansteigenden Innen-
druckes zum Betriebsdruck definiert. Der ansteigende Innendruck
simuliert den Ausfall von Spannkabeln und die iliblichen Unsicher-

heiten von Material, Geometrie, Rechenungenauigkeit usw.

Fir genaue Untersuchungen des Bruchvorganges werden die Finite
Element Methode (Lit. 1,2,3) oder das Rechenverfahren der
dynamischen Relaxation verwendet (Lit. 4). Diese Verfahren be-
nétigen einen sehr groBen Aufwand an Maschinenzeit, der durch
viele Iterationen im plastischen Bereich der Stahlteile und

der nur schrittweise erfaBbaren RiBfortpflanzung bei Steigerung
des Innendruckes bedingt ist. Der Rechenaufwand der Methode der

kinematischen Bruchmodelle (Lit. 5) ist dazu relativ gering.



Die neuesten Entwicklungen (Lit. 6,7,8) von Spannbetondruck-
behdltern fiir Leichtwasserreaktoren weisen folgende, fypischen,

geometriachen Merkmale auf:

zylindrische Form des Behdlters;
o oberer AbschluB als Deckel mit ungefahr gleichem Durch-

messer wie Behdlterinnendurchmesser;

Ausrundung des Uberganges von Zylinderwand zu Behilterboden;

Bodenplattendurchmesser wesentlich groBer als Zylinder-

wandstarke.

Auf Grund dieser Merkmale kann man annehmen, daB ein Versagen
der Tragfihigkeit des Behidlters durch Bruch des zylindrischen
Teiles eintritt. Die Deckelabstiitzung und der Deckel selbst

miissen gesondert untersucht werden.

Fir die nidherungsweise Berechnung der Grenzlast wird fiir den
Mittelteil des zylindrischen Behidlterteiles ein einfaches
Rocﬁonv.rfahren gezeigt. Dieses eignet sich auch ausgezeichnet
zur Vorberechnung des zylindrischen Teiles von Druckbehaltern

und zur Festlegung von Wandstirke und Spannkriaften (Lit. 3).

Die Methode des unendlichen Zylinders

Den folgenden Entwicklungen wird das Rechenmodell eines unend-
lich langen, dickwandigen, vollkommen rotationssymmetrischen
Zylinders zugrunde gelegt. Das bedeutet Ebenbleiben des Quer-
schnittes senkrecht zur Rotationsachse. Die axiale Ausdehnung
ist jedoch nicht behindert - es konnen zwangungsfreie, gleich-
mifSige Temperatur- und Kriechverformungen auch in axialer

Richtung auftreten,

Die Rotationssymmetrie bedingt Schubspannungsfreiheit in der

Vertikal-Tangentialebene und in der Querschnittsebene.

Die Annahme eines unendlich langen Zylinders bedingt ferner,
daB die Schubspannungen in der Radial-Axialebene Null werden
und die drei Normalspannungen in radialer, tangentialer und
axialer Richtung gleichzeitig die entsprechenden Haupt-
spannungen sind.

.



Die Methode des unendlicnen Zvlinders hat unter den obigen

vorausscet.ungen gegeniiber der Finiten kElement Methode folgende

Vorteile:

[¢]

(8]

Vie spannungen werden direkt aus dem Gleichungssvstem gewonnen,
Um zwangungsfreie, axiale Ausdehnung infolge gleichmaBiger
Temperatur bei ebenbleibendem Querschnitt zulassen zu konnen,
sind bei einer Berechnung mit der Finiten Element Methode

zweli Vorberechnungen zur Ermittlung der gleichmaBigen,

axialen Verschiebung fiir die benotigten Randbedingungen er-
forderlich., Mit den daraus errechneten Knotenverschiebungen
kann ersti in einer dritten Rechnung die Spannungsermittlung

durchgefiihrt werden.

Der inhomogene Zylinder wird je nach gewiinschter Genauigkeit

in eine Zahl von Teilzvlindern (Abb. 1) aufgelist, wobei jeder

Teilzylinder fiir sich als homogener Zylinder mit besonderen

Materialeigenschaften aufgefaBt wird. Fiir jeden Teilzylinder

werden Gleichgewichtsbedingungen, und fiir jede Begrenzungsfliche

zZwischen je zwei Teilzylindern Kontinuititsbedingungen aufgestellt.

Als Losung ergeben sich die drei Hauptspannungen.

Radiale Kontinuitstsbedingung

An der Beriihrungsfliache zweier Teilzylinder darf keine Klaffung
auftreten. Das bedeutet, daB dort die Verschiebung beider Teil-
zylinder in radialer Richtung (ui. “i-i) gleich sein muf.

Die Verschiebungen hingen von den Dehnungen in radialer und in

tangentialer Richtung ab.

Die in Abb. 2 eingezeichneten Verschiebungen und Richtungen

werden durch positive Dehnungen in radialer und tangentialer

Richtung hervorgerufen.

Fir die Gesamtverschiebungen zweier benachbarter Teilzylinder

i und i-~1 ergibt sich fiir die Begrenzungsfliche i die Bedingung:

t,i ~ "ryi T %riie1 t Yt,ia1 (1)



Nimmt man die radiale Dehnung in einem Teilzylinder naherungs-
weise konstant an, so erhalt man fiir den Teilzylinder i-1 auf

der Innen- und AuBenseite die Verschiebung

u_ = ;
r,i-1 €r,1-1'

und fir den Teilzylinder i
Five1 ™ "4
w =g, ,.—xi 1 (3)
2
Der Verschiebungsanteéil aus der tangentialen Dehnung bewirkt

eine Umfangsvergroferung und daher eine Vergrofierung des Radius.

Ist ngi die mittlere UmfangsvergrofBerung bei Anderung des

Radius r = = (ri-rr.+1). 0,5 um u so gilt

i t’
2 (rm+ut’i)-7['=2rm.]['+ dUi (’*)

Die Zunahme des Umfanges infolge der mittleren Dehnung €: i
]

betrédgt:
(r. .+1.)
i+1 1
Aui = E¢,i° 2 5 v (5)
Man erhdlt somit
. ) (ri+1-pri) 6
t,i = et,l 2
und
. ) (ri+-ri_1) -
t,i-1 - €t,i-1 2
Damit erhdlt man die Kontinuitidtsbedingung
(ri+1+ri) ) (ri+1-ri)
E¢,i° 2 Eri® 2 =
) (ri+-ri_1) . (ri"ri-l) -~
€¢,i-1° 2 Er,i-1" 2
Beriicksichtigt man Temperaturdehnungen g, . und g, .
T,i T,i-1
in den Teilzylindern, so gilt
r. + 1, r. -T,
i+1 i i+1 i
( Et,i+ ET,].). 2 - (Er'i+ ET‘i)n 2
ro+r.
- (&g 41+ Ep i1 " 2 -lE, 41t Ep i) -
r.=-r. 4
t* = _ 0 (9)
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Mit tti1lte des Hooke'schen Gesetzes werden nun die Dehnungen
durch die Spannungen ersetzt. Man kann mit guter Genauigkeit
fiir einen Teilzyvlinder i die Tangentialspannungen at und
Axialspannungen az‘als Mittelwert iliber die Wanddicke des
Teilzylinders in die Rechnung einfiithren. Bei den Radial-
spannungen Ofgi und aryi+1 wird ihre Abhangigkeit vom Radius
beriicksichtigt (Abb. 13).

AuBere Krifte, wie z.B. Vorspannkrifte, zwischen den Teil-
zylindern werden hdlftig auf den &duBeren.und inneren Teil-
zylinder aufgeteilt.

Es wird die Vorzeichenfestlegung getroffen, daB &auBere, radiale

Belastungen V positiv sind, wenn sie von innen nach auBen

B,r
wirken.

Die radiale Kontinuitatsbedingung an der Kontaktflidche i lautet

+

somit:
Or,i-1°P5,i-1%05,i.1°85,5.1%0¢ 5-1°Fg,i-1*0, 3-S5 3
* 05,585 §+0¢ ;°95,i% 0, 5,1° 85,541 = Bk r,i (10)
Es ist
Bgyryi = Vo,r;itVB,r,i-1°P8,r,i*VB,ni " %,i "
+ V

B,r,i+1"* KB,i+1

Die einzelnen Koeffizienten lauten:

1

Dg 5.1 =7 E [“1*’1-1"”1-1" (ri-ri-l)]
ri YV

S,i-1 -~ — E

i=1

i-1

- ——l—-— - . -
Fg i1 =3 B, [(ri rie1) Viag “1*"1-1’]

= 1 1
®s,i T TE__ [(ri+ri-1)'yi—l- (’1"'1-1)] "TE C
. [(ri-1+ri)"’i+(ri+1"ri)]
r. Y.
_ i i
Hei =~ TE.
1
PR |

S,i = ZE, [(ri+1+ri) ® ('i+1""i)'”i]



1
K . & e
S5,i+1 4 Ei [(ri+1+ri).vi+ (ri+1-ri)]

V . = " 5 - = —
Toryi = i ©p,i217 Ep,3) =75 (g 5 4Ty 4 Qg ; T;)

Es ist vi die Querdehnzahl, Ei der Elastizitatsmodul und czT i
’
der Warmeausdehnungskoeffizient, Ti die Temperatur des Teil-

zylinders i,

o
1

1
B,i = & E,_, [(ri-ri-l) =(ryer; - 1’1-1] -

1
TE, [(ri+1 +r ) v+ (e - ri)]

K, . .
T B,1i+1 KS,1+1

Axiale Kontinuitdtsbedingung

Da an einem unendlich langen Hohlzylinder die Schnittebene senk-
recht zur Rotationsachse eben bleiben muBi, gilt dies auch fir

zwel benachbarte Teilzylinder.

E._ . = & (11)

z,1 Z,i=1

Fir die axialen Dehnungen der Teilzylinder i und i-1 erhalt man

ag . +0 <
1 r,i+1 r,i,.
€z,i = E, [oz,i- (O 5+ 2 ) Vi] + 0p o1 Tiq
1 g . +0. -
£ . = e r,i r,i-i,.
z,i-1 B, [az,i-l_( O¢,ic1* 3 ) 1’1-1:|*
+ Op 5.1 Ti g (12)

Die axiale Kontinuitatsbedingung fiir den Teilzylinder i-1 und i

ergibt sich zu

+0_ . o M N +

O i-1°Ls z,i-1°Ms,i-1%0¢,i-1°Ns,i-1

r,i-1

+ 0 . .Osvi-ra . 'Ps,i'*at i® QS . +d RS,i+1 = B

- L *
i i r,i+1 K,z,1

(13)



& . + V .
K,z,i T,z,if'va,r,1-1 Lg,i-1* VB, r.i

* Vg or,isvt° BB,

mit den Koeffizienten

Vio1

L. . = ———
S$,i-1 2 Ei-

Mg i1 E

"
'

« T

]
|

. T1

=Qp 3_9°Tj 1% 4

[
"
-

Rg is1 = = RBg .1

Radiale Gleichgewichtsbedingung

Mit den obigen Voraussetzungen erhiélt man mit Abb.

ar.i * Ty dw-ar,i%l *Fiet® i@ = 2 'at.i * (ri+1-ri) ¢

.sin 3% _ o

> =

3 und der
Bedingung, daB die Summe aller radialen Krifte Null sein muB:



Mit sin 12@ = -d—z‘p erhidlt man

Or,i*%s,i*0¢,i°Bs i*0x i41°C%,i41 = Bg,r,i (15)

B . = V - 8 - . . .
G,r,i B,r,i*28,i*VB,r,is1° ©B,is1

mit den Koeffizienten

I
la}

Ag 3 =

|
a
)
o]
g

S,i ~ ( i+ i

S,i+1 =" ri+1

o » O o

B,i+1 - ~ “s,i+1 - Tis1

Axiale Gleichgewichtsbedingung

Die Bedingung lautet, daB die resultierende, duBlere, axiale
Kraft gleich der Summe der inneren Kriéfte sein muB. Eine AuBere
Zugkraft V
filhrt,

B,z

2—1‘12) I =V (16)

20, ;- (r; B,z

ial i+l

Mit

BG.z = vB,z

lautet die Gleichgewichtsbedingung
20 .« ss’i = BG.Z (17)

Teilzvlinder mit RifRflachen

Treten in einem Teilzylinder i nach Abb. & Radialfugen auf,
so ist hiefir U£ i F 0. Treten horizontale Fugen auf, so wird
b

az i = 0. Es konnen radiale und horizontale Fugen auch gleich-
b}

zeitig auftreten.,

wird positiv, eine duBere Druckkraft negativ einge-



Nach Abb. 4 treten im Teilzylinder i mit beschrinkter Trag-

fahigkeit Dehnungen Ez und Et i pur aus Quer~ und
’

i
'
Temperaturdehnung auf. Da Spannungen az i und at i infolge

A ]
der Risse nicht auftreten kénnen, entstehen gegeniiber den nicht-

gerissenen Teilzylindern Differenzen AjEz und ‘jEt 4 der
A} *

. i
Dehnungen aus den Kontinuitatsbedingungen.
In die weitere Rechnung werden diese ideellen Rifldehnungen
4752,1 und ljet,i als Unbekannte anstelle der Spannungen
Uz,i
nur wenige Koeffizienten im Gleichungssystem geandert zu werden.

und O, i eingefiihrt. Durch diese MaBnahme brauchen
L}

Horizontale RiBebenen ( g, ; = 0)

In den radialen Rontinuitidtsbedingungen fallen die Anteile

der Axialspannung ai i veg-
K .:
r,i

Or,ic1°Ps,i-1* Oz ,5-1°8s,5-1* O¢ i1 Fg i1t

*O0, 3685 3+ O 19 3% 0, 5,18 3.1 = B r,i (18)
r,i+1:

« D, . ;e . . . . . .
ar,l 5,1'+ 0%,1 FS,1+ ar.1+1 GS,1+1'* az,1+1

(19)

H . N o d . . . = =
S.1+1+ af,1+1 S,1+1+ ar,1+2 KS,1+2 BK,r,i+1

Aus der axialen Kontinuitiatsbedingung der Teilzylinder i und i-1

ergibt sich nach Abb. &4

de (20)

.+ . = ;
z,1i Ez,1 Ez,l—l

Fiir den Teilzylinder mit beschriankter Tragfidahigkeit ist statt
az,i’ Pi nun lﬂez,i einzufiihren und man erhélt die Kontinuitats-

gleichung:

z,1i

Op ic1°Lsg, i1+ O =M

z,i-1 yic1t Fp i1 Mg 9%

% co s & . . . < . =
+ ar,1 S,1+dez,1+ at,l QS,1+ at,1+1 RS,i+1 BK,z,i

Fiir die axiale Kontinuitiatsbedingung zwischen den (21)

Teilzylindern i und i+1 ergibt sich mit (- ‘1€z i) statt
k]
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z,i+1°

Op il i+ (-1-de, ;+0, ;-Ng ;40 5,1°% 51"

* 0, 5401 Fs i1 *0¢,541°9%,i01% 0 502 Rs 500 = Bk 2,541

In der axialen Gleichgewichtsgleichung entfallt der (22)

Ausdruck az i Ss i
* 1

Die radialen Gleichgewichtsgleichungen bleiben unveriandert.

Radiale-vertikale RiBebene ( Ut i = 0)

Die mittlere, ideelle Dehnung des Teilzylinders i mit beschrénkter

Tragfihigkeit in tangentialer Richtung betridgt

(r r.)

i+1+ i
(g, i+de ¥ &

, t.i 5 (23)

Damit erhidlt man in der radiaien EKontinuitatsbedingung der Teil-

zylinder i-1 und i anstelle des Ausdruckes den Wert

O,i*Ys,i
e, ;<9 pe.iv

; ) (ri+1+-ri)
Ae'i - 2
K .:
r,i
Or,i-1°Ps,i-1%02 i_1°Bs,i-1*0¢ 5_1°Fg5 3.1%0, ;65 ;+
+ 0, soHg s+ dE oI e 140, g0 Kg g =Bk L (2B)

In die radiale Kontinuitdtsgleichung fiir die Teilzylinder i und
i+1 muB man fiir den Ausdruck ai,i' FS,i nun ‘1€t,i° FAET.i ein-
fuhren.

(r r.)

.o+
F AR ©. . . 'l

AE ,i 2
r,i+1:
O,,i*D5,i*0, ;- ES.i+det,i “Fae,i*0r 5417 %5 141"
s -H =z - > - ° \ =
* az,1+1 S,1+1'Fat,1+1 JS,1+1+Ur,i+2 hS,i+2 BK,r,i+1

(25)
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In der axialen aontinuitatscvedinguung der Teilzvlinder i-1 und i

fallt der Ausdruck Ut . QS ; weg. In der axialen Kontinuitits-
Yy

i
¥
bedingung der Teilzylinder i und i+1 fdallt der Ausdruck Gt i N
’ :
heraus. In der radialen Gleichgewichtsbedingung fiir den Teil-

zylinder i fadllt der Ausdruck Ut L B weg., Die vertikale
T

5,1
Gleichgewichtsbedingung bleibt unverandert.

Gleichungssystem

Bei n Teilzylindern erhédlt man 3.n-1 Gleichungen fiir n Tangen-
tial-, n Axial- und n-1 Radialspannungen. Diese werden zweckmiafBi

nach dem Schema in Abb. 5 geordnet.

Fir gerissene Teilzylinder sind die Roeffizienten entsprechend

obigen Entwicklungen zu dndern.

Bruchkriterium

Bei einem Bruchsicherheitsnachweis unter hpothetisch ansteigende
Innendruck hat der Spannungszustand an der AuBenseite des zyvlin-

drischen Teiles des Druckbehidlters die Form
+ 03 =+ 0, D>+ 0% +0,>-0, -0,
(+ Zugspannung; - Druckspannung)

Man sieht, daB die Tangentialspannung ( at)’ die auf Grund der
rotationssymmetrischen Idealisierung die dritte Hauptspannung

( 03) ist, wie nachfolgend gezeigt wird, mafigebend fiir die RiB-
bildung ist. Axial- und Radialspannung o, UI) fallen hier mi
den Hauptspannungen ( Oy» 02) zusammen. Ein Vergleich der Reche
ergebnisse der Methode des unendlichen Zylinders mit den Ergeb-
nissen aus einer Berechnung des gesamten Behidlters mit der

Finiten Element Methode bestitigen dies (Lit. 9).

Fiir die Anstrengung des Betons bei Spannungszustinden oben ange-
filhrter Art geben alle Verformungsenergiehypothesen (v. Mises,
Huber, Hencky, Beltrami), die Hypothese der maximalen Schub-
spénnung (Tresca), der maximalen (Navier, St., Venant) und re-

sultierenden (Sandel) Dehnung unbrauchbare Grenzwerte,
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Die Unterschiade der vruchspannungeir nacii aen Jhseorien wven
Mohr, Leon, Coulomb sowie nach den Untersuchungen von weigler-
Becker an Scheiben, Hosenthal-Glucklich an ilohlzvlindern zu der
Normalspannungshvpothese sind in diesem Spannungsberecicii gering
({Lit. 10,11,12). Es liegt daher nahe, f{iir die RifBbLildung die
grofte Zugspannung, in diesem Fall dic Tangentialspannung,
verantwortlich zu machen und senkrecht auf diese die Bruchtlache
anzunehmen, Der mogliche Fehler durch NMNichtbeachtung der zwei
anderen Spannungen diirfte gegeniiber den Unsicherheiten der
Materialkenntnisse, wie Elastizitatsmodul, Querdehnzahl, mehr=-
achsiges Kriechen, vagabundierende Spannungen aus Abbindewarme

usw., vernachlassigbar klein sein.
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ZUSAMMENFASSUNG

ReaktordruckgefiBe aus Spannbeton sind zum groBen Teil Behilter
von zylindrischer Form. Fiir den zylindrischen Mittelteil wird ein
Néherungsverfahren gezeigt, das gut zur Festlegung von Wandstidrke
und Spannkrédften geeignet ist und eine Abschiatzung der Bruch-
sicherheit ermoéglicht. Die Verwendung der Normalspannungshypothese

als Bruchkriterium fiir den Beton wird begriindet.

SUMMARY

In general, prestressed concrete pressure vessels are vessels of
cylindric shape. The paper shows a simple method with good accuracy

for calculating the middle cylindric part of pressure vessels.
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This method is well suited to determine the thickness of the
wall and the tendons as well as to estimate the ultimate load.
The paper explains the reason for the application principal

stress hypothesis as failure criterion for concrete,

RESUME

La plupart des caissons en béeton précontraint pour des reacteurs
nucléaires est d'une forme cylindrique. Pour la partie cylindrique
du caisson une méthode approximative est présentée, particuliereme:
appropriée a déterminer 1l'epaisseur de la paroi et les précontrain
Par la m&me méthode, il est possible d'estimer la sécurité de
rupture. L'application de l1'hypothése de la contrainte principale

pour le critére de rupture du béton est motivée.
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