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Grenzbelastungen rotationssymmetrischer Kontinua

Ultimate load of axi-symmetric continua

Sollicitations ultimes des continu symétriques rotatifs

Dipl. Ing. Dr. techn. Wolfram WALLUSCHEK-WALLFELD
Technische Hochschule Graz

Rechbauerstraße 12, A-8010 Graz, Austria

Einleitung

Bei der Berechnung von ReaktordruckgefäBen steht mehr als bei
anderen Bauwerken die Sicherheit des DruckgefäBes im Vordergrund.
Neben den von Land zu Land verschiedenen zulässigen Spannungen
beim Gebrauchslastverfahren werden auch Traglastuntersuchungen,
z.B. als Nachweis der Dichthautintegrität, und auch Bruchlastberechnungen

gefordert. Als Bruchsicherheit wird das Verhältnis
von der Grenzlast zufolge eines hypothetisch ansteigenden
Innendruckes zum Betriebsdruck definiert. Der ansteigende Innendruck
simuliert den Ausfall von Spannkabeln und die üblichen Unsicherheiten

von Material, Geometrie, Rechenungenauigkeit usw.

Für genaue Untersuchungen des Bruchvorganges werden die Finite
Element Methode (Lit. 1,2,3) oder das Rechenverfahren der
dynamischen Relaxation verwendet (Lit. 4). Diese Verfahren
benötigen einen sehr großen Aufwand an Maschinenzeit, der durch
viele Iterationen im plastischen Bereich der Stahlteile und
der nur schrittweise erfaßbaren RiBfortpflanzung bei Steigerung
des Innendruckes bedingt ist. Der Rechenaufwand der Methode der
kinematischen Bruchmodelle (Lit. 5) iat dazu relativ gering.



Die neuesten Entwicklungen (Lit. 6,7.8) von Spannbetondruckbehältern

für Leichtwasserreaktoren weisen folgende, typischen,
geometrischen Merkmale auf:

o zylindrische Form des Behälters;
o oberer Abschluß als Deckel mit ungefähr gleichem

Durchmesser wie Behälterinnendurchmesser;
o Ausrundung des Überganges von Zylinderwand zu Behälterboden
o Bodenplattendurchmesser wesentlich größer als

Zylinderwandstärke

Auf Grund dieser Merkmale kann man annehmen, daß ein Versagen
der Tragfähigkeit des Behälters durch Bruch des zylindrischen
Teiles eintritt. Die Deckelabstützung und der Deckel selbst
müssen gesondert untersucht werden.

Für die näherungsweise Berechnung der Grenzlast wird für den

Mittelteil des zylindrischen Behälterteiles ein einfaches
Rechenverfahren gezeigt. Dieses eignet sich auch ausgezeichnet
zur Vorberechnung des zylindrischen Teiles von Druckbehältern
und zur Festlegung von Wandstärke und Spannkräften (Lit. 3)•

Die Methode des unendlichen Zylinders

Den folgenden Entwicklungen wird das Rechenmodell eines unendlich

langen, dickwandigen, vollkommen rotationssymmetrischen
Zylinders zugrunde gelegt. Das bedeutet Ebenbleiben des
Querschnittes senkrecht zur Rotationsachse. Die axiale Ausdehnung

ist Jedoch nicht behindert - es können zwängungsfreie, gleichmäßige

Temperatur- und Kriechverformungen auch in axialer
Richtung auftreten.
Die Rotationssymmetrie bedingt Schubspannungsfreiheit in der
Vertikal-Tangentialebene und in der Querschnittsebene.

Die Annahme eines unendlich langen Zylinders bedingt ferner,
daß die Schubspannungen in der Radial-Axialebene Null werden
und die drei NormalSpannungen in radialer, tangentialer und

axialer Richtung gleichzeitig die entsprechenden
Hauptspannungen sind.



Die Meliit).le de.-i uiieiidl lcaen /.vliuders hfi l unter den obigen
v ornushol / un iren gegenüber der Finnen Element Methode folgende
Vorteile :

o L)ie bp.-imiungen werden direkt aus dem Gleichungssystem gewonnen,
o Um zwängungsfreie, axiale Ausdehnung infolge gleichmäßiger

Temperatur bei ebenbleibendem Querschnitt zulassen zu können,
sind bei einer Berechnung mit der Finiten Element Methode
zwei Vorberechnungen zur Ermittlung der gleichmäßigen,
axialen Verschiebung für die benötigten Randbedingungen
erforderlich. Mit den daraus errechneten Knotenverschiebungen
kann erst in einer dritten Rechnung die Spannungsermittlung
durchgeführt werden.

Der inhomogene Zylinder wird Je nach gewünschter Genauigkeit
in eine Zahl von Teilzylindern (Abb. 1) aufgelöst, wobei Jeder
Teilzylinder für sich als homogener Zylinder mit besonderen
Materialeigenschaften aufgefaßt wird. Für Jeden Teilzylinder
werden Gleichgewichtsbedingungen, und für Jede Begrenzungsfläche
zwischen je zwei Teilzylindern Kontinuitätsbedingungen aufgestellt.
Als Lösung ergeben sich die drei Hauptspannungen.

Radiale Kontinuitätsbedingung

An der Berührungsfläche zweier Teilzylinder darf keine Klaffung
auftreten. Das bedeutet, daß dort die Verschiebung beider
Teilzylinder in radialer Richtung ^ gleich sein muß.

Die Verschiebungen hängen von den Dehnungen in radialer und in
tangentialer Richtung ab.

Die in Abb. 2 eingezeichneten Verschiebungen und Richtungen
werden durch positive Dehnungen in radialer und tangentialer
Richtung hervorgerufen.
Für die Gesamtverschiebungen zweier benachbarter Teilzylinder
i und i-1 ergibt sich für die Begrenzungsfläche i die Bedingung:
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Nimmt man die radiale Dehnung in einem Teilzylinder näherungsweise

konstant an, so erhält man für den Teilzylinder i-1 auf
der Innen- und Außenseite die Verschiebung

Ur,i-1 -er,i-1-ri~ari'1 (2)

und für den Teilzylinder i

Ur, i =£r,i-ri+12 ^ (3)

Der Verschiebungsanteil aus der tangentialen Dehnung bewirkt
eine Umfangsvergrößerung und daher eine Vergrößerung des Radius.

Ist AU± die mittlere Umfangsvergrößerung bei Änderung des

Radius r (r.+r. „ 0, 5 um u. so giltm l l+l t
(r + u 7T 2 r_ • TT + Au

m t, l m l (4)

Die Zunahme des Umfanges infolge der mittleren Dehnung £t, i
beträgt :

(r. + r.
^Ui £t,i-2 2 •* (5)

Man erhält somit

*t, i ~ ^t, i
(ri+l + ri)

u. et 5 (6)

und
(ri+ri-l} ,7>Ut,i-1 £t,i-l 2

Damit erhält man die Kontinuitätsbedingung
(r + r. (r „ - rl+l i _ l+l i£t,i" 2 "£r,i- 2

(ri + ri-l) (ri-ri-l)
«t.i-1- 2

+ r, i-1 2
(8)

Berücksichtigt man Temperaturdehnungen £_ und £1 | 1 1,1—1
in den Teilzylindern, so gilt

r „ + r r _ - r
/ \ i+Ii/ \ i+1 i* £t,i+ £T,i) * 2 £r,i+ ET,i* * 2

ri + r± j" * £t,i-l+ ^T, i-1^ * 2
* S r,i-l + ÊT,i-l) '

r - ri i-1 s 0 (9)
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i-ix t Milte des Hooke1 sehen Gesetzes werden nun die Dehnungen
durch die Spannungen ersetzt. Man kann mit guter Genauigkeit
fiir einen Teilzylinder i die Tangentialspannungen (Jx und

Axialspannungen als Mittelwert über die Wanddicke des

Teilzylinders in die Rechnung einführen. Bei den

Radialspannungen (7^ ^ und Or wird ihre Abhängigkeit vom Radius
berücksichtigt (Abb. 3)»

Äußere Kräfte, wie z.B. Vorspannkräfte, zwischen den

Teilzylindern werden hälftig auf den äußeren und inneren
Teilzylinder aufgeteilt.
Es wird die Vorzeichenfestlegung getroffen, daß äußere, radiale
Belastungen V„ positiv sind, wenn sie von innen nach außend r
wirken.
Die radiale Kontinuitätsbedingung an der Kontaktfläche i lautet
somit :

ar,i-l * DS,i-l + ^z,i-l * ES,i-l + CTt,i-l * FS,i-l +<7r,i * GS,i +

+ ffz,i * HS,i +fft,i * JS,i +<Tr,i+l * KS,i+l BK,r,i 10)

Es ist
BK,r,i ~ VT,r,i + VB,r,i-l * DB,r,i + VB,r,i * ^B.i +

+ VB,r,i+l* KB,i+l
Die einzelnen Koeffizienten lauten:

Ds,i-1 4 E1._1 [(ri + ri—1)-Vi—1- (ri-ri-i)]
- ri ' *i-l
S,i-1 - i_1

Fs,i-1 2-^77 [(ri-ri-l) Vi-l- (ri + ri-l)]

Gs,i=TT-; [(ri + ri-l) Vi_1-

• [•'i-l^i^i^'-urri»]
ri-*iH

S, i E.

Js,i Fe" [(ri+i + ri> + (ri+i-ri>-Vi]



Ks,i+1 - k E. Oi + 1 + r.).Vi+ (ri+1-r.)]

VT,r,i ri (£T,i-l" £T,i) ri aT, i-1 * Ti-1 ~ aT,i Ti*

Es ist y^ die Querdehnzahl, E^ der Elastizitätsmodul und QfT
der Wärmeausdehnungskoeffizient, die Temperatur des
Teilzylinders i.

°B,i-l DS,i-1

GB,i * GS,i

GB ,i TY—[ [(ri " ri-i> - (ri + ri-l> * Vi-J "

- tV [(ri+i + ri)'1/i+ (ri+i-ri)]

KB,i+l " " KS,i+l

Axiale Kontinuitätsbedingung

Da an einem unendlich langen Hohlzylinder die Schnittebene senk

recht zur Rotationsachse eben bleiben muß, gilt dies auch für
zwei benachbarte Teilzylinder.

£ £ (11)
z, l z l -1

Für die axialen Dehnungen der Teilzylinder i und i-1 erhält man

(J*.
£z

£z

,i=t [gz.i-(^t,i- r'i+12 ^ Vi]*

-1-1 ^TT[ffz,i-i-( ^t,i-i^r,i7r,i"1) yi-i] +

+ aT,i-l • Ti-1 (12)

Die axiale Kontinuitätsbedingung für den Teilzylinder i-1 und i
ergibt sich zu

ar,i-l * LS,i-l +£7z,i-l * MS,i-l + at,i-l * NS,i-l +

+ Qt i ' °S i + i * PS i + i * i +^r, i+1 * RS i+1 ~ BK, z

13)
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Es ist
BK, z, i VT,z,i+VB,r,i-l * LB,i-l+VB,r,i * °B,i+

+ ^B,r,i+1 * BB,i+l

mit den Koeffizienten

^i-1
S,i-1 " 2 Ei_1

u L_
S'i"1 ~ Ei-1

NNS,i-l " E±_1

vi-i n
S, i 2 Ei1t 2 Ea

ps,i "

V - - IT

«S.i+l 2 Ea

VT,z,i aT,i-l * Ti-1 "aT,i * Ti

LB,i-l LS,i-l

Vi Vi-1
B,i " * 2 E±

~ 2 Ei t

^.i+l " ~ HS,i+l

Radiale Gleichgewichtsbedingung

Mit den obigen Voraussetzungen erhält man mit Abb. 3 und der
Bedingung, daß die Summe aller radialen Kräfte Null sein muß:

"r, i * ri ' d(P ~ "r, i + 1 * ri+l ' A(P + 2 ' °t, i * (ri+l ~ ri> •

• »in 0 14)



Mit sin ss erhält

^r.i * AS,i+^t,i * BS,i+ar,i+l * CS,i+l B(i, r, i (l5)

• + VD C„BG,r,i VR r i * 'B»r,i

den Koeffizienten

AS,i r.i
(ri+i-ri)

CS,i+1 " ri+l
AB, i AS,i ri
CB,i+1 " CS,i+l

Axiale Gleichgewichtsbedingung

Die Bedingung lautet, daß die resultierende, äußere, axiale
Kraft gleich der Summe der inneren Kräfte sein muß. Eine äußere
Zugkraft Vg wird positiv, eine äußere Druckkraft negativ eingeführt

!*z,i- (ri+l2-ri2) VB,z (l6)

Mit

ss,i (ri+i2"ri2)
und

BG,z VB,z

lautet die Gleichgewichtsbedingung

£"x,i-SS,i * »G..

Teilzylinder mit Hißflächen

Treten in einem Teilzylinder i nach Abb. 4 Kadialfugen auf,
so ist hiefür O. 0. Treten horizontale Fugen auf, so wirdt, x
C 0. Es können radiale und horizontale Fugen auch gleich-z»i

zeitig auftreten.
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Nach Abb. 4 treten im Teilzylinder i mit beschränkter
Tragfähigkeit Dehnungen £ und £ nur aus Quer- und

z, l t, 1

Temperaturdehnung auf. Da Spannungen ^ und ^ infolge
der Risse nicht auftreten können, entstehen gegenüber den

nichtgerissenen Teilzylindern Differenzen d£z ^ und ^ der
Dehnungen aus den Kontinuitätsbedingungen.
In die weitere Rechnung werden diese ideellen Rißdehnungen

und /j£. als Unbekannte anstelle der Spannungenz, l t, 1

ff und ff eingeführt. Durch diese Maßnahme brauchen
z, i t, x

nur wenige Koeffizienten im Gleichungssystem geändert zu werden.

Horizontale Rißebenen (ff 0)

In den radialen Kontinuitätsbedingungen fallen die Anteile
der Axialspannung ff weg.z t x

K :r.x
CTr,i-l * DS,i-l+ ^z,i-l * ES,i-l+ °t,i-1 * FS,i-1+

+ ^r.i * GS,i + ^t,i * JS,i + °r, i+ 1 ' KS i +1 BK,r,i (l8)

K :r, x+1

"r,i * DS,i + ®t,i*FS,i + ^r. i+1 * GS i+1 + ^z,i+l*
* HS,i+l+ ^t,i+l* JS,i+l+ ^r,i+2 ' KS,i+2 BK,r,i+l (19)

Aus der axialen Kontinuitätsbedingung der Teilzylinder i und i-1
ergibt sich nach Abb. k

^z,i + £z,i C..X-1 (20)

Für den Teilzylinder mit beschränkter Tragfähigkeit ist statt
(J„ i • Pj nun einzuführen und man erhält die Kontinuitäts-Z|1 X " Zf 1

gleichung:
K :z,x

ffr,i-l * LS,i-l+ az,i-l * MS,i-l+ °t,i-1 * NS,i-1+

+ ffr,i'0S,i+^z,i+ ^t,i*«S,i+ tft,x+l-RS,i+1 BK,z,x

Für die axiale Kontinuitätsbedingung zwischen den (21)

Teilzylindern i und i+1 ergibt sich mit (- /r stattz, x



10.

1*1 1-1

ABB. 1

ll'l! l'-'ll
1

1

II 1 ''11
1

i

~u,.r -U.J7 i

ABB. 2

£'.-<rTH::tT'1
/ i-i

ABB. 3

ABB. 4
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a m .zu"z,x S,x

KZ,i+l!

ffr,i * LS,i+ (-l) ^z,i+fft,i * NS,i+C;r,i+l * °S,i+l +

+ ^z,i+l * ^S.i+1 + ^t,i + l " ^S,i+1 +"r,i + 2 * BS,i+2 " BK,z,i+l
22In der axialen Gleichgewichtsgleichung entfällt der

Ausdruck ff Snz, x S x

Die radialen Gleichgewxchtsgleichungen bleiben unverändert.

Radiale-vertikale Rißebene ff - 0)

Die mittlere, ideelle Dehnung des Teilzylinders i mit beschränkter
Tragfähigkeit in tangentialer Richtung beträgt

(r + r.)
et,i + ^Ct,i> * i2 (23)

Damit erhält man in der radialen Kontinuitätsbedingung der
Teilzylinder i-1 ui

^£t,i * J AE.i-
Zylinder i-1 und i anstelle des Ausdruckes ff J den Wertt,X 5,1

(r. + r.)
1 - x-f 1 x

A E i 2

K :r, x

ff • D_ + ff j E_ + ff • F» + ff G_ +r,x-l S,x-1 z,x-l S,x-1 t,x — 1 S,x-1 r,x S,x

+ ff J AC +ff K„ „ (24)i S, x t, i AE, i r, i+1 S,i+1 K,r,i
In die radiale Kontinuitätsgleichung für die Teilzylinder i und
i+1 muß man für den Ausdruck ff F nun F _ ein-tfi Ac i iführen»

(r + r.)
F - i+l x

AE,i " 2

K :r, i+ 1

*r ,i * DS,i+<7z,i * ES,i+^et,i * F A£,i +^r,i+l * GS,i+l +

+ az,i+l * HS,i+l+t7t,i+l * JS,i+l+(7r,i + 2 ' KS,i + 2 BK,r,i+l
(25)
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In der axialen -\ontinuitatscedi;ij;u;ijt der rei.Izvlj.nder l-l und r
fällt der Ausdruck (J Q_ n-ei. In der axialen Kontinuitats-t, l S l
bedingung der Teilzylinder l und l-l fällt der Ausdruck (J N

t, I
heraus. In der radialen Gleichgewichtsbedingung fur den

Teilzylinder i fällt der Ausdruck 0^ i • i ^le vertikale
Gleichgewichtsbedingung bleibt unverändert.

Gleichungssystem

Bei n Teilzylindern erhält man 3 n - 1 Gleichungen für n Tangential-,

n Axial- und n-1 RadialSpannungen. Diese werden zweckmäßi

nach dem Schema in Abb. 3 geordnet.

Für gerissene Teilzylinder sind die Koeffizienten entsprechend
obigen Entwicklungen zu ändern.

Bruchkriterium

Bei einem Bruchsicherheitsnachweis unter hpothetisch ansteigendei
Innendruck hat der Spannungszustand an der Außenseite des
zylindrischen Teiles des Druckbehälters die Form

+ Oj + Ot ^ + Oi " + Ox ^ - o2 *> - Or
+ Zugspannung; - Druckspannung)

Man sieht, daß die TangentialSpannung 0^), die auf Grund der
rotationssymmetrischen Idealisierung die dritte Hauptspannung

Oy) ist, wie nachfolgend gezeigt wird, maßgebend für die
Rißbildung ist. Axial- und RadialSpannung Oz* &fallen hier mi
den Hauptspannungen 0^, 0^) zusammen. Ein Vergleich der Reche

ergebnisse der Methode des unendlichen Zylinders mit den
Ergebnissen aus einer Berechnung des gesamten Behälters mit der
Finiten Element Methode bestätigen dies (Lit. 9).
Für die Anstrengung des Betons bei Spannungszuständen oben
angeführter Art geben alle Verformungsenergiehypothesen (v. Mises,
Huber, Hencky, Beltrami), die Hypothese der maximalen
Schubspannung (Tresca), der maximalen (kavier, St. Venant) und

resultierenden (Sandel) Dehnung unbrauchbare Grenzwerte.
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1 2 3 4 L_L.
OtJ 6*2 &J 6x2 6*3

"7" »

ÖrM
»

6tj»i
«

tfr.l
H

JsL
*

6t.i
1)

6r.M
M

6t.M

1
6u.1 6*irf

1?

6r.rw1
aq

6t.n-1 ffr.n
3C3C »

Mästung

1 Gi ISU s*,>
__

S»,w S«j Si,M SuM Sw» Bo*

2 Gr.l B.,1 Ci,2 Bo,r,1

3 Kr.I | Et.1 F.,1 Gl,2 Hli J».2 K*3 BK.r.2

£ KI.I II M»j N., 0.r2 P.2 Q., Ri,3 3K*,2

T Gr.l-1 A*,m B«.m fcïTl Bo/.t-i

6 Kr, Du-i E»,w Fu-i Gu Hu K*m BK.r.i

7 Ki.1 Ls.i-1 Nu-i 0,, FYi Qu Ru»i Bk.u

8 Gr, A,? B»,i Cu»i BOr,

9| Kr.i»1 Du E»,i Fu Gw*i Hi>i Ju»i Kurf BK.r.i.l

10 KZM U> Mu Nu 0»,M Pu»1 Qi>i Rsjrf BK.U.1

11 Gr,M Ai>i Bs>i Csjrf BG.r>1

Ï? Kr,n 1 Dkn-t Ewrl Fwv-i Gwi Hw Jw> B«,r.n

13 Kz.n Lwt-1 MiH Nw» Oui Pin Qui BK.Z.O

U Grji Aw Bw BG.r/i

ABB. 5
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Die l'nterscr.; "(le der oruch.-pannuiigen nncl; «len .eonen vu i

Mohr, Leon, Coulomo sowie nach den In tersuchungen von tteigler-
ilecker an Scheiben, Kosenthal-Gluckl icn an llohlzvl indem zu der
N orma 1 spannungshv po these sind in diesen. 5 painiungsbei'eicii genug
(Lit. 10,11,12). Es liegt daher nahe, für die Rißbildung die
größte Zugspannung, in diesem Kall die Tangentialspannung,
verantwortlich zu machen und senkrecht auf diese die Uruchllache
anzunehmen. Der mögliche Fehler durch Nichtbeachtung der zwei
anderen Spannungen dürfte gegenüber den Unsicherheiten der
Materialkenntnisse, wie Elastizitätsmodul, Querdehnzahl,
mehrachsiges Kriechen, vagabundierende Spannungen aus Abbindewärme

usw., vernachlässigbar klein sein.
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ZUSAMMENFASSUNG

Reaktordruckgefäße aus Spannbeton sind zum großen Teil Behälter
von zylindrischer Form. Für den zylindrischen Mittelteil wird ein
Näherungsverfahren gezeigt, das gut zur Festlegung von Wandstärke
und Spannkräften geeignet ist und eine Abschätzung der
Bruchsicherheit ermöglicht. Die Verwendung der Normalspannungshypothese
als Bruchkriterium für den Beton wird begründet.

SUMMARY

In general, prestressed concrete pressure vessels are vessels of
cylindric shape. The paper shows a simple method with good accuracy
for calculating the middle cylindric part of pressure vessels.
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This method is well suited to determine the thickness of the
wall and the tendons as well as to estimate the ultimate load.
The paper explains the reason for the application principal
stress hypothesis as failure criterion for concrete.

RÉSUME

La plupart des caissons en béton précontraint pour des réacteurs
nucléaires est d'une forme cylindrique. Pour la partie cylindrique
du caisson une méthode approximative est présentée, particulieremei
appropriée à déterminer 1'épaisseur de la paroi et les précontrain
Par la même méthode, il est possible d'estimer la sécurité de

rupture. L'application de l'hypothèse de la contrainte principale
pour le critère de rupture du béton est motivée.
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