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Ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Konzept zur Ermittlung “bester”’ Bemessungswerte
fiir schianke Stahlbetondruckglieder

A Probability Theory Concept for the Determination of ""Best’ Design Values of Slender
Reinforced Concrete Compreassion Members

Un concept basé sur la théorie de probabilité permettant d‘obtenir les “'meilleures”
valeurs de dimensionnement pour les piéces comprimées élancées en béton armé

R. RACKWITZ 0. KNAPPE
Wiss. Mitarbeiter am Institut fir Massivbau
Technische Universitat Miinchen
Miinchen, BRD

1. Einfiihrung

Ein Versagen von schlanken Stahlbetondruckgliedern erfolgt ohne Vor-
ankiindigung und ist in der Regel mit hohen Schadensfolgen verbunden. Der
"sicheren" Bemessung solcher Bauteile kommt daher besondere Bedeutung zu.
Es ist dabei notwendig, die mechanische und geometrische Nichtlinearitiat
des Tragverhaltens bei der Festlegung der Bemessungswerte zu beriicksichti-
gen.

Die aktuelle Gr&Be der Variablen ist im vorhinein unbekannt und vom
Zufall beeinfluBit. Eine sicherheitstheoretische Betrachtung des Problems
der Sicherheit von Druckgliedern ist daher mit den Methoden der Wahr-
scheinlichkeitslehre zu fiihren. Der Begriff "Sicherheit" ist durch Zuver-
léissigkeit zu ersetzen und z.B, durch den Wert der Versagenswahrschein-
lichkeit zu beschreiben. Die Unsicherheit {iber eine EinfluBgrédfSe findet
in Form eines Veriteilungsgesetzes oder einer pufélligen Funktion quantita-
tiv Ausdruck.

Genormte Bemessungsanweisungen miissen einfach sein. Sie sind so ein-
zurichten, daB im gesamtem Anwendungsbereich eine gleichmiBige, ausreichend
kleine und wirtschaftlich vertretbare Versagenswahrscheinlichkeit gegeben
ist.

Demnach ist zundchst die Versagenswahrscheinlichkeit fiir definierte
Versagenskriterien zu berechnen /1/ und ihre Empfindlichkeit gegenfiber
den EinfluBgrsBen zu untersuchen /2/. Dann ist das Kriterium zu formulie-
ren, welches die Ableitung von Bemessungsanweisungen erlaubt, welche den
vorstehend genannten Bedingungen in bestmdglicher Weise entsprechen. Die
Kenntnisse sind noch nicht ausreichend, Wirtschaftlichkeit und Zuverléssig-
keit unmittelbar zu optimieren. Das Hauptaugenmerk ist vorerst auf Gleich-
méfBigkeit des Sicherheitsniveaus zu richten. Der Zielwert der Versagens-
wahrscheinlichkeit ist daher einstweilen in Ubereinstimmung mit dem Sicher-
heitsniveau gewihlt, welches durch die derzeit i{iblichen Bemessungsverfah-
ren im Mittel garantiert wird.

2. Mechanisch-physikalische Grundlagen

Gegeben sei eine Kragstiitze mit symmetrisch bewehrtem Rechteckquer;
schnitt, welche durch eine Normalkraft N = Na und ein Biegemoment M = Ma
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belastet wird (Abb. 1). Thre Schlankheit sei A = 2 + 1/i (1 = Stiitzen-
hthe, i = Trigheitsradius des Betonquerschnitts). Fiir die Werkstoffe gel-
ten folgende wirklichkeitsnahen Annahmen:

a) Beton - die Spannungsdehnungslinie folgt dem Parabelrechteck-
gesetz (Abb. 2). Die Rechenfestigkeit Bp betrigt bei kurzzeiti-

ger Belastung 85 % der Wiirfelfestigkeit Bw und sinkt bei an-
dauernder Belastung auf 0,72 B ab. (siehe /1/).

b) Betonstahl - zugrundegelegt wird die Verwendung eines natur-
harten Betonstahls, dessen Spannungsdehnungslinie bilinear ver-
lauft (Abb. 3).
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Abb. 1: Statisches System und
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Abb, 2 Abb. 3

Im {ibrigen gelten die iiblichen Voraussetzungen der Tragwerksberech-
nung nach Theorie II.Ordnung (z.B. /3/).

Das Versagen einer Stahlbetonstiitze kann auf drei Arten (Grenzzu-
stﬁnde) erfolgen, die sich gegenseitig ausschlieBen:

a) Bruch der Betondruckzone durch tfberschreiten der Bruch-
stauchungen; dieser Zustand wird im folgenden als Versagens-
art A bezeichnet.

b) tberschreiten einer plastischen Verformungsgrenze der auf der
Zugseite liegenden Bewehrung - Versagensart B.

c) Instabilitit der Stiitze, bevor die Grenzdehnungen des Betons
oder Betonstahls erreicht werden - Versagensart C.

Versagensart B kennzeichnet kein Versagen durch Verlust des Gleich-
gewichtes, sondern ist durch Uberlegungen zur Gebrauchsfihigkeit und
Daverhaftigkeit des Bauteils festzulegen., Ein Versagen durch ZerreiBSen
der Bewehrung kann wegen der groBen Bruchdehnungen der iiblichen Betonsgtih-
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le auBeracht gelassen werden.

Zur Berechnung der mdglichen Grenzzustinde wird die inhomogene
Differentialgleichung der Biegelinie der Stiitze (siehe Abb. 4 bzw. Abb.S)

Mix Ag!x! (1)

(=) = - FETGY - -
in zwei gekoppelte Differentialgleichungen I,Ordnung zerlegt,
7,(x) = ¥ (x) mit y,(x) = "(x); 7,(x) = y(x) mit y,' = y' (x)=y,(x); (2)
welche durch eine Extrapolationsmethode /4/, ausgehend von den Anfangs-

werten am StiitzenfuB, schrittweise geldst werden.

Die Stlitze ist labil, wenn das Moment M° fir gegebene Normalkraft zu
einem Maximum wird, also

Mg = max M° (N, y(1)) (3)

Die Gleichgewichtsbedingung liefert das zugehtrige FuBmoment M2°

Die Stiitze versagt im Zustand B, wenn die Dehnung der Zugbewehrung im
StiitzenfuB £y = 5 %o {iberschreitet und im Zustand A, wenn an der gleichen

Stelle die Betonstauchung ¢, = - 3,5 %o unterschreitet.

ax N
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N
Abb.4:Verformtes Systen Abb.5:Beziehungen am verformten
Stiitzenelement

Per Definition versagt die Stiitze, wenn einer der genannten Grenz-
zustéinde erreicht wird. Mithin gilt fiir alle N das folgende Versagens-
kriterium

u u u u
v (N> N U N> g
worin vereinfachend angenommen wird, daB die mechanischen und geometri-
schen Eigenschaften l&ngs der Stiitze konstant sind.

3.Zuverlissigkeitsanalyse

Die wichtigsten EinfluBgrdBen auf den Tragzustand der Kragstiitze sind
die Querschnitisbreite b, die Querschnittshdhe d, die Betoniiberdeckung h',
die Betonfestigkeit BR’ die Stahlstreckgrenze Bs sowie die angreifende

vu s > min ) (4)

Last N = Na und das angreifende Kopfmoment Mz. Deren stochastisches Ver-

halten sei durch die Wahrscheinlichkeitsdichten f(-) beschrieben. Die
Variablen seien bis auf die Querschnittshshe und =breite, welche streng
korreliert angenommen werden, stochastisch paarweise voneinander(unabhﬁngig.
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Wir berechnen zunichst die Versagenswahrscheinlichkeit am Ort des Ver-
sagens (FuB der Stfitze). Die Lisungen der in Abschnitt 2 erliuterten Diffe-

rentialgleichungen stellen den Zusammenhang zwischen M: und Hz bzw. M:,

u i}

MB’ c fir jede Kombination der Variablen her., Sowohl angreifendes Moment

M:, als auch die widerstehenden Momente M;, U = A,B,C sind dann Funktionen

der EinfluBvariablen und stochastisch voneinander abhingig. Demnach sind
durch Anwendung der Transformationsregeln fiir Funktionen von Zufallsvariab-

len die zweidimensionalen Randdichten f (M:, n"j) fir alle N zu bilden /5/.
Bei gegebenem N ist dann mit (siehe auch Abb. 6)

u ,u u n
Peu = [] £(My, My) M, & (5)
(M, > )
die Versagenswahrscheinlichkeit wegen Gl. (4)
P.(N) = Pe s (¥) v Pr p M)y Py ¢ (¥)

= Pf’A (¥) + Pf,B (§) + Pf’c (n) - Pf’A(N)- Pf’B(N) - Pf’A(N)°Pf’c(N)

-Pf’B(H) " P (N) + Proa (w) - Pf'B(N) . Pf’c(N) (6)
und nach Integration {iber alle N schlieB8lich

P, = [ £(8) 2, (¥)ax (7)
(N)
Eine exakte numerische Ldsung erfordert bei Einsatz groBer Rechen-

anlagen bereits bei Berechnung von MZ und Mg und weiter bei der Bildung
der gemeinsamen Dichten f (Mg, Mg) erheblichen Aufwand, so daB8 Nihrungs-

ldsungen gesucht werden.

Lo
420 N'=0,10-bd,
Bn 250
A=T0
u
q M a ZP= 2%
015
Mg>M;
usl_ L L
Mﬂ.
010
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T3 - w
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Abb,6 Abb.7: Zusammenhang zwischen Mg und M%
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Zundchst kann man das Versagenskriterium derart transformieren, da8

~ Beanspruchung und Beanspruchbarkeit n#herungsweise stochastisch vonein-
ander unabhingig werden. Dies gelingt durch Formulierung des Vereagens-
kriteriums am Stiitzenkopf. Zwischen dem Moment am StiitzenfuB und am Stiitzen-
kopf existiert niimlich in jedem Versagenszustand ein relativ straffer, posi-
tiver in guter NZherung linearer Zusammenhang, wie das Beispiel von Abb.T
zeigt /1/. Damit konnen die Verteilungsdichten von Beanspruchung und Be-
angpruchbarkeit vorab und unabhingig berechnet werden.

Transformiert man also die Momente Mg in Kopfmomente Mg (vegl.4vb.8)
bei bereits exrmitteltem M. so,daB
o 1 N MalN ™ u u
My |¥ =P (pU) mit py= Of fU(MU | ) My = Fy (Ma | ), (8)
so vereinfacht sich die Berechnung der Versagenswahrscheinlichkeit nach
Einftthrung des Gl. (5) entsprechenden Ausdrucks
' v 0 o O
Peg® = [ £0Q) - By (M| N) aM) (9)
; 0 ‘ : OIN
F, =P, (M| N) Muf (M2 ¥)a M° (10)
Lo | Fy =P (M (W) = [ fp(glwa g
: ' 0
und unter Beachtung von Gl. (6) zu

P, gof £(N) {_fo(ma) [Fy+ Fyt Bym B, * FooF,-F-Fy Fo+F, Fy FC]dMa}dN (11)

Weitere NZherungen sind bei Berechnung der

f(MOIN) .
; Dichten £2 (Mgl N) notwendig. Um erste Anhalts-
EQY(T}¥$_ Ll oy ;
- punkte iiber die Form dieser Verteilungsdichte
N o zu erhalten - daB immer die Bedingung N gilt,
(“)M wird im folgenden nicht mehr gesondert bezeich-

net - wurde zunéchst mit Hilfe der Monte-Carlo-
Methode unter Zugrundelegung der Angaben von
My - Tabelle 1 die Beanspruchbarkeit simuliert.
@9 Statistische Anpassungstests ergaben, daB die
R 8 N Hypothese zugrundeliegender Normalverteilungen
‘ mit einer statistischen Sicherheit von 95 %
R MY N nicht verworfen werden muB, Betrachtet man das
‘ Modell einer bei Null gestutzten Normalvertei-
Abb.8 lung als hinreichend genau, so kann man sich

im weiteren mit der Berechnung der ersten bei-
den Momente der Verteilung der Beanspruchbarkeit begniigen /6/:

B () cey (2 (x)) (12)
Var (MU)% (;) (ggf—)z Var (xi) '(13_)

Hierin ist g (+) das in Abschnitt 2 beschriebene Berechmungsverfahren
zur Bestimmung der Grenzzustinde und x5 die Zufallsvariablen nach Tab.1.

Bg. 14 VB
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Tabelle 1
Zufallsvariable +) Mittelwert Streuung
Querschnittsabmessungen - Vb = V. = 0,05
d
b, & -
- +4)
Betoniiberdeckung h' 0,1 « 4 o Vh, = 0,30
Betonfestigkeit 8 330 kp/cm2 o = 5o kp/cm2
Betonstahlstreckgrenze | 4600 kp/cm2 = 243 kp/cm2
Bs
Normalkraft N - V. = o0,lo
a N
o
Moment Ma - Vﬁ = 0,20

+) Simtliche Variablen werden normalverteilt angenommen
++ ) Der Querstrich kennzeichnet Mittelwerte (Erwartungswerte).

Die Versagenswahrscheinlichkeit ist nunmehr niherungsweise berechenbar.
Umgekehrt kdnnen bei vorgegebener Versagenswahrscheinlichkeit und bekannten
Verteilungsgesetzen der die Beanspruchbarkeit beeinfluBenden Variablen die
Verteilungsparameter der zugehtrigen Beanspruchung iterativ ermittelt wer-
den.

Na

20|

8,
4%
2%
0]6 %o

T 6 005 O 010 020 530 040 G50 -
i G

In Abb. 8 sind fiir die Stiitzenschlankheit A = To und mehrere Bewehrungg-
gehalte die Ergebnisse einer Rechnung fiir P, = lo—4 aufgetragen, Auf der
linken Seite des Bildes ist die GréBe der Sgandardabweichung des Kopf-
momentes fiir die Versagensart C dargestellt, im Diagramm selbst finden
sich die Interaktionsbeziehungen der mittleren Grenztragfihigkeit und

im Diagramm oben rechts sind die Mittelwerte der zugehdrigen Beanspruchung
angegeben. Dexr Wert BR iet die 5 %-Fraktile des zu 0,85 °* Bw gehdrigen

Kollektivs nach Tabelle 1.
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Abb. 9 zeigt fiir A = To undzz}1= 2% den geometrischen Ort der 95%-Fraktilen
der Komponenten N_ und MZ fiir die Versagenswahrscheinlichkeiten Pf =

lo” 3, 1o~ 4 und 1o~ °. Zusttzlich sind die zulédssigen Werte bei der Be-
messung nach DIN 1045 /7/, den CEB-Empfehlungen /8/ und den ACI Vorschrif-
ten /9/ eingezeichnet.

Die im linken Teil der Abbildung aufgetragene bezogene Streuung
des Kopfmoments Hndert sich splirbar mit zunehmender Normalkraft. Dabei
fiberwiegen die Streuungen der Querschnittsabmessungen und der Beton-
festigkeit fiir die nach Tabelle 1 getroffenen Annahmen,

Man erkennt weiter, daB keine dieser Bemessungsanweisungen ein gleich-
mEBiges Sicherheitsniveau gewdhrleistet. Diese Pestatellung bleibt auch
bei anderen Annahmen fiir die Verteilungsgesetze sowie fiir andere Betongiiten,
Stahlgiiten, Querschnittsformen, Schlankheiten etc., im Prinzip giiltig /1/.
Anzumerken ist, daB die jeweilige Gr&Be der Versagenswahrscheinlichkeit
als operativer Rechenwert zu verstehen ist, welcher nur in Verbindung mit
den getroffenen Annahmen und Vereinfachungen Aussagekraft besiizt.

N’ A= 70
| FTCI T |/ —— AC! 318-71 (R=1)
— — DIN 1045
—— CEB
ﬁ=103173;373}8eanspruchungs—
tos— - —Jfraktilen (95 %)
~
~
\ \
3
~—
N M
/
W zut (Mo N /
/f ‘ yd —5>
o/
0 acin=0) 010 M
Abb., 9

4, Bestimmung von "besten" Bemessungswerten

Vom praktischen Standpunkt aus kann die Forderung nach Einfachheit
und Durchsichtigkeit von Bemessungsregeln nicht genug hervorgehoben wer-
den. Es ist z.B. wiinschenswert, jede BinfluBgr®Be darin durch einen einzi-
gen Bemessungswert zu charakterisieren, welcher allerdings als Funktion
der Verteilungsparameter angebbar sein sollte. Eine praktikable Bemessungs-
anweisung kann im vorliegendem Pall etwa wie folgt aussehen:

*
Ll AR TS TS - G HE U - 8% N*) (14)

oF¥

Im Falle der Gleichheit ist Mz =M , g*(...) die vorgeschriebene, u.U.
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vereinfachte Berechnungsanweisung.

Unendlich viele Kombinationen von Bemessungswerten erfiillen diese Un-
gleichung, wenn ein vorgegebener Rechenwert der Versagenswahrscheinlich-
keit angezielt werden soll. So wird z.B. in einigen Vorschriften N baw.

M: sehr ungiinstig angesetzt; die anderen Bemessungswerte weichen nicht

gplirbar von den mittleren Werten ab. Es wird also unterstellt, daB8 Stiit-
zen dann versagen, wenn die Belastung extrem groB wird. Damit wird den
Verformungsmomenten iibergewichtiger EinfluB8 eingerdumt, obwohl Versagen
ebenso gut durch ein splirbares Absinken der Betonfestigkeit ausgeldst
werden kann,

Um die Verhiltnisse in einem Grenzzustand so wirklichkeitsnah wie mdg-
lich zu erfassen, ist es daher sinnvoll, als Bemessungswerte jene Reali-
sationen der Variablen auszuwihlen, fiir die Versagen, sofern es eintritt,
am wahrscheinlichsten ist (vgl. Abb., 6), Nur dann wird der EinfluB der
einzelnen Unsicherheiten auf die Sicherhait der Stiitze in bestmdglicher
Weise eingeschitzt. Wir suchen also das Maximum der bedingten Dichte der
Versagenswahrscheinlichkeit, Die Bemessungswertie Na und Mg*ergeben sich

z.B, als L&sungen der Gleichungen:

r. (M° N e
af ( ) co af, (x°, w) o (150,8)
o m° AN
. L N N,
vorin gty e [ o) o[ S e0r) - om0l | w,) @] e}
£ (M°, N) = ——d—8 2 (16)
P oM° « 3N

die bedingte Dichte der Versagenswahrscheinlichkeit ist. Die L&sungen
N_ und Mg konnen als Fraktilen der Randdichten f(Na) und f(Ma) gedeutet

werden,

Bild 10 veranschaulicht die Ergebnisse einer Rechnung in Form von
Hohenschichtlinien der Dichte der Beanspruchung f (Ma’ N), der bedingten

Dichte der Beanspruchbarkeit f (MU| N) sowie der Dichte fp (M, N) am
Stiitzenkopf.

Eine Anwendung dieses Prinzips auf die iibrigen Variablen fiihrt zu
n Gleichungen vom Typ (15) mit den L5sungen xJ} wenn n die Anzahl der

i’
beriicksichtigten Zufallsvariablen ist.
Vergleichsrechnungen haben gezeigt, daB8 die Ldsungen xr, xgﬁ ....x;*

bei Vorliegen von Normalverteilungen fiir die Variablen als Fraktilen in
der FPorm
¥ = +

X. X, - « B,
A | ai Bl o

i (17)

dargestellt werden kSnnen. Hierbei ist ii der Erwartungswert, oy die

Standardabweichung, @ ein Korrekturfaktor, der eine Funktion der Ableitung

des Versagenskriteriums nach der Variablen Xi an der Stelle x: und Bi die

standardisierte Variable der Verteilungen zur Wahrscheinlichkeit Pf ist.
Zu dem gleichen Ergebnis kommt Paloheimo - allerdings auf anderem Wege

/1lo/.
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Das Maximum der bedingten Dichte der Versagenswahrscheinlichkeit
ist wenig ausgeprigt, wie auch Abb. lo veranschaulicht. Eine exakte Be-
stimmung der a-Werte ist daher nicht notwendig - ein Umstand, der der
Normungsarbeit sehr entgegen kommen diirfte.

o fIMLIN)
N“ fP (M ;N )/r \\

50%

‘ob"',’ “'l 2l % o« ST °\° Bn 250
012 l:"\go R =] = N A=T70
iy’ X)) S
NCANAY | Pf-m
oy

0,10 I /
I
a
\ j i
0,08 o

0,06 AN . -
0,05 M!
Abb. lo

Natiirlich kénnen von (17) ausgehend auch die traditionellen Sicherheits-
elemente, wie z.B. Teilsicherheitsfaktoren, abgeleitet werdens

- k L

i i
i xi -a; Bi . oi
xi,c ist der charakteristische Wert.

5. Numerische Ergebnisse und Folgerungen

Fiir den betrachteten Knickstab wurden bislang folgende Werte berech-
nets:
0 = % == 0,3 bis 0,5; o ~ 13
"Ma N, "'Mg
Setzt man insbesondere Gy = Oy = Gy, = O, eine MaBnahme die aus prakti~

schen Griinden angemessen erscheint, so ergibt sich bei Analyse amg

@ o = 0,95 /. 1,03 o = 0,9 ./. 1,0

w 8

Ist weiter B = 3,7 - ein Wert, der im Mittel dem Rechenwert der Ver-
sagenswahrscheinlichkeit bei Anwendung der hisher iiblichen Bemessungsver-
fahren entspricht (siehe Abb.9), ergeben sich in erster Niherung die

folgenden Formeln zur Bestimmung der Rechenwerte.
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v*= E(b); ¢%= B(d); h'*= E(n')

8 r~E(B,) ~ 3,7 - %, 8 ~E(8,) - 3,7 - %
oF ~ E(M_) + 1,5 + o

M
a a Ma

-e

¥ )
N, E(Na) + 1,5 g

-

N

Entsprechend Gl. (18) eingefiihrte Teilsicherheitsfaktoren werden daraus
fiir die in Tabelle 1 angegebenen Streuungen der Variablen zu

1 1
Tg = T,88 Y = T, Ty = Ty~ Lo
W 8 a a
berechnet, wobei in Ubereinstimmung mit den CEB-Empfehlungen k = /1,65/ge-
setzt wurde.

Die numerischen Untersuchungen sind noch nicht abgeschlossen, so daB
die mitgeteilten Ergebnisse vorerst nur als Anhaltswerte gelten konnen. Nach-
stehende Folgerungen lassen sich jedoch bereits jetzt ziehen.

* Globale Sicherheitsbeiwerte,gegebenenfalls im Verein mit vorgeschrie-
benen zusitzlichen oder Mindestausmitten, vermégen den erforderlichen
Abstand zwischen Beanspruchbarkeit und Beanspruchung nicht in allen
Bemegsungssituationen gleichméB8ig gut herzustellen,

*Am zweckm#sSigsten scheint eine Festlegung der Bemessungswerte auf-
grund des in Abschnitt 4 erliuterten Prinzips entsprechend Gleichung
(17) oder die Verwendung partieller Sicherheitsfaktoren in Verbindung
mit definierten Nennwerten entsprechend Gl. (18) zu sein.
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ZUS AMMENFASSUNG

Die Theorie zur Berechnung der Versagenswahrscheinlichkeit
einer schlanken Stahlbetonstitze wird erliutert. Die numerische
Rechnung gelingt durch Einfihrung von Ndherungen flir einige Bei-
splele. Es zeigt sich, dass die derzeitigen Berechnungsverfahren
kaum gleichmissige Zuverlissigkeit der Bauteile gewdhrleisten.
Ein Verfahren, "beste" Bemessungswerte aufzusuchen, wird angege-
ben. Erste numerische Ergebnisse werden mitgeteilt.

SUMMARY

A theory for the computation of failure probabilities for
slender reinforced concrete columns is presented. Approximate
numerical solutions for some examples are given. It turns out
that present design methods cannot guarentee an uniform safety
level. A method to evaluate "best" design values is derived and
illustrated by some numerical results.

RESUME

On expose une théorie pour le calcul de la probibilité de
ruine d'une colonne élancée en béton armé. On procéde au calcul
numérique pour quelgues exemples en introduisant des approxima-
tions. On congstate gque les méthodes de calcul actuelles ne
conduisent pas & une gécurité uniforme. On indique un procédé
permettant d'obtenir les "meilleures" valeurs de dimensionnement.
Or. communique les premiers résultats numériques.
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